Ulohy k prednasce NMAG 101 a 120:
Linearni algebra a geometrie 1 a 2, 2013-2014

Verze ze dne 14. kvétna 2014

Toto je seznam pifmocarjch piikladi k pFednasce. Ulohy z tohoto seznamu
je nezbytné nutné umét resit. Podobné typy tloh se budou vyskytovat v testech
na cvicenich.

1 Komplexni ¢isla, kongruence
Cvigeni 1.1. Spodcitejte (1+ 2i) + (3 + 4i), (1+ 2i)(3 + 4i), (14 2i)/(3 + 4i),
T+2i/(3 + 4i).

Cviceni 1.2. Najdéte goniometricky tvar komplezniho ¢isla (24 2i) a spoditejte
(2 + 2i)13.

Cviceni 1.3. Najdéte vSechny pdté odmocniny z komplexniho Cisla i — 1 (t.
najdéte viechna veseni rovnice x® =i —1).

Cvicéeni 1.4. V oboru komplexnich ¢isel feste soustavu linedrnich rovnic
ir+(1—d)y=3i+4

(1—d)z—3iy=2i—1
Cviceni 1.5. Najdéte vsechny komplexni koveny kvadratické rovnice

i’ + (i —1)x+3=0.
Cviceni 1.6. Spocitejte zbytek po déleni cisla 339991 .19 — 16 ¢islem 17.
Cviceni 1.7. Najdéte posledni cifru ¢isla 3°°1.
Cvicéeni 1.8. Dokazte, Ze ¢islo 161° 4 291* + 4213 je délitelné 13
Cviceni 1.9. Najdéte ¢islo x € {0,1,...,13}, pro které 7x =1 (mod 13).

2 Soustavy linearnich rovnic

Cviceni 2.1. Urcete, zda matice je v odstupriovaném tvaru.

2 2 2 2
1 3 2 4
01 0 4

Cviceni 2.2. Najdéte vsechna feseni soustavy rovnic nad R.

0 2 2 2|3
1 3 2 4|5
3 1 0 4|2



Cviceni 2.3. Najdéte vsechna feseni soustavy rovnic nad C.

0 24¢ 2—-31 2|3
v 3 2 415+1
3 1 0 4| -2

Cviceni 2.4. Najdéte vsechna teSeni homogenni soustavy rovnic (nad C) s
matict

0 24¢ 2-37 2
v 3 2 4
3 1 0 4

Cviceni 2.5. Nadjéte polynom tretiho stupné, jehoz graf obsahuje body

(0,1),(1,-1),(2,5),(3,37) .

3 Teélesa a soustavy linearnich rovnic nad télesy

Cviceni 3.1. V télese Z; spoditejte

4 3\ ' 1
3 2 5

Cviceni 3.2. Najdéte vsechna TeSeni soustavy rovnic nad Zq1.

03 5 2 1 4|6
0 2 2 10 8 019
0 8 3 3 4 4|7
4 Matice
Cviceni 4.1. Spocitejte soucin matic nad Z13.
1 10 2 3 182 170
3 5 0 4 9 5
2 4 9 3 3 8

Cviceni 4.2. Zjednoduste vyraz
((A+2(BC + A)T +24ABT + A(3B —4C)")" |
a urcete jaké musi mit matice A, B, C typy, aby byl vyraz definovdn.

Cviceni 4.3. Spocitejte mocniny redingych matic

(G9) (1)



Cviceni 4.4. Vyfeste maticovou rovnici nad Zs.

(021)%=(10)

Cviceni 4.5. Najdéte viechny rediné étvercové matice X, pro které plati X A =

AX.
12
=4

Cviceni 4.6. Rozhodnéte, zda jsou dané komplexni matice requldrni.

1+3: —40 2+ 31 7T—1 1 147 1—1
21+5 141 1—1 1—-4 ], 1+1 2 —1
4i4+6 661 —-37i4+12 12 —1 —24 1

Cviceni 4.7. K matici A nad télesem Zs najdéte inverzni, pokud existuje.
4 3 2
A= 2 2 2
1 0 2

Cviceni 4.8. Reste maticovou rovnici AXB = C, kde A, B, C jsou redlné.

2 4 1 -4 2 -1
=(5a) e ) (1)
Cviceni 4.9. Spocitejte (A~*B)~1C)~1C, kde A, B,C jsou redlné matice.

2 14 1 -4 2 -1
=(5a) e d) ()

Cviceni 4.10. Vyjddiete matici A nad Z jako soucin elementdrnich matic,
pokud to jde.

0
A=1 3
4

=~ o =
O~ =

Cviceni 4.11. Najdéte LU rozklad redlné matice

A:

— N =

1 1
3 1
4 0

5 Vektorové prostory
Cviceni 5.1. Zjistéte, zda mnozina vektori

(o) {(x+y,1+2,2+y):z,y €R}



(b) {(z+2y,3z,2z +y) : x,y € R}
(c) {lx+1,y+1,z+1):2,y,2 € R}
(d) {(23,2% x) : 2 € R}

je podprostorem R3.

Cviceni 5.2. Zjistéte, zda vektor (1,3,2,4)T lezi v linedrnim obalu vektori (1,
1, 0, 3)T, (i,Ll,O)T, (i,i,2,3)T ect

Cviceni 5.3. Vyjddrete vektor (1,2,3)T jako linedrni kombinaci vektori (1, 1,
0%, (0,1, 1)7, (2,3, 4" € Z3.

Cvideni 5.4. Zjistéte, zda mnoZina {(1,2,3)T,(4,5,6)T,(1,2,0)T} generuje
R3.

Cviceni 5.5. Najdéte Ker A pro ndsledujici matici nad Zs.

1 4 4
A=13 1 1
4 2 3

w o w
NN

Cviceni 5.6. Zjistéte, zda (1,2,3)T € Z3 lezi vIm AT a 2da (3,4)T € Z2 le#i v
Im A pro matici A nad Zs.
3 2 3
A= < 14 4 )

Cvigeni 5.7. Zjistéte, zda jsou posloupnosti vektori ze Z3 linedrné zdvislé nebo
nezavislé. Pokud jsou linedrné zdvislé, vyjadrete jeden z vektoru jako linedrni
kombinaci ostatnich.

(a) ((27 17 07 2)T7 (17 17 2? 2)T7 (]" 0? 17 2)T7 (25 27 17 2)T)
(b) ((1,2,0,1)",(2,2,1,1)7,(2,0,2,1)7,(1,1,2,1))
Cviceni 5.8. Najdéte néjakou bdzi podprostoru V' prostoru C3.

V={1+4i1—d1+0)7,(1—4,1+3i,i— 17, (1,1+4,49)7)

Cviceni 5.9. Najdéte (néjaké) baze prostort Ker A, Ker AT, Im A a Im A pro
matici A nad Zs.

1 4 4 3 2
A= 3 1 1 0 2
4 2 3 3 1
Cviceni 5.10. Urcete dimenze Ker A, Ker AT, Im A a Im A” pro matici A nad
Zs.

_A:

e
DN
L =
w o w

2
2
1



Cviéeni 5.11. Z vektori vy, va,...,vs € R* vyberte néjakou bdzi jejich line-
arniho obalu.

5 1 9 —2

7 -3 17 6
it 2T o8 [0 T w0 ) YT -6

3 2 4 —4

Cvigeni 5.12. Zjistéte zda B = ((2,1,3)T,(=3,1,-2)T, (5, -2,4)T) je bdzi R?
a pokud ano, najdéte souradnice vektoru (—10,7, —4)T vzhledem k B.

Cvi€eni 5.13. Ovéite, Ze vektor u leZi v podprostoru V = (vy,va,Vv3) prostoru
73}, ovérte, ze B = (v1,va,V3) je bdzi V a najdéte [u]p.

2

=
I

V] = Vo = V3 =

MOjl\’)b—\
»—lovrlk

%ijw
O W o

Cvigeni 5.14. Urcete matici prechodu od bdze B prostoru Z3 k bdzi C.

2 3 5 3 0 3
B= 6 |, 1].,o , C= 1], 2].[s
1 2 4 0 2 3

Cviceni 5.15. Ovérte, Ze B a C jsou bdze prostoru V < R? a najdéte matici
prechodu od B k C.

1 0 1 1 1 2
V:< 2 |, 1 >3: 1], 3 C = 4 |, 2
3 1 2 4 5 3

Cvigeni 5.16. Soufadnice vektoru u € Z3 vzhledem k bdzi B jsou (w1, z2,73)7.
Urcete [u]c, je-li

2 3 5 3 0 3
B= 6 |, 1].[o , C= 1], 2].[6s
1 2 4 0 2 3

CviCeni 5.17. Urcete bdzové sloupce matice A nad Zz a vyjdadrete ostatni
sloupce jako linedrni kombinact bdzovych.

01 4 2 0 1
A= 0 2 1 2 5 6
0 3 5 2 31
Cvicéeni 5.18. Urcete hodnost komplexni matice A.

2 2420 29 1
A= 1—-4 143 i—1 0
1479 1—¢ 1+:¢ 1



Cviceni 5.19. Najdéte skeletni rozklad matice A nad Zs.
1 2 3 4
A= 2 4 1 3
31 0 3
Cviceni 5.20. Uréete dimenz priniku a souctu podprostori U,V < R3.
1 1 1 1
U—<2,0>,V—<1,—1>
1 2 0 1
Cvideni 5.21. Zjistéte, 2da R3 =U +V, kde
1 3 2 1
U= < 2 1, 1 > , V= < -1 |, O >
3 2 1 2

6 Determinant

Cviceni 6.1. Najdéte redukovany cyklicky zdpis permutace a1y, kde per-
mutace o, B, v € Sg jsou dany tabulkami.

(123456 7 8 5712345678
*“\6 2438 715)7” \24153%6%87)
/(821 6
T=\2 3 1 5

Cviceni 6.2. Najdéte redukovany cyklicky zdpis permutace a~'fy~!, kde per-
mutace «, B, v € Sg jsou ddny redukovanym cyklickym zdpisem.

o
B
00 Wt
SIS
~—

a=(1734)(256), B=(28753)(46), ~v=(34)(18)(26)
Cviceni 6.3. Najdéte vsechny permutace ™ € Sg, pro které o~ 'nf3 = v~ 1, kde
a=(1734)(256), =(28753)(46), v=(34)(18)(26)
Cviceni 6.4. Vyjdadrete permutaci p € Sg danou tabulkou jako sloZeni transpo-
zic.
(1 2 3 45 6 7 8
“\7 5 416 2 3 8)°
Cvigeni 6.5. Urcete znaménko permutaci o, 3,7 a v8 'c, kde o, 3,y € S
jsou dany tabulkams.



Cvi€eni 6.6. Vypiste viechny sudé a vsechny liché permutace v Sy (v reduko-
vaném cyklickém zdpisu).

Cviceni 6.7. Spocitejte determinanty nasledujicich matic nad Zr.

1 2 3
(2). (i),
6 0 2

Cviceni 6.8. S jakym znaménkem vystupuji v determinantu matice A = (ai;)7x7
scitanci

W W = W

3 1
5 2
0 4
0 0

S O OoON

(31072043014025056067,  024071056035047012063 ¢

Cviceni 6.9. Spocitejte determinant matice A nad Zr.

Tt W O
Ut = Ot W
D= N =
W W= W

Cviceni 6.10. V zdvislosti na parametrech a,b,c,d, e, f, g, h,i,j5,k,l,m,n € R
spocitejte determinant matice A.

0 a b 0 0
c d e 0 f
A= 0 g 0 0 O
h ¢ 5 k 1
m n [ 0 0

Cviceni 6.11. Uzitim Cramerova pravidla spocitejte druhou slozku veseni sou-
stavy rovnic (nad R)

21 3|0
1 3 —41]2
3 5 01

Cvideni 6.12. Urcete adj (A) a A~ pro redlnou matici A.

2 4 -1
A= -3 3 7
0 1 6

7 Skalarni soudin

Cviéeni 7.1. Pri standardnim skaldrnim soucinu v R* spocitejte normu vektord
u a v a thel mezi nimai.

u:(173a _274)7 V:(270a135)



Cvideni 7.2. Skaldrni soucin na R? je ddn predpisem

vy =ur (%, )y

Spocitejte tihel mezi vektory (2,3)T a (1,4)7.

Cviceni 7.3. Spocitejte normu polynomu 2iz + (3i —4) vzhledem ke skaldrnimu
. 1 =
soucinu (f|g) = fil fg.

Cviceni 7.4. Skaldrni soucin na C? je ddn predpisem

vy = (5 P )y

Najdéte vsechny vektory kolmé na vektor u = (1,i)T. Najdéte néjakou ortogo-
ndlnt bdzi u, v a znormovdnim najdéte ortonormdlni bdzi.

Cviceni 7.5. Najdéte souradnice vektoru (mw,1,37) vzhledem k bdzi
1 1 1
—-(1,2,2),-(—-2,-1,2), -(2,-2,1
(3(1,2,2), 5(=2,-1,2), 5(2,-2,1))

prostoru R3.

Cviéeni 7.6. V prostoru R? se skaldrnim soucinem (|) je B = ((1,1)T,(2,-1)T)
ortonormdini bdze. Urcete ((1,—1)T(2,0)T)

Cviceni 7.7. V prostoru C3 se standardnim skaldrnim soucinem urcete orto-
gondlni doplnék roviny <(17 2,0, (1 +14,-1, 3)T>

Cvideni 7.8. V prostoru R? se skaldrnim soucinem (|) je B = ((1,1)T, (2, -1)7)
ortonormalnt bdze. Urcete ortogondlni doplnek primky <(1, 3)T>

Cviceni 7.9. V prostoru R? se standardnim skaldrnim soucinem urcete orto-
gondlni projekci vektoru (1,2,3)T na primku <(4, 5,6)T>.

Cviceni 7.10. V prostoru R? se standardnim skaldrnim soucinem urcete nej-
lepsi aprozimaci vektoru (2, —1,3)" v roviné <(17 1,0)7, (0,1, 2)T> a chybu této
aproximace.

Cvicéeni 7.11. Metodou nejmensich ¢tvercu najdéte nejlepsi ,7eSeni” soustavy
1 0] 2
1 1]-1
0 2| 3

Cviceni 7.12. V prostoru R? se standardnim skaldrnim soucinem ortogonali-
zugte bazi ((2,1,-2)T,(0,1,-1)T, (3,5, -2)T). K nalezené ortogondini bdzi urcete
prislusnou ortonormdlnd.



Cviceni 7.13. Najdéte QR-rozklad A = QR rediné matice

2 0 3
A= 1 1 5
-2 -1 -2

Urcéete Q1.

Cviceni 7.14. V prostoru R* se standardnim skaldrnim soucinem najdéte orto-
normdlni bdzi podprostoru W = <(1, L1L,D)7T, (-1,-3,-1,-3)T,(4,1,2, —1)T>
a urcete ortogondlni projekci a kolmici vektoru (1,2,3,4)T na W.

8 Linearni zobrazeni

Cvigeni 8.1. Linedrni zobrazeni f : Z3 — 72 je ddno predpisem

7 il . T1 + 4xo + 323
2 ) T\ 2m d gt
T3

Urcete matici f vzhledem k bdzim B a C.

3 1 4
sz )) e (G)6)
1 3 0

Cvideni 8.2. Matice linedrniho zobrazeni f : Z3 — Z2 vzhledem k bdzim B a
C je A. Urcete f((w1,22,73)7).

3 1 4
=z e ) e (GG (E s 1)
1 3 0

Cvideni 8.3. Linedrni zobrazeni f : Z3 — 72 spliuje

Urcete jeho matici vzhledem ke kanonickym bdzim.

Cvideni 8.4. Matice f : Z2 — 72 vzhledem k bdzim B a C je A. Urcete matici
f vzhledem k D o E.

(1D = () (D)) (2))
o~ () ()= ((4)(1)



Cvideni 8.5. Matice f : Z2 — 7% vzhledem k bdzim B a C je A. Urcete
soufadnice f(u) vzhledem bdzi E, vite-li, Ze soufadnice u vzhledem k bdzi D
jsou (w1, 12)7.

(1D = () ()= () (2))
o~ () ()= ((4)(1)

Cvideni 8.6. Matice f : Z2 — 72 vzhledem k bdzim B a C je A. Uréete, zda f
je automorfismus a najdéte matici f~1 vzhledem k D a E.

a=(3 1) 2= ((1)(D) e=(()(3)
=((7)-(s)): == ((5):(1))

Cvideni 8.7. Matice f : 72 — 7% vzhledem k bdzim B a C je A, matice
g : Z2 — Z2 vzhledem k bdzim D a E je X. Uréete matici fg vzhledem ke
kanonickym bdzim.

a=(5h) = (33) ==((0)(2))
= ((1)-(2))- 2= ((2)-(2))- == ((3)(1))

Cvideni 8.8. Matice f : 72 — 7% vzhledem k bdzim B a C je A, matice
g :Z2 — 72 vzhledem k bdzim D a E je X. Uréete matici f + 2g vzhledem ke
kanonickym bdzim.

=(33) x=(30) == (()-(0)
e=((1)-(3)) 2=((3)-(5)) ==((5):(1))

Cvideni 8.9. Matice f : 73 — Z3 vzhledem k bdzim B a C je A. Urcete jddro
a obraz f.

() [
A=|1 10 1|, B= , , , ,
0110 0 1 0 1

1 0 0 0
0 1 1
C = 1], 1o]l, |1
1 1 1



9 Vlastni ¢isla a vektory

Cviceni 9.1. Urcete charakteristicky polynom komplexni matice A.

o
—_ O . =
=
+
~
I
—_

Cvi€eni 9.2. Urcete vlastni cisla (i s algebraickymi ndsobnostmi) a vlastni
vektory linedrniho operdtoru f na prostoru R3.

f((w1, 22, 23)T) = (2 — w3, —21 + 229 + 23, — 221 + T2 + 23)7

Cviéeni 9.3. Matice linedrniho operdtoru na Z3 vhledem k bdzi B je A. Urcete
vlastni &isla (i s algebraickymi ndsobnostmi) a prislusné vlastni vektory operd-
toru f.

3 21 1 0 0
A=|1 2 4|, B= 1.l 21].]o
0 2 4 2 1 3

Cvi€eni 9.4. Urcete vlastni ¢isla (i s algebraickymi ndsobnostmi) a vlastni
vektory matice A nad Zs.

1 11
A=12 1 0
1 0 2

Cviceni 9.5. Urcete koeficienty u X\*, A3 a konstantni koeficient charakteris-
tického polynomu redlné matice A.

0
3
-1
-1

= =N
O = =N
N RO O

Cviceni 9.6. Zjistéte, zda je redlnd matice A diagonalizovatelnd. Pokud ano,
najdéte requldrni matici R a diagondini matici D tak, aby D = R™'AR.

1 2 =2
A= -1 0 2
-2 2 1

Cvideni 9.7. Zjistéte, zda je operdtor f na prostoru Z3 diagonalizovatelny.

Pokud ano, najdéte bazi B takovou, e [f]B je diagondini, a urcete [f]5.

f((thg,x;g)T = (bxq1 + 2z + x3,21 + 222 + 623, 222 + 6x3)T

11



Cvideni 9.8. Matice linedrniho operdtoru f na prostoru Z3 vzhledem k bdzi B

je A. Zjistéte, zda f je diagonalizovatelny. Pokud ano, najdéte bazi C takovou,

ze [f]S je diagondlni, a urcete [f]&.

121 1 1 1
A=|(12 2|, B= 1,1 ].,]o0
02 2 1 0 0

Cviceni 9.9. Najdéte vlastni ¢isla a jejich geometrické a algebraické ndsobnosti
operdtoru fa na Z3.

1 2 0 1
21 00
A= 1110
01 0 2

Cvigeni 9.10. Operdtor f na Z3 sphiuje
F(LL2)T) = (1L2,007, f((1,2,007) =1L, f(0,1,2)") = (2107 .
Urcete jeho charakteristicky polynom.
Cviceni 9.11. Najdéte vzorec pro a,, v ndsledujici posloupnosti redlnych cisel.
ap=2, a1 =3, ap,=°06a,_1—>5a,_o pron > 2.
Cvicéeni 9.12. Najdéte n-tou mocninu redlné matice A.
(5 3)

Cviceni 9.13. Vyfeste diferencni rovnici (diskrétnd linedrni dynamicky systém,)
Xptr1 = Axg s pocdtecnim vektorem xg € R3

1 2 1 1
A=|1 2 2 |, x=| 2
0 2 2 3

Cviceni 9.14. Vyreste soustavu diferencidlnich rovnic (nezndmé jsou rediné
funkce redlné proménné).

/
Uy = up + ug

uh = —2up + 4ug

Cviceni 9.15. Vypocitejte A° pro redlnou matici

21 0 00
02100
A=]10 0 2 0 O
00 0 3 1
00 0 0 3

12



Cviceni 9.16. Vyreste diferencni rovnici x, = f(Xx—1) pro pocdtecni vektor
xo = (2,1)T, kde operdtor f : R? — R? je ddn vztahem

T\ T+ 2y
f<y>_(—2a:+5y>

Cviceni 9.17. Najdéte reguldrni matici R a matici J v Jordanové kanonickém
tvaru takovou, Ye J = R™'AR, kde A je redlnd matice

a=(3 %)

Cviéeni 9.18. Linedrni operdtor f na R? je ddn predpisem niZe. Najdéte bdzi
B prostoru R3 a matici f vzhledem k B tak, Ze [f]5 je v Jordanové kanonickém
tvaru.

Ddle vypoctéte A™.

x 8z — 2y + 7z
fly = T+ 2y+ 2z
z —3r+y—=z

Cviceni 9.19. Matice operdtoru f na R? vzhledem k bdzi B je A. Najdéte bdzi
C, aby [f]& byla v Jordanové kanonickém tvaru.

(1) (L)) = ()

Cviceni 9.20. Najdéte matici J v Jordanové kanonickém tvaru podobnou ma-
tici A nad Zs o matici R takovou, 3¢ R~YAR = J.

3 01
A=\ 4 2 4
4 0 1
Cviceni 9.21. Najdéte bdzi prostoru R® sloZenou z Jordanovijch vetizki operd-

toru fa a matici fa vzhledem k této bdzi.

1 1 -2
A= -1 2 -1
1 -1 4

Cviceni 9.22. Najdéte bdzi prostoru R* slozenou z Jordanovijch vetizki operd-
toru fa a matici f4 vzhledem k této bdzi.

_ o o o
o= OO
o o= O
SO o

13



Cviceni 9.23. Najdéte bdzi B prostoru Z3, pro kterou je [fa]5 v Jordanové
kanonickém tvaru.

01 00
4 6 3 3
A= 11 6 5
4 5 1 2

Cvi¢eni 9.24. Najdéte bdzi B prostoru C2, pro kterou je [f]5 v Jordanové

kanonickem tvaru.
f T\ 2ix + vy
y ]\ 2iz+2y

Cviceni 9.25. Zjistéte, zda je matice A nad Zs podobnd matici v Jordanové
kanonickém tvaru.

N O ==
O = O N
L )
O OO

Cviceni 9.26. Spocitejte n-tou mocninu matice A nad R.

Cvigeni 9.27. Reste diferencni rovnici vy = Avg s pocdtecni podminkou v =
T
(1,1,1H)*.

Cviceni 9.28. Najdéte vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti a,,.
apo=1, a1 =0, a2=2, apy3=>5ap412— 8an41 +4a,

Cviceni 9.29. O redlné matici A fddu 13 vime, Ze md charakteristicky polynom
p(z) = (2 —2)°3 — 2)*, dim(Ker (A — 3I13)) = 1, dim(Ker (4 — 2I}3)) = 4,
dim(Ker ((A — 2113)%)) = 7, dim(Ker ((A — 2113)3)) = 9. Urcete matici J v
Jordanové kanonickém tvaru podobnou matici A.

Cviceni 9.30. Zjistéte, zda M = (B) je invariantnim podprostorem operdtoru
fa na prostoru Z3. Pokud ano, naleznéte matici restrikce fa na M vzhledem k
bazi B.

1 1 11 2
B= 1].]10 , A=|1 0 2
0 2 11 1
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Cviceni 9.31. Pro operdtor f na R najdéte néjakou bdzi B prostoru Im f a
urcete matici zuzent f na Im f vzhledem k B.

T T+ 2y + 3z
flyv]=13r—y+2z
z 2x + 2z

Cviceni 9.32. Zjistéte, zda je komplexni matice A normdlnd.

1+ i
A= ( 1—-2i 3—14 )
Cvideni 9.33. Najdéte ortonormdin{ bdzi B prostoru R? se standardnim ska-
larnim soucinem, vzhledem ke které€ je matice operdtoru f diagondini a najdéte

LF15-

T 10z + 2y + 22
flyv =1 2¢+13y+4z
z 2x + 4y + 13z

Cviceni 9.34. Najdéte ortogondlni matici QQ a diagondlni matici A takovou, Ze

A=QDQT.

4 0 -2
A= 0 2 =2
-2 =2 3

Cviceni 9.35. Zjistéte, zda je redlnd matice A pozitivné (semi)definitnd.

4 0 -2
A= 0 2 =2
-2 -2 3

Cviceni 9.36. Najdéte ortonormdlni bdze B,C prostori R3, R? takové, Ze
[fa)E je obdélnikovd diagondlni matice s nezdpornymi pruky na diagondle.

11 1
AZ(O 1 —1>

Cviceni 9.37. Najdéte singuldrni rozklad a kompaktni singuldrni rozklad redlné

matice A.
1 1 1
A(o 1 —1>

10 Bilinearni formy

Cvi€eni 10.1. Najdéte matici bilinedrni formy f na Z? vzhledem k bdzi B
zndate-li jeji matici vzhledem k bdzi C.

s=((5)(1)) e=((3)(1)) me=(3 1)
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Cvieni 10.2. Rozlozte danou bilinedrni formu na prostoru Z3 na soucet sy-
metrické a antisymetricke.

1 Y1
f To , Y2 = 221Y1 +3x1Y2 +421Yy3 +6x2Yy1 + 52y + 3y1 + 523Y2
T3 Ys

Cviéeni 10.3. je ddno analytické vyjddrent kvadratické formy fo na prostoru R?
vzhledem k bdzi B. Urcete matici prislusné symetrické bilinedrni formy vzhledem
k bazi C.

s=((1)(2) e=((9)( 1)) ntxy=atranmmss

Cvigeni 10.4. Najdéte f-ortogondlni bdzi prostoru Z4 a urcete matici f vzhle-
dem k této bazi, kde

fo(z1, 22, 23, x4)T) = 221X + 20123 + X124 + ToT3 + 2074 + 22374

Cvideni 10.5. Najdéte f-ortogondlni bdzi 73 a urcete matici f vzhledem k této
bazi, kde

0 2 1 1 1 1
[f}B: 2 01 ) B = 1 ) 1 ) 0
1 1 0 1 0 0

Cviceni 10.6. Rozlozte matici A na soucin LDLT, kde L je dolni trojihelni-
kovd s jednickami na diagondle a D je diagondlni.

1 1 -1

A= 1 2 1

-1 1 3

Cviceni 10.7. Urcete signaturu bilinedrni formy f:

-1 2 3
Ula=1{ 2 5 1
3 10

Cviceni 10.8. Urcete signaturu kvadratické formy fo:
fg((l’l, T2,X3,T4, $5)T) = *I% =+ 4581172 =+ 6£E11’3 + 8(1711‘4 + 51’3 -+ 21’2353

Cviceni 10.9. Najdéte bdzi R?, kterd je f-ortogondini a zdrover ortonormdini
vzhledem ke standardnimu skaldrnimu soucinu.

fo((z1,22)T) = 23 — 22129 + 323
Cviceni 10.10. Analyzujte ndsledujici vtvar v R2.

U= {(x1,22)" : 27 — 62129 + 923 + 1421 — 225 — 27 = 0}
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11 Afinni prostory

Cvideni 11.1. Zjistéte zda S je soustava souradnic v afinnim prostoru Z3.

4 1 4 2
S = 1,2, ].[o
3 1 3 1

Cviceni 11.2. Zjistéte, zda S je soustava soutadnic v afinnim prostoru A s
prostorem vektori V nad télesem R.

() 2= ()ew v ((D(2)

Cviceni 11.3. Najdéte vyjadreni bodu b a vektoru v vzhledem k soustavé sou-
radnic S afinniho prostoru Z3.

0 1 0 2 1 2
S = T O O I O I ) b=3|,v=|[1
0 1 0 1 4 4

Cviceni 11.4. Zjistéte, zda bod b lezi v afinnim prostoru A (s prostorem vektordi
V nad télesem R). Pokud ano, najdéte jeho soutadnice vzhledem k soustavé
soutadnic S = (a,uy, us).

1 3 2 1
A=a+V =0a+(u,u) =1 2 +< 1 11 >, b= 1
3 -2 4 —13

Cviceni 11.5. Soutadnice bodu b vzhledem k soustavé soutadnic S afinniho

prostoru Z3 jsou (1,3,4)T. Najdéte souradnice b vzhledem k soustavé souradnic
R.

0 1 0 2
S = SO I T I R IO
0 1 0 1
3 1 2 2
R= 1|, 3. 21.[4
4 1 0 1

Cviceni 11.6. Zjistéte, zda body a; = (1,2,3)7, a2 = (3,1,0)7,a3 = (4,1,2)T, a4 =
(1,1, 1)T v afinnim prostoru Z3 tvord barycentrickou soustavu souvadnic. Pokud
ano, najdéte barycentrické souradnice bodu b = (2,2,3)T v této barycentrické
soustave.

Cviceni 11.7. Najdéte parametrické vyjadrent podprostoru B = <(1, 2,3)7,(3,6,1)7,(2,3, 1)T>
afinniho prostoru 73 a zjistéte dimenzi tohoto podprostoru.

Cviceni 11.8. Najdéte rovnicové vyjadient podprostoru B = <(17 2,3)T,(3,6,1)T,(2,3, 1)T>
afinniho prostoru Z3 vzhledem ke kanonické soustavé souradnic a zjistéte di-
menzi tohoto podprostoru.
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Cviceni 11.9. Najdéte parametrické vyjadieni podprostoru B afinniho pro-
storu Z3 daného rovnicemi vzhledem ke kanonické soustavé souradnic a zjistéte
dimenzi tohoto podprostoru.
3x1 + 22 + 523 + 315 = 2
201+ 629+ 23+ 24 =3
xr1 + 5£B5 =2
Cvi€eni 11.10. Najdéte vyjddreni podprostoru B afinniho prostoru Z3 jako
afinng kombinaci bodu. Podprostor B je ddn rovnicemi vzhledem ke kanonické
soustaveé souradnic. Zjistete také dimenzi tohoto podprostoru.
3%1 +$2+5LE3+3$5 =2
2351 +6I2+I3+I4 =3
x1 + 5r5 = 2

Cviceni 11.11. Najdéte vyjddreni podprostoru B afinniho prostoru R® jako
afinng kombinaci bodu a zjistéte dimenzi B. Podprostor B je ddn parametricky.

B=(1,2,3,-1,2)" +((1,3,-1,2,3)",(2,1,4,2,0)", (-1,2,-5,0,3)")

Cviceni 11.12. Najdéte rovnicové vyjadieni podprostoru B afinniho prostoru
R5 vzhledem ke kanonické soustavé soutadnic a jeho dimenzi. Podprostor B je
ddn parametricky.

B = (L 2a 37 _L 2)T + <(17 3a _17 273)Ta (27 1747 2a 0)T7 (_la 27 _57 Oa 3)T>

Cviceni 11.13. Najdéte vsechny normdlové vektory podprostoru B afinniho
eukleidovského prostoru R® se standardnim skaldrnim soucinem.

B = (1a 2; 37 _L 2)T + <(17 3a _17 273)Ta (27 1747 2a O)Tv (_la 27 _5a Oa 3)T>

Cviceni 11.14. Urcete obraz bodu (1,2,3)T € R® pri afinnim zobrazeni F :
R3 — R? spliujicim

2 1 0 1

Fl 1 :<?1)>F 0 :(g)F 1 :<_11>,F 1 :(1)
-1 2 1 1

a obraz vektoru (1,2,3)T pri prislusném linedrnim zobrazeni f.

T

Cvigeni 11.15. Urcete obraz bodu (x1,22,23)7 € R3 pri afinnim zobrazeni

F:R? — R? sphiujicim

2 1 0 1

Fl 1 :<?1)>F 0 :(g),F 1 :<_11>,F 1 :<1)
-1 2 1 1

Cviceni 11.16. Linedrni zobrazeni f : R? — R? vytvorené afinnim zobraze-

nim F md vzhledem k bdzi B matici A. Navic F((1,2)7) = (1,—-1)T. Urcete

F((3,4)7). B=<(i>’(g)>7A:<g _21>
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