
Sada 1 (deadline 1.4. 23:59)

1.1 Sńımáńı obrázk̊u

Přǐsla vám data z př́ıstroje, který má 67 dvojic protilehlých vertikálńıch de-
tektor̊u, 67 dvojic horizontálńıch protilehlých detektor̊u a pojme obrázek o
rozměrech 338x338. Tyto detektory jsou rozmı́stěné rovnoměrně po obvodu (tj.
tvoř́ı mř́ıžku 67x67). Měřeńı u dvojice protilehlých detektor̊u prob́ıhá tak, že
sečte hodnoty (v rozsahu 0-255) pixel̊u nacházej́ıćı se na př́ımce (š́ı̌rka 1px) mezi
těmito detektory. V záznamu jsou vždy prvně data z horizontálńıch detektor̊u
a následuj́ı data z vertikálńıch detektor̊u.

Dělali jsme dvě měřeńı – na jednom obrázku byla jednička a na druhém
dvojka. Dokážete tyto obrázky zrekonstruovat? Které měřeńı sńımalo obrázek
s dvojkou? Vyzkoušejte stručně popsat nevýhody tohoto rozděleńı detektor̊u a
navrhněte, jakým zp̊usobem byste umı́stili daľśı (řádově jednotky dvojic).

• dataA: http://adolf.streda.matfyz.cz/2018/la/du1/dataA.csv

• dataB: http://adolf.streda.matfyz.cz/2018/la/du1/dataB.csv

Hint: Rekonstruujte obrázek v rozlǐseńı 67x67 pixel̊u.

1.2 SPAM

Rozhodli jste se š́ı̌rit spam, bohužel vaše velkolepé plány zmařil spamfilter.
Naštěst́ı spamfilter v hlavičce každé zprávy poznamená jej́ı skóre. Vı́te, že tento
spamfilter použ́ıvá jednoduchý model, který převede zprávu na vektor frekvenćı
slov za pomoci slovńıku. Spamfilter je dále určený nenulovým vektorem a ∈ Rn

a konstantou b ∈ R. Zprávě repreztentované vekorem x ∈ Rn spamfilter přǐrad́ı
skóre aTx + b a vyhodnot́ı ji jako spam, pokud je skóre zprávy kladné.

Aby tyto parametry nešly snadno vyč́ıst, je skóre zašuměno šumem s normálńım
rozděleńım o středńı hodnotě 0 a varianćı 0,1. Zrekonstruujte z již vektorizo-
vaných e-mail̊u emails.csv a jejich skóre score.csv odhad parametr̊u spamfilteru
a dokažte, že hodnota variance nemá vliv na spočtený odhad parametr̊u. Za
pomoci parametr̊u a slovńıku dict.csv vytvořte zprávu na zp̊usob dopis̊u Niger-
ijského prince (http://www.hoax.cz/scam419/), která projde spamfilterem jako
validńı zpráva.

• emails: http://adolf.streda.matfyz.cz/2018/la/du1/emails.csv

• score: http://adolf.streda.matfyz.cz/2018/la/du1/score.csv

• dict: http://adolf.streda.matfyz.cz/2018/la/du1/dict.csv

Pozn.: Upravena formulace skóre a popis spamfilteru.
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1.3 Normy

Definice. Pro matici A = (aij) ∈ Rm×n definujeme Frobeniovu normu ||A||F
předpisem ||A||2F =

∑m
i=1

∑n
j=1 a

2
ij.

Pro čtvercovou matici U = (uij) ∈ Rn×n definujeme stopu tr(U) matice U
předpisem tr(U) =

∑n
i=1 u

2
ii.

Dokažte:

1. ||A||2F = tr(ATA) = tr(AAT ).

2. Jestliže B ∈ Rm×n, pak tr(AB) = tr(BA).

3. Dokažte, že maj́ı-li obě matice U ∈ Rk×m, V ∈ Rl×n ortonormálńı posloup-
nosti sloupcových vektor̊u, pak ||UAV T ||F = ||A||F

1.4 Semidefinitnost

Definice. Pro semipozitivně definitńı matice U, V ∈ Rn×n definujeme U � V
právě když je V − U pozitivně semidefinitńı matice.

1. Dokažte, že � je částečné uspořádáńı na prostoru semidefinitńıch matic.

2. Dokažte, že je-li U � V , pak plat́ı tr(U) ≤ tr(V ).

3. Dokažte BLUE property pro klasické nejmenš́ı čtverce (tj. bez váhy): je-
li posloupnost sloupcových vektor̊u matice A ∈ Rm×n lineárně nezávislá,
pak pro matici L0 = (ATA)−1AT a pro každý levý inverz L matice A plat́ı
||L0||2F ≤ ||L||2F .

Hint: použijte BLUE property obecné metody nejmenš́ıch čtverc̊u dokázanou
na přednášce.
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