
7. Dokaºte pro n ∈ N : n! ≤
(
n+1
2

)n
Bylo na cviceni.

8. Dokaºte pro n ∈ N : (2n)! < 22n(n!)2

a, n=1, LS=2, PS=4

b, V(n)->V(n+1)
Induk£ní p°edpoklad: (2n)! < 22n(n!)2

Chci dokázat: (2n+ 2)! < 22n+2((n+ 1)!)2

Nejprve si upravím pravou stranu:
PS = 22n+2((n+ 1)!)2 = 4(n+ 1)222n(n!)2 = (4n2 + 8n+ 4)22n(n!)2

LS = (2n + 2)! = (2n + 2)(2n + 1)(2n)! < (2n + 2)(2n + 1)22n(n!)2 <
(4n2 + 6n+ 2)22n(n!)2 < (4n2 + 8n+ 4)22n(n!)2 = PS

9. Dokaºte pro xk ∈ [0, π], k = 1, 2, .., n, n ∈ N :

| sin

(
n∑

k=1

xk

)
| ≤

n∑
k=1

sinxk

a, n=1, LS=| sinx1|, PS=sinx1
Na intervalu [0, π] je sinus kladny, plati rovnost.

b, V(n)->V(n+1)
Induk£ní p°edpoklad: | sin (

∑n
k=1 xk) | ≤

∑n
k=1 sinxk

Chci dokázat: | sin
(∑n+1

k=1 xk
)
| ≤

∑n+1
k=1 sinxk

LS = | sin
(∑n+1

k=1 xk
)
| = | sin (

∑n
k=1 xk + xn+1) | = | (sin

∑n
k=1 xk) cosxn+1 +

(cos
∑n

k=1 xk) sinxn+1| ≤ | (sin
∑n

k=1 xk) || cosxn+1|+| (cos
∑n

k=1 xk) || sinxn+1| ≤
| (sin

∑n
k=1 xk) |+ | sinxn+1|

Pouzijeme indukcni predpoklad a to, ze sinus je na tomto intervalu kladny.
Pak
LS ≤

∑n
k=1 sinxk + | sinxn+1| =

∑n
k=1 sinxk + sinxn+1 =

∑n+1
k=1 sinxk

Pouzil se vzorec pro sinus souctu, vlastnosti absolutni hodnoty (|a + b| ≤
|a|+ |b| a |ab| = |a||b|) a vlastnost cosinu (|cos x| ≤ 1).

1



11. Dokaºte pro n ∈ N, n ≥ 3: nn+1 > (n+ 1)n

a, n=3, LS=34 = 81, PS=43 = 64

b, V(n)->V(n+1)
Induk£ní p°edpoklad: nn+1 > (n+ 1)n

Chci dokázat: (n+ 1)n+2 > (n+ 2)n+1

LS = (n + 1)n+2 = (n + 1).(n + 1)n+1 = (n + 1)
∑n+1

k=0

(
n+1
k

)
nn+1−k1k

= (n+ 1)nn+1
∑n+1

k=0

(
n+1
k

)
n−k

Pouzijeme indukcni predpoklad: LS > (n+1)(n+1)n
∑n+1

k=0

(
n+1
k

)
n−k = (n+

1)n+1
∑n+1

k=0

(
n+1
k

) (
1
n

)k
1n+1−k = (n+1)n+1

(
1 + 1

n

)n+1
= (n+1)n+1

(
n+1
n

)n+1
=(

(n+1)2

n

)n+1

Zbyva dokazat:
(

(n+1)2

n

)n+1

> (n+ 2)n+1.

Protoze n+1>0, staci dokazat: (n+1)2

n
> n+ 2.

Plati n2 +2n+1 > n2 +2n⇒ (n+1)2 > n(n+2)⇒ (n+1)2

n
> n+2, protoze

n je kladne.
12, U následujících mnoºin nalezn¥te sup, inf, max a min, pokud

existují.

e, M = {0.5, 0.55, 0.555, ...}

minM = 0.5, tedy i infM = 0.5.

Horní hranicí této mnoºiny je 0.5 = 5
9
, ale není v mnoºin¥, tedy maxM

neexistuje, ukaºme si, ºe je to supremum.

1, 0.5 ≥ x ∀x ∈M , protoºe kaºdé x má kone£ný po£et desetinných míst
2, ∀s′ < 5

9
∃x ∈M : x ≤ s′, protoºe

a, pro s′ < 0.5 je to x = 0.5
b, pro 0.5 ≤ s′ < 5

9
musí existovat desetinné místo r·zné od 5. První ta-

kové desetinné místo (k-té desetinné místo) r·zné od 5 musí být men²í neº 5
(s′ < 5

9
) a tedy x ∈M : x ≤ s′ je x s k desetinnými místy.

f, M = {x ∈ Qx2 < 3}

∀x ∈M : x2 < 3⇒ |x| <
√
3⇒ x ∈ (−

√
3,
√
3)
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neexistuje maximum ani minimum, supM =
√
3, infM = −

√
3, d·kaz o

iracionálnosti
√
3 jako na p°edná²ce pro

√
2.

15. Nech´ M je neprázdná omezená mnoºina a nech´ f, g : M → R jsou
omezené funkce. Dokaºte, ºe

b, supM(f(x) + g(x)) ≥ supM f(x) + infM g(x)
Víme, ºe f(x), g(x) ∈ R∀x ∈M . Z vlastnosti in�ma máme g(x) ≥ infM g(x).
Pak

f(x) + g(x) ≥ f(x) + inf
M
g(x)

sup
M

(f(x) + g(x)) ≥ sup
M

(f(x) + inf
M
g(x))

Ov²em infM g(x) ∈ R je pevné £íslo, tedy

sup
M

(f(x) + g(x)) ≥ sup
M

f(x) + inf
M
g(x)

c, supM(f(x)− g(x)) ≤ supM f(x)− infM g(x)

f(x) ≤ sup
M

f(x), inf
M
g(x) ≤ g(x)

f(x)− g(x) ≤ sup
M

f(x)− inf
M
g(x)

Na pravé stran¥ je pevné reálné £íslo, tedy

sup
M

(f(x)− g(x)) ≤ sup
M

(sup
M

f(x)− inf
M
g(x)) = sup

M
f(x)− inf

M
g(x)
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