Kapitola 11

Vlastni ¢isla a vlastni
vektory

Zakladni motivace pro studium vlastnich ¢isel a vektorti pochézi z teorie
feseni diferencialnich rovnic. Tato teorie rika, ze obecné feseni linearni dife-
rencidlni rovnice u’ = Au, kde u(t) je nezndmé realna funkce redlné proménné
t, je tvaru u(t) = ae, kde o je realné ¢islo. Podobné soustava linearnich
diferencialnich rovnic

u’l = Tui; —4uy
u'2 = bui; — 2uy
ma TeSeni ve tvaru
uyp = oqe)‘t, ug = a2€>\t

pro vhodné realna Cisla aq, ag, A. Pokud tato vyjadfeni zderivujeme podle ¢
a dosadime do ptvodni soustavy diferencidlnich rovnic, dostaneme

al)\e)‘t = 70416)‘t — 40426”
ag)\e)‘t = 50416)‘t — 20426”,
tj.
011)\ = 70[1 — 40&2
012)\ == 5041 — 2042,
neboli
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V maticovém tvaru mtizeme tuto soustavu vyjadrit jako

Ax =)Xx, kde A= T a x=| ).
5 =2 a9

Tato soustava ma trividlni feSeni x = 0, které pro libovolné A vede k nu-
lovym funkcim wuq,us. To neni pfili§ zajimavé FeSeni. Zajimaji nas spis ty
hodnoty skalaru A, pro které existuje menulové feSeni soustavy Ax = Ax,
tj. soustavy (A — AI)x = 0. Nenulové feSeni existuje pravé kdyz je matice
A — )\I singulérni, tj. pravé kdyz det(A — AI) = 0. Nenulové Feseni proto
existuje pouze pro hodnoty A vyhovujici kvadratické rovnici

(7T—XN)(=2—X)+20=0,
tj.
A2 -5\ +6=0.

Tato kvadratickd rovnice ma feseni A = 2 a A = 3. Pro A = 2 hledame fesSeni
homogenni soustavy s matici

5 —4
e (21)

ktera m4 feseni tvaru x = a(4/5,1)7. Hodnota A = 2 tak vede k nasleduji-
cimu feSeni puvodni soustavy diferfencidlnich rovnic

(3)-(1)
u; = up =€ 1 .

Druhé reseni kvadratické rovnice A = 3 vede k homogenni soustavé s matici

4 —4
aoa-(40).

kterd ma feseni x = b(1,1)”. Hodnota A = 3 pak vede k feseni

o (2)-(1)

Lze dokéazat, ze kazdé feSeni ptivodni soustavy diferencidlnich rovnic u’ =
Au je linedrni kombinaci téchto dvou feSeni u; a us.
Uvedena tloha vede k nasledujici definici.
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Definice 11.1 Pro ¢tvercovou matici A fadu n s redlnymi (komplexnimsi)
proky definujeme vlastni ¢islo matice A jako komplexni c¢islo A\, pro které
plati Ax = \x pro néjaky nenulovy vektor x € R™1(C™™1). Je-li X vlastni
¢islo matice A, pak kazdé teseni soustavy linedrnich rovnic (A — AI,,)x =0
nazyvdme vlastni vektor matice A prislusny vlastnimu cislu A\. MnoZinu
vsech vlastnich cisel matice A nazyvame spektrum matice A a oznacujeme
Ji o(A).

7 definice tak primo plyne, Ze pro komplexni matici A fadu n a kom-
plexni ¢islo A plati A € o(A) pravé kdyZz matice A — A, je singuldrni, coz
je pravé kdyz det(A — AI,,) = 0. Posledni podminka fikd, jak najit vlastni
¢isla néjaké matice, pokud existuji.

Definice 11.2 Je-li A c¢tvercovd matice tadu n s redlngmi (komplexnimi)
proky, pak pro kazdé redlné (komplexni) ¢islo A definujeme hodnotu p(\) =
det(A — AL,). Funkci p(\) nazgvame charakteristicky polynom matice A.
Rownici p(\) = 0 nazgvdme charakteristickd rovnice matice A.

Pro diikaz Tvrzeni 11.4 budeme potiebovat nasledujici obecnou vétu,
které se ika zdkladni veta algebry. Jeji dikaz je hodné obtizny a prekracuje
ramec tvodniho kurzu line4rni algebry. Uvedeme si ji proto bez dikazu.

Véta 11.3 Je-li f(z) = bpz™ + by 12" 1 + -« + bz + by polynom stupné
n > 1 s komplexnimi koeficienty, pak jej lze vyjadrit ve tvaru

f(@) =bn(z — )" (x = B2)2 - (w — Br)'¥,

pro néjakd komplexni ¢isla B, ..., Br a kladnd celd ¢isla 11, ..., 1, pro kterd
platily +loa+ -+l = n.

Cisla f31,..., 3% se nazyvaji koreny polynomu f, ¢islo I; se nazyva na-
sobnost kotfenu (.

Tvrzeni 11.4 Pro komplexni ctvercovou matici A = (a;j) tddu n plati

e charakteristicky polynom matice A 7ddu n je polynom stupné n s ve-
doucim koeficientem rovngm (—1)",

o komplexni c¢islo A je vlastnim cisla matice A prdvé kdyzZ je korenem
charakteristického polynomu p(\) matice A,

e matice A md n vlastnich komplexnich cisel, pocitame-li kazdé tolikrat,
kolik je jeho ndasobnost jako korene charakteristického polynomu,
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e pokud je A redlnd matice, pak \ € o(A) prdve kdyz X € o(A).

Dukaz. Prvni tvrzeni vyplyva z definice determinantu. Plati

ail — A a2 e a1n
a1 ag — A --- a2y
A -, =
anl an2 o Opp — A

Vyjdeme-li z definice determinantu, je pfedevsim je zfejmé, Ze determinant
matice A — A\I,, je polynom v proménné A. V soucinu diagonalnich prvki
(odpovidajicimu identické permutaci)

(a11 — A)(ag2 — A) -+ (ann — A)

dostaneme po roznasobeni, Ze koeficient u A" je (—1)" a koeficient u A"~
je (=1)"" 13 | ay. V jakémkoliv jiném souéinu odpovidajicim neidentické
permutaci p € S, se musi objevit dva prvky mimo hlavni diagonalu, po pii-
padném roznasobeni se tak muze objevit neznama A s koeficientem nejvyse
n—2. Proto je koeficient u A v charakteristickém polynomu matice A roven
(—1)™ a koeficient u A"~ ! se rovna (—1)""1 3", a;;. Podobné miizete najit
koeficienty u kazdé mocniny A"~ pro k =2,3,...,n.

Druhé tvrzeni plyne pfimo z definice vlastniho ¢isla a charakteristického
polynomu.

Tteti tvrzeni plyne zase ze zédkladni véty algebry.

Ctvrté tvrzeni plyne z toho, 7e je-li p(A) = by Ay +by 1 A Lo b AL+
bo = 0 a koeficienty bg, b1, ..., b, polynomu p jsou realna cisla, pak rovnéz

POV = b X" + b N DA+ by = 0.

Je-li tedy A vlastni ¢islo realné matice, pak také \ je vlastni ¢islo této matice.
O

Kazdé vlastni ¢islo A matice A je kofenem charakteristického polynomu
p(A) matice A a méa tedy néjakou nasobnost coby kotfen polynomu p(\). Tuto
nasobnost budeme rovnéz nazyvat algebraickd ndsobnost charakteristického
¢isla A, ptripadné algebraickd dimenze charakteristického cisla .

Redlnd matice nemusi mit zadné redlné vlastni ¢islo. Pokud je ale navic
symetricka, pak je kazdé vlastni ¢islo této matice redlné. Podobné tvrzeni
plati i pro hermitovské matice, tj. pro matice s komplexnimi prvky, pro které
plati B = B*.
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Tvrzeni 11.5 Je-li A redlnd symetrickd matice, pak kazdé vlastni ¢islo ma-
tice A je redlné. Podobne, je-li B hermitovskd matice, pak kazdé vlastni ¢islo
matice B je redlné.

Diikaz. Dtkaz staci provést pro hermitovské matice, nebot kazda syme-
trickd matice je hermitovska. Je-li A € o(B) a x # 0 vlastni vektor pfislusny
vlastnimu ¢islu A, pak plati x*x # 0 a Ax = Bx. Z posledni rovnosti vy-
plyva pomoci prechodu ke komplexné konjugovanym maticim také rovnost
Ax* = x*B*, a tedy také

x*x(A =) =x*(A = N)x =x"Bx — x*B*x = 0,

nebot B = B*. Proto A = \. O

Cviceni 11.1 Dokaste, Ze kazdé vlastni ¢islo kososymetrické matice nebo
kosohermitovské matice je ryze imagindrni.

Tvrzeni 11.6 Je-li A c¢tvercovd redlna (komplexni) matice fadu n, P redlnd
(komplexni) requldrni matice stejného vddu a B = P~LAP, pak obé matice
A a B maji stejny charakteristicky polynom, a proto rovnéz o(A) = o(B),
tj. obé maji také stejné spektrum.

Dikaz. Podle Véty 10.15 o soucinu determinantii plati pro kazdy realné
(komplexni) ¢islo A

det(A — AI,,) = detI,det(A — AL,) = det(P~'P)det(A — \I,,) =
= detP ldet(A — \I,,)detP = det(P~}(A — \I,,)P) =
= det(P7'AP - P I\L,P) =
= det(B — \L,).

O

Dusledek 11.7 Predpokladdme, Ze V je wvektorovy prostor nad redlngmi
(komplexnimi) ¢isly a F :V — V je linedrni zobrazeni. Dale predpokldddme,
zZe A a B jsou dvé bdze prostoru V. Oznacime A matici [F|a linedrniho
zobrazeni F' vzhledem k bdzi A a B matici [F|p zobrazeni F' vzhledem k bazi
B. Potom jsou charakteristické polynomy obou matic A a B stejné a plati
rovnost o(A) = o(B).
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Diikaz. Podle Tvrzeni 7.13 plati [F|g = P7L[F|4P, kde P = [I]z4 je
matice prechodu od béaze A k béazi B. Protoze matice pfechodu [I]p4 je
regularni, plynou vSechna tvrzeni bezprostiedné z predchoziho Tvrzeni 11.6
O

Tento dtsledek ukazuje, ze vlastni ¢isla a spektrum jsou spise vlastnosti
linearnich zobrazeni neZ pouze vlastnosti matic. Kazda realna (komplexni)
matice A Ffadu n urcuje linearni zobrazeni F' : R" — R™ (F : C" — C")
predpisem F'(x) = Ax. Matice A ma vlastni ¢islo A pravé kdyz existuje ne-
nulovy vektor x € R™(C"), pro ktery plati Ax = Ax. Pro linearni zobrazeni
F urcené matici A pak plati

F(x) = Ax = \x.
Tyto tvahy vedou k néasledujici definici.

Definice 11.8 Je-li F': V — V linedrni operdtor na redlném (komplexnim)
vektorovém prostoru V, pak skaldr \ nazgvdme vlastni ¢islo linedrniho ope-
ratoru A pokud existuje nenulovy vektor x € U, pro ktery plati F(x) = Ax.
Je-li \ vlastni ¢islo operdtoru F, pak kaZdy vektor x € V, pro ktery plati
F(x) = A\x, nazgvdme vlastni vektor linedrniho operatoru F prislusny vlast-
nimu ¢islu X. MnoZinu vSech vlastnich ¢isel operdtoru F oznacujeme o(F')
a nazyvame spektrum operdtoru F.

Bezprostrenim dtsledkem Tvrzeni 11.4 je nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 11.9 Je-li F : U — U linedrni operdtor na komplexnim vektoro-
vém prostoru U, pak existuje vlastni cislo A operdtoru F.

Pokusime se vyjasnit, do jaké miry lze matici linedrniho operatoru F :
VYV — V zjednodusit vhodnou volbou baze B prostoru V.

Definice 11.10 Linedrni operator F : V — V na redlném (komplexnim)
vektorovém prostoru V se nazyvd diagonalizovatelny, pokud ezistuje bdze B
prostoru V, pro kterou plati, Ze matice [F|p operdtoru F vzhledem k bdzi B
je diagondlni.

Redlnd (komplexni) matice A Tddu n se nazgvd diagonalizovatelnd, pokud
existuje reqularni redlnd (komplexni) matice P vdadu n, pro kterou plati, Ze
soucin P"YAP je diagondini matice.

Plati tedy, Ze linearni operator F' : ¥V — V je diagonalizovatelny prave
kdyz je diagonalizovatelnd matice [F]4 tohoto operdtoru vzhledem k libo-
volné bazi A prostoru V. Ne kazda matice je ale diagonalizovatelna.
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Uloha 11.1 Dokaste, Ze matice
0 1

Reseni. Pro matici A plati A2 = 0. Pokud by byla diagonalizovatelna,
existovaly by reguldrni matice P a diagonalni matice D takové, 7e P~'AP =
D. Potom by platilo

nent diagonalizovatelnd.

D2 =P !APP AP =P !A’P =,

proto rovnéz D = 0, a tedy A = PDP~! = 0, coZ je spor. Matice A proto
neni diagonalizovatelna. O

Nasledujici tvrzeni udava nutnou a postacujici podminku pro diagonali-
zovatelnost.

Tvrzeni 11.11 Linedrni operdtor F' : V — V na redlném (komplexnim)
vektorovém prostoru V je diagonalizovatelny prdvé kdyZ existuje bdze pro-
storu V sloZend z vlastnich vektoriu operdtoru F'.

Ctvercovd (komplezni) matice A vddu n je diagonalizovatelnd prdvé kdyz
existuje bdaze prostoru R™(C™), kterd je sloZend z vlastnich vektori matice
A.

Dukaz. Nejdiive dokézeme druhou ¢ast tykajici se matic. Pokud je ma-
tice A diagonalizovatelna, existuje regularni matice P a diagonalni matice
D, pro které plati P"'AP = D, neboli AP = PD. Ozna¢me

M O - 0
0 X -+ 0
0 0 - M\

Potom plati
AN O - 0
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Pro kazdé k = 1,2,...,n tak plati AP, = \iP,;. Kazdy sloupcovy vek-
tor P, je tak vlastnim vektorem matice A pfislusnym vlastnimu ¢islu Ag.
Matice P je regularni, jeji sloupcové vektory jsou proto linedrné nezavislé a
tvori tak bazi prostoru R™(C"™).

Pokud naopak existuje baze uy,...,u, prostoru R"(C") slozena ze sa-
mych vlastnich vektortt matice A, plati pro kazdé k =1,2,...,n, ze Aug =
Aruy pro néjaké skalary A\i. Oznacime P = [uj|ug|---|u,], tato matice je

regularni, protoze sloupce jsou linedrné nezavislé. Dale oznacime

M O - 0
0 X -+ 0
D= L )
0 0 - M\

Stejné jako v pfedchozi ¢asti dikazu ukazeme, ze potom AP = PD, neboli
P~!AP = D, matice A je proto diagonalizovatelna.

Nyni dokédZeme prvni ¢ast tvrzeni. Zvolime bazi A : vi,vs,..., Vv, pro-
storu V libovolné. Ozna¢ime A = [F] 4 matici linedrniho operatoru F vzhle-
dem k bazi A. Podle predchozi ¢éasti diikazu existuje redlnd (komplexni)
regularni matice P = (¢;;) fddu n takovd, ze P"!AP = D pro né&jakou
diagonalni matici D. Oznacime

n
Uj: E Cz‘jVZ‘
=1

pro ¢ = 1,2,...,n. Protoze je matice P regularni, je posloupnost vektori
B :uy,...,u, linedrné nezavisla a tedy baze prostoru V. Matice P se potom
rovnd matici [I]g4 identického zobrazeni vzhledem k bazim B a A a je
tedy matici pfechodu od baze A k bazi B. Matice [F'|s linedrniho zobrazeni
F .V — V vzhledem k bazi B se potom rovnéa podle Tvrzeni 7.13 rovna
matici [I]45[F)a[l]sa = P 'AP =D. O

V prvni ¢asti posledniho ditkkazu jsme dokazali rovnéz nasledujici jedno-
duchy dtsledek.

Dusledek 11.12 Je-li A c¢tvercovd matice 7ddu n o P reguldrni matice
takovd, e P~'AP = D, kde D je digondlni matice, pak na hlavni diagondle
matice D jsou vsechna vlastni ¢isla matice A.

Nasledujici tvrzeni ukazuje postacujici podminku, kdy jsou néjakd ma-
tice nebo linearni operator diagonalizovatelné.
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Tvrzeni 11.13 Jsou-li A1,..., A\ navzdjem ruznd vlastni ¢isla matice A
Tadu n a u; # 0 je vlastni vektor matice A prislusnyg vlastnimu &islu A;
pro libovolné ¢ = 1,...,m, pak je posloupnost vektori uy,...,u, lineirné
nezavisld.

Ma-li matice A 7ddu n celkem n navzdjem riznych vlastnich cisel, pak
je diagonalizovatelnd.

Mad-li linedrni operator F' : YV — V celkem n navzdjem riznych vlastnich
cisel, pak je diagonalizovatelny.

Dukaz. K dikazu prvni ¢asti sta¢i dokazat, ze pro kazdé k = 1,...,m,
jsou vektory wuy,...,u; linedrné nezavislé. Toto tvrzeni zfejmé plati pro
k = 1, protoze vektor u; # 0. Pokud je k£ = 2,...,m, tak budeme pred-
pokladat, ze posloupnost uy,...,u;_1 je linedrné nezavisla a dokazeme, zZe
také posloupnost uy, ..., u je linedrné nezavisla.

Necht tedy plati

ajuy + agug + -+ apur =0
pro néjaké skalary ay, ..., ax. Potom také
A(a1u1 +agug + -+ akuk) = a1A\u; + asdoug + - - - + apApug = 0.

Rovnéz plati
Aga1uy + Agagug + - - - + Agapug = 0.

Odectenim poslednich dvou rovnosti dostaneme

(A1 — Ap)arug + (Mg — Ag)agug + - - - + (A — A\g)agug, = 0,

tj.

()\1 — )\k)alul + ()\2 — )\k)agllz + -+ ()\k—l — )\k.)ak._luk_l =0.
7 linearni nezavislosti vektord ui,...,ug_1 a vzajemné ruznosti skalart
Al,..., Ak plyne a3 = a2 = --- = ap_1 = 0, a proto musi platit azui = 0.

Protoze uy # 0, dostavame také a; = 0.

Pokud mé matice A celkem n navzajem rdznych vlastnich ¢isel a jsou-li
u; # 0 vlastni vektory pfislusné vlastnim ¢islim A; proi = 1,2,...,n, pak je
posloupnost vektorti uy,...,u, linedrné nezavisld podle prvni ¢asti diitkazu
a tedy béazi prostoru R"(C™). Matice A je proto diagonalizovatelnd podle
Tvrzeni 11.11. O
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Tvrzeni 11.14 Ctvercovd redind (komplezni) matice A vddu n je diagona-
lizovatelnd prdve kdyz pro kazZdé vlastni cislo X matice A plati, Ze algebraickd

ndsobnost A se rovnd dimenzi nulového prostoru matice A — NI, tj. cislu
dim N(A — \L,).

Dukaz. Je-li matice A diagonalizovatelnd, existuje regularni matice P,
pro kterou plati P"'AP = D, kde D je diagonalni matice. Na hlavni
diagonale matice D jsou vlastni ¢isla A1, Ag,..., A, matice A podle Da-
sledku 11.12. Budeme piedpokladat, ze pfesné k z téchto vlastnich cisel se
rovné néjakému redlnému (komplexnimu) ¢islu A, tj. Ze algebraickd nasob-
nost vlastniho ¢isla A se rovna k. Diagonalni matice D — AI,, ma potom
pravé k nul na hlavni diagonéle, jeji hodnost je proto n — k. Protoze

A -\, =P(D - \I,)P !,

mé matice A — AL, také hodnost n— k. Jeji nulovy prostor méa proto dimenzi
k.

K dtkazu obracené implikace budeme predpokladat, ze Aq,..., A jsou
vSechna navzajem rtzna vlastni ¢isla matice A. Algebraickou nasobnost
vlastniho ¢isla A; oznacime m,; pro ¢ = 1,...,t. Podle Zakladni véty al-
gebry 11.3 plati

mi+meg+---4+mg=n

a podle pfedpokladu o matici A dostavame m; = dim N (A — \1,) pro
i=1,2,... 1.
V kazdém z podprsotort N (A — \;I,,) zvolime bézi

X1y X2y -« o5 Xim; -
Dokézeme, ze posloupnost vektort
X11, X125 - - - X1my, X215, X225 - -+ 5 X2mgy - - -5 X1, X425 - -y Xy

je linedrné nezavisla.
Pokud
t my;
> aiXi; =0
i=1j=1

pro n&jaké skalary a;;, oznacime

my
yi = Z Q55 Xi5
Jj=1
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proi=1,...,¢.
Potom y; € N(A — \1,), tj. y;i je vlastni vektor matice A odpovidajici
vlastnimu ¢islu A;, pro kazdé i = 1,...,t. Kromé toho

yi+y2+---+y:=0.

Pokud by byl néktery z vektort y; # 0, oznacili bychom symbolem J mno-
zinu {i =1,2,...,t:y; # 0} # (. Z posledni rovnosti bychom pak dostali

Z yi = 07
icJ

tj. vektory y; pro ¢ € J by byly linedrné zavislé. Protoze jsou to vlastni
vektory odpovidajici riznym vlastnim ¢islim matice A, dostali bychom spor
s Tvrzenim 11.13. Proto y; = 0 pro kazdé i =1,2,...,¢t.

Protoze
m;
0=yi=) aixi
j=1
a vektory X;1, . .., Xim, tvofi bazi podprostoru N (A —\;1,,), plati a;; = a;a =
<o = Qim,; = 0 pro kazdé i =1,...,t. Posloupnost vektora
X11, X125 - - - s X1y, X21, X225 - - -, X2mgy « -+ X1, Xt25 - - -5 Xty

je proto skutecné linedrné nezavislé, a protoze obsahuje n prvki, tvoii bazi
prostoru R™*1(C™*1). Prostor R™**(C™*!) tak m4 bazi slozenou z vlastnich
vektord matice A, matice A je proto diagonalizovatelnd podle Tvrzeni 11.11.
O

Nasledujici véta je casto nazyvéana spektrdlni véta pro diagonalizovatelné
matice.

Véta 11.15 Ctvercovd matice A vddu n se spektrem o(A) = {1,..., A}
je diagonalizovatelnd prdvée kdyZ existuji matice E1, ...  Ey fddu n, pro které
plati

1. A =ME; + Es + -+ MEy,
E? =E,; pro kazdé i = 1,2,...,t,

(2

E;E; = 0 pro libovolné dva rizné indexy i,j = 1,2,...,t,

e e

Ei+Ex+-- -+ E =1,.

Ddle pro diagonalizovatelnou matici A plati, Ze
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5. matice E; jsou jednoznacné urcené matici A a vlastnostmi 1, 2, 3, 4,

6. hodnost kazdé z matic E; se rovnd algebraické nasobnosti charkteris-
tického cisla \;,

7. je-li f(x) = co+c1x+ - - cpa® libovolny polynom s kompleznimi koefi-
cienty, pak platt

fA) = col,+c1A+- -+ A" = F(M)E1 + f(\2)Ea+- -+ f(\) Eg,

8. néjakd matice B komutuje s matici A pravé tehdy, kdyZ komutuje s
kaZdou z matic E; proi=1,2,... t.

Dukaz. Oznacime m; algebraickou nasobnost vlastniho ¢isla A; pro i =
1,2,...,t. Z diagonalizovatelnosti matice A pak vyplyva existence regularni
matice P fadu n, pro kterou plati

M, 0 ‘e 0
. Aol - 0
P AP = ) . .
0 0 o Ay,
Oznacéime pro ¢ = 1,2,...,¢ symbolem D; matici, kterou dostaneme z

blokové matice na pravé strané posledni rovnosti tak, ze nahradime vSechny
vyskyty vlastniho ¢isla A; ¢islem 1 a vyskyty ostatnich vlastnich ¢isel A; pro
j # 1 ¢islem 0. Naptiklad

0 O 0

0 Ly, 0
Dy = X

0 O 0

Potom plati

I, = Di+Ds+---+Dy
P AP = \Dj+ Do+ -+ \Dy,
A = MPDP !4+ \WPDyP ! +... + ,PD,P L.

Polozime E; = PD;P~! pro i = 1,2,...,t a dostaneme tak ze tfeti
rovnosti vlastnost 1. Protoze D? = D; a D;D; = 0 pro libovolné rtzné
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indexy 4,7 = 1,2,...,t, dostdvame

E} = PD,P'PD,P'=PD,P ' =E,
E,E, = PD,P'PD,P'=PD,D,P ! =0,
E,+---+E = PDi+ - +D)P ' =PL,P ! =1,
coz dokazuje vlastnosti 2, 3, 4.
Abychom dokézali opacnou implikaci, budeme pfedpokladat, Ze pro ma-
tici A existuji matice E1, ..., E; spliujici podminky 1, 2, 3, 4. Jako prvni
krok dokazeme, ze plati

S(Ey+ -+ Ej) =S(E1) + -+ S(E;)

pro kazdé j =1,...,t. Je-lix € S(Eq + - -- + E;), existuje vektor y € cnxl
takovy, ze

Jelikoz E;y € S(E;) pro kazdé i =1,..., ], plati
x=Eiy+-- +Ejy € S(E1) + -+ S(E;),

proto S(E1 +--- + E;) CS(Eq) +--- + S(E;j).
K dtkazu opac¢né inkluze predpokladejme, Ze

x € S(E1) + -+ + S(E;).

Existuji tedy vektory x; € S(E;) proi =1,...,j takové, Zze x = x1+- - - +X;.
7 x; € S(E;) plyne existence vektoru y; € C"*!, pro ktery plati x; = E;y;.
Potom plati

i=1 =1 k=1 =1 k=1 =1 k=1
J J
= D Eyi=) xi=x
=1 =1

Tim je dokazana opacnd inkluze S(Eq +--- + E;) O S(Eq1) +--- + S(E;j).
Dale dokazeme, ze pro kazdé j =1,...¢t — 1 plati

S(EL+ -+ E;j)NS(Ejp) = {0}
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Pokud x € S(E1 + -+ + E;) N S(Ej41), existuji vektory y,y;4+1 € C"*!
takové, ze
x=(E1+ - +Ej)y =Ejnyj1.

Z této rovnosti a z podminek 2, 3 dostavame

J
x=Ejnyj =EinEinyin =Ej(Ei+ - +Ejy =Y EjnEy =0,
i=1
¢imz je rovnost S(Eq + - -+ + E;) N S(Ej;+1) = {0} dokazéna.
Z této rovnosti, z dfive dokdzané rovnosti S(E; + -+ + E;) = S(Eq) +
.-+ + S(E¢), a opakovanym pouzitim Tvrzeni 6.22 pak dostaneme

n = dimIl, =dimSE; +---+E;,_; + E;) =
= dim(S(E;)+ -+ S(E;(-1) + S(Et)) =
= dim(SE;+ - +Ei—1) + S(Ey)) =
= dimS(E; + -+ E;1) +dimS(E;) —
— dim(S(Es + -+ + By) N S(Ey 1) =
= dimS(E;+- -+ E, o+ E;, 1) +dimS(E;) =

= dimS(E;) + -+ dimS(E;(—1) + dim S(Ey).

Oznaéime n; = dimS(E;) pro i = 1,...,t. V kazdém z podprostort
S(E;) zvolime bazi x;1, ..., X;n,;. Posloupnost vektort

X117"'7X1n1)x217'"7x2n27"'7xt17"')xtnt

generuje podprostor C"*!, ktery obsahuje kazdy z podprostort S(E;) proi =
1,2,...,t, a tedy také jejich soucet S(E1)+---+S(E;) = S(E1+---+E;) =
S(I,) = C™!. V posloupnosti je celkem ny + --- +ny = dimS(Eq) + - -+ +
dim S(E;) = n prvki, a protoze generuje prostor C"*!, ktery mé dimenzi n,
musi byt rovnéz linedrné nezavisla podle Tvrzeni 6.9, a tedy béaze prostoru
Cmd.

Sloupcovy prostor matice

Q = [x11] -+ [X1ng [X21] - [Xong | - [%a1| - - - [Xene]

mé proto dimenzi n a matice Q je tak reguldrni. Protoze I, = Q~1Q, plati
podle druhé ¢asti Tvrzeni 3.7

er = Li = Q 'Qux
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pro kazdé k = 1,...,n. Pfipomenime, Ze e; oznacuje k-ty vektor standardni
béze prostoru C"*1.
Protoze x; € S(E;), existuje vektor y; € C™*1, pro ktery plati x;; =

E;y;;. Potom plati
Exi = EEiyq = Ejyi = xu,
zatimco pro kazdé j # i, j € {1,2,...,t}, plati podle podminky 3
E;x; = E;E;x;; = 0x; = 0.

Dokazeme nyni, Ze sou¢in Q1 AQ je diagonalni matice. Rovna-li se k-t§
sloupcovy vektor matice Q vektoru x;;, dostavame s vyuzitim podminky 1,
ze

t t
(Q'AQ): = Q'AQu=Q 'Q_NEj)xu=Q 'Y NEjxy =
=1 =1

= Q '\Eix;=Q '\xy = \MQ Q. = \iey.

Pro kazdé k = 1,...,n tak plati, Ze v k-tém sloupci sou¢inu Q 'AQ je
jediny pfipadné nenulovy prvek na hlavni diagonéle (a rovna se jednomu z
vlastnich &isel \;, i = 1,...,t). Matice Q "' AQ je proto diagonélni a matice
A je diagonalizovatelna.

Zbyvé dokazat, ze pro kazdou diagonalizovatelnou matici A plati vlast-
nosti 5, 6, 7, 8. Protoze matice D; ma hodnost m;, ma tutéz hodnost i
matice E; = PD,;P~!, coz dokazuje 6.

S pouzitim vlastnosti 2, 3, 4 miZeme spocitat

A? = (ME1+2E2+ -+ ME)MEL + MEz + - + MEy) =
t t t
= Y MENE; =) ME =3 NE:.
i,j=1 i=1 i=1

Jestlize nyni predpokladame, ze
¢
A'=>"\E;
i=1
pro néjaké [ > 2, pak dostavame, ze
AT = (ME1L+ B+ o+ ME) A E + MEy + -+ ME) =

t t t t
= Y S AEMNE; =Y MMEI =Y NTE,
=1 =1

i=1j=1
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Protoze rovnéz

A=1,=E; +---+E =)\E; +--- + \'E,,

rovnost .
A =>"\E;
i=1
plati pro kazdé nezaporné celé cislo I. Pro kazdé ¢islo j = 0,...,k tak
dostavame .
;A = ¢ ZA{EZ
i=1
a tedy
k t t ok ¢
f(A) = ZCJA] = ZCJ(Z )“szZ) = Z(Z C])‘g)EZ = Z FO)E;
j=0 j=0 =1 i=1 j=0 i=1
Abychom dokézali jednoznac¢nost matic Eq, . .., E; spliiujicich podminky

1, 2, 3, 4, budeme predpokladat, ze
A= MF1+ XF2+ -+ M Fy,

kde F1 +---+F; =1,, F;F; = F; a F;F; = 0 pro libovolné ¢ # j, 7,5 €
{1,2,...,t}. Potom

E,A = AE, = \\E;, F;A = AF; = \;F,.
Proto pro i # j dostavame

proto (A; — A\j)E;F; = 0, neboli E;F; = 0. Mtzeme tak spocitat, Ze plati

t
E,=EIL, =E;()_F;)=EF,=()_E)F, =LF,=F;
. =

Jj=1

pro kazdé ¢+ = 1,...,t. Tim je dokdzana jednoznac¢nost matic E;, tj. pod-
minka 5.

Zbyvé dokazat podminku 8. Z podminky 1 okamzité vyplyva, zZe pokud
matice B komutuje se vSemi maticemi E; pro ¢ =1,...,t¢, komutuje rovnéz
s matici A. Abychom dokézali opa¢nou implikaci, vyjadiime kazdou matici
E; jako polynom v matici A. Ozna¢me

g(x) = (x = M) (@ = A2) - (& = )
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_ g(@)
gi(z) = N

proi=1,...,t. Polynom p;(x) ma stupeti ¢t — 1 a kofeny \; pro j # i. Podle
vlastnosti 7 plati

gi(A) = gi(M)E1 + -+ + gi(A) Er = gi(Ni) Eq.
Oznacime-li ¢; = g;(\;) # 0, dostaneme ze

Ei = ci_lgi(A).

Pokud tedy matice B komutuje s matici A, komutuje také s kazdou matici
¢ 'gi(A)=E;proi=1,...,t. O

Cviceni 11.2 Zjistéte pro nékolik matic A, jsou-li diagonalizovatelné, po-
kud ano, najdéte reguldrni matici P, pro kterou plati, Ze P~'AP je diago-
ndlni matice, a najdéte spektrdlni rozklad matice A.

Unitarni podobnost

Dale se budeme zabyvat otazkou, kdy pro diagonalizovatelnou matici A
fadu n existuje ortogondlni matice P, pro kterou plati, ze P~1AP je dia-
gonalni matice Nebo jinak feceno, kdy existuje ortonormalni béze prostoru
C™*1! tvofend vlastnimi vektory matice A.

Definice 11.16 Rikdme, Ze komplexni ¢tvercovd matice A vddu n je uni-
tarné diagonalizovatelna, pokud existuji unitdrni matice P a diagondini ma-
tice D, pro které plati P~'AP = D.

P¥ipomertime si, Ze étvercova matice P je unitarni pravé kdyz P~ = P*.

Tvrzeni 11.17 Je-li komplexni matice A Fddu n unitdrné diagonalizova-
telnd, pak plati AA* = A*A.

Dukaz. Jestlize existuji unitarni matice P a diagonalni matice D, pro
které plati P*AP = D, pak pfechodem ke komplexné konjugovanym mati-
cim dostaneme rovnéz P*A*P = D*. Protoze pro diagonalni matici D plati
D*D = DD*, dostavame postupné

P*AP -P*A*P =DD* = D'D=P"'A*P -P*AP
P*AA'P = P*A'AP
AA" = A*A.
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Definice 11.18 Komplexni ¢tvercovd matice A se nazyvd normdlni, pokud
plati A*A = AA*,

Trida normalnich matic je velmi Siroka, jak se muzZete presvédcit v na-
sledujicicm cviceni.
Cviceni 11.3 Dokaste, Ze vSechny matice ndsledujicich typi jsou normdlni:
hermitovské matice, kosohermitovské matice, redlné symetrické matice, re-
alné€ kososymetricke matice, unitarni matice, ortogondlni matice, diagonalnt

matice, vSechny matice tvaru P*AP, kde A je normadlni matice a P je uni-
tarni matice.

Lemma 11.19 Je-li A normdini matice a x vlastni vektor matice A pri-
slusny vlastnimu cCislu A, pak je x také vlastni vektor matice A* prislusny
vlastnimu cislu .

Dukaz. Predevsim si vSimnéme, Ze je-li A normaélni matice, pak pro
kazdé komplexni ¢islo A plati
(A= AL)*(A -, = (A*=XL)(A-),) =
= A"A - )DA*— DA+, =
= AA*— DA - )NA"+ D, =
= (A —-AL,)(A = \,)"
Matice A — M, je proto také normaélni.
Je-li nyni x # 0 vlastni vektor matice A odpovidajici vlastnimu ¢islu A,

pak ozna¢ime B = A — AI,,. Plati tedy B'B = BB* a Bx = 0. Oznacime
déle y = B*x. Potom plati

0 = (Bx)"(Bx) =x"B*"Bx =x"BB"x = y"y.

Odtud plyne, 7e y = 0, tj. 0 = B*x = (A* — \I,,)x, tj. A*x = Ax. Vektor x
je tak vlastni ¢islem matice A* odpovidajicim vlastnimu ¢islu A této matice.
O

Tvrzeni 11.20 Je-li A normdlni matice, pak pak vlastni vektory odpovida-
jict riznygm vlastnim cislim matice A jsou ortogondlnd.

Dukaz. Predpokladejme nyni, Ze A1, A2 jsou dvé ruzna vlastni ¢isla ma-
tice A a x1,X3 jsou jim odpovidajici vlastni vektory. Pravé jsme dokéazali,
7e pak rovnéZz A*x; = A1x1. Spocitame dale, Ze

A1xixs = (A1x1)" %2 = (A*x1)" %2 = (x]A)x2 = x(Ax32) = \ox|xo.



KAPITOLA 11. VLASTNI CISLA A VLASTNI VEKTORY 19

Protoze A1 # A2, plyne odtud xjx2 = 0, tj. vektory x; a x2 jsou ortogonalni.
|

Veéta 11.21 Komplexni matice A 7ddu n je unitarné diagonalizovatelnd
praveé kdyz je normdind.

Dukaz. Kazda unitarné diagonalizovatelnd matice A je normalni podle
Tvrzeni 11.17.

Je-li naopak matice A normalni, pak kazdy vlastni vektor x matice
A je soucasné vlastnim vektorem matice A*. Zvolime tedy vlastni vektor
x1 jednotkové délky matice A pfislusny vlastnimu éislu A € o(A). Podle
Lemma 11.19 je x; rovnéz vlastni vektor matice A* pfislusny vlastnimu
islu X. Oznadime Uy = L(x1)" = {y € C"*! : y*x; = 0}, ortogonélni do-
plnék vektoru x; v prostoru C"*!. Dokazeme, Ze pro kazdy vektor y € U
plati, ze také Ay € U;. Skutecné,

(Ay)*x; = (y*"A")x; = y*(A*x1) = y*Ax; = 0.

Podobné dokazeme, ze také A*y € U;.

Linearni zobrazeni F(y) = Ay je tedy linedrni operator na prostoru
U. Podle Tvrzeni 11.9 existuje (jednotkovy) vlastni vektor x, linedrniho
operatoru F', tj.

)\2X2 == F(Xz) == AX2.

Vektor x5 je tak vlastnim vektorem matice A a tedy i matice A*. Oznacime
Uy = L(x1,%2)". Stejné jako v piipadé prostoru U; dokazeme, Ze pro kazdy
vektor y € Us plati jak Ay € Us tak i A*y € Us.

Prostor Uz je tak invariantnim podprostorem operatoru F', existuje tedy
jednotkovy vlastni vektor x3 € Us operatoru F' odpovidajici vlastnimu ¢islu
A3, atd.

Takto postupné sestrojime ortonormalni posloupnost x1,Xs, ..., X, tvo-
fenou vlastnimi vektory matice A. Pro unitarni matici

P = [xi|xg| - [x4]
pak plati AP = PD, kde D je diagonalni matice obsahujici na hlavni di-

agondle postupné vlastni ¢isla A1, Ag,..., A\,. Matice A je proto unitarné
diagonalizovatelna. O

Dusledek 11.22 Je-li A normalni matice a A = \M{E{ +X\Eq+ - -+ M E;
spektralni rozklad matice A podle Vety 11.15, pak vsechny matice E; jsou
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hermitovskeé proi = 1,... t. Obrdcené, je-li A diagonalizovatelnd komplexni
matice a vSechny matice E; ve spektralnim rozkladu A = M E; + -+ + M Ey
jsou hermitovskée, pak je matice A normdling.

Drikaz. Je-li A normalni, pak A = PDP~! pro né&jakou unitarni matici
P a diagonalni matici D podle Véty 11.21, pak matice E; = PD;P~! =
PDP* sestrojené v dtikazu Véty 11.15 jsou hermitovské.

Obrécené, jsou-li vSechny matice E; ve spektralnim rozkladu A = M E;+
-+« + ME; hermitovské, pak rovnéz

A" =NE; +- -+ MNE;
je spektralni rozklad matice A*. Pak
AA* = MME; + -+ ME = ATA|

coz dokazuje, ze A je normalni. O

Zavérem c¢asti o vlastnich ¢islech a vlastnich vektorech si jesté ukazeme,
jak lze zesilit Vétu 9.25 o URV-faktorizaci.

Tvrzeni 11.23 Je-li A € C™*"(R™ ™) komplezni (redlnd) matice, pak
kazdé vlastni ¢islo matice A*A (AT A) je nezdporné redlné cislo.

Dikaz. Je-li A komplexni matice, pak sou¢in A*A je hermitovska ma-
tice fadu n. Je-li to realna matice, pak sou¢in ATA je symetrickd matice
f4du n. V obou piipadech jsou vSechna vlastni ¢isla matice A*A (ATA)
realna podle Tvrzeni 11.5.

Je-1i A néjaké vlastni ¢islo matice A*A a x # 0 vlastni vektor odpovida-
jici A, pak plati A*Ax = A\x. Vynasobime tuto rovnost zleva vektorem x* a
dostaneme

|Ax%||? = x*A*Ax = Ax*x = \|x|?,

odkud vyplyva
| Ax|?

23|

V piipadé realné matice A plati A* = AT, proto rovnéz A > 0 pro kazdé
vlastni ¢islo A matice ATA. O

Dale si jesté ukazeme nasledujici tvrzeni.
Tvrzeni 11.24 Pro kaZdou redlnou (komplezni) matici A tvaru m x n plati

e 7(ATA) =r(A) =r(AAT), (r(A*A) = r(A) = r(AAY)),



KAPITOLA 11. VLASTNI CISLA A VLASTNI VEKTORY 21

e S(ATA) = S(AT), (S(A*A) = S(AY)),

o S(AAT) =S(A), (S(AA") = S(A)),

e N(ATA) =N(A), ( N(A*A) = N(A)),

o N(AAT) = N(AT), (N(AA*) = N(A%)).

Dukaz. DokaZeme pouze “redlnou” Cast tvrzeni, komplexni ¢ast se do-
kaze analogicky, pouze viude nahradime transponovanou matici AT matici
A*.

Nejdiive dokazeme, ze N (AT) NS(A) = {0}. Je-li x € N(AT) N S(A),
pak plati ATx = 0 a soucasné x = Ay pro né&jaky vektor y € R™*!. Odtud
plyne x"x = y"ATx = 0 a proto x = 0. Z Tvrzeni 6.19 pak plyne

r(ATA) = r(A) — dim N (AT NS(A)) = r(A).

Zaménime-li role AT a A, dostaneme rovnéz r(AAT) = r(AT) = r(A).
K ditkazu druhé ¢asti tvrzeni si napted v§imnéme, ze S(ATA) C S(AT).
Protoze déle

dim S(ATA) = r(ATA) = r(A) = r(AT) = dim S(AT),

vyplyvéa odtud rovnost S(ATA) = S(AT). Treti ¢ast tvrzeni ihned vyplyva
z druhé, zaménime-li role A a AT,
K diikazu étvrté ¢asti opét staci uvédomit si, ze N (A) C N(ATA), a
dale
dimN(A) =n —r(A) =n—r(ATA) = dimN(ATA).
Proto N (A) = N(ATA). Posledni ¢ast tvrzeni opét ihned vyplyva z pred-
chozi, pokud zaménime role A a AT. O

Nyni mtzeme dokézat slibené zesileni Véty 9.25.

Véta 11.25 Predpokliddme, Ze A je redlnd (komplexni) matice tvaru mxn
a hodnosti r. Potom existuji redlnd diagondlni matice D, Tadu r a orto-
gondlni (unitdrni) matice U tddu n a V fadu m takové, Ze plati

_ Dr><7" 0 T _ Dr><r 0 *
A-U( 0 0>V, (A-U( 0 0>V).

Dukaz. Dokdzeme pouze ¢ast tykajici se komplexnich matic. Pro redlné
matice se véta dokdze analogicky.
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Matice A*A je normélni, nebot
(A*A)"A*A = A*AA*A = A"A(A*A)".

Podle Véty 11.21 je matice A*A unitarné diagonalizovatelna, existuje tedy
podle Véty 11.21 unitarni matice V fadu n takova, ze

V*A*AV = D,

kde D je diagonalni matice s nezdpornymi redlnymi Cisly \; (vlastni ¢isla
matice A*A) na hlavni diagonale. Protoze r(A*A) = r(A) = r, miZeme
predpokladat, ze \; >0 prot=1,...,7raX\;=0proi=r+1,...,n.
Oznacime 0; =/ ; proi=1,...,na
. AVZ‘

u; =

0j
proi=1,...,k. Potom plati pro kazdé dva indexy i,j € {1,2,...,r}

v;fA* Av; V;A*AVZ‘ Aiv;vi

* *
uwu = = = =vVviv; = ;.

7 o 0 Ai Ai 7
Posloupnost vektori ui,...,u; je tak ortonormalni, protoze ortonormélni
je posloupnost vektord vy, ..., v,. MuZeme ji proto doplnit do ortonormalni
béze uy, ..., Uy, Upp1,. .., U, prostoru C"*1.

Oznac¢ime U = [uy|- - - |u,]. Potom pro i-ty sloupec souc¢inu U*AV plati

[U*AV]*Z = U*AVZ' = U*Uz‘ui.
Prvek na misté (j,7) v sou¢inu U*AV se proto rovnéd

[U*AV]J‘Z‘ = [U*]j*aui = u;‘faiuz- = Uidji.

Soucin U*AV je proto diagondlni matice D, prvky na hlavni diagonale D
se rovnaji o; = /)i, kde \; jsou vlastni ¢&isla sou¢inu A*A. Odtud hned
dostaneme (protoze matice U a V jsou unitarni), ze A = UDV*. O

Cislim o; > 0 se fika singuldrni hodnoty matice A. Jsou uréené jedno-
zna¢né matici A, nebot z rovnosti A = UDV* plyne

V*A*AV = V*A*UU*AV = D*D = D?.

Druhé mocniny singularnich hodnot o7 jsou proto vlastni hodnoty soucinu
A*A. Geometricky vyznam singularnich hodnot si ukadZzeme v kapitole o
kvadratickych formach.



