Kapitola 3
Pocditani s maticemi

Matice stejného tvaru mizeme scitat a nasobit redlnym ¢islem podobné jako
vektory stejné dimenze.

Definice 3.1 Jsou-li A = (a;;) a B = (b;;) dvé matice stejného tvaru mxn,
pak definujeme jejich soucet jako matici A + B = (c¢;5), kde cij = azj + byj
pro libovolné indexy 1 =1,2,...,maj=1,2,... n.

Soucin matice A a cisla k definujeme jako matici kA = (d;;) tvaru
m X n, kde d;; = ka;; pro libovolné indezy i, j.

Zavedeme si také oznaceni 0,,x, pro nulovou matici tvaru m x n. Ta
mé vSechny prvky rovné 0. Je-li tvar nulové matice zfejmy ze souvislosti,
budeme ji znacit pouze 0. Pro libovolnou matici A = (a;;) tvaru m x n
oznacujeme symbolem —A = (—a;;) opacnou matici k matici A.

Cviceni 3.1 Matice A, B, C jsou stejného tvaru m X n, k,l jsou ¢isla. Do-
kazte nasledujici vlastnosti sc¢itani matic a ndsobeni matic cislem.

1. (A+B)+C=A+(B+C),

A+B=B+A,
A+0=A,
A+ (-A)=0,

(k)A = k(IA),
k(A +B) = kA + kB,

NS St e

(k+1)A =kA +IA,
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8. 1A =A.

Nasledujici definice je zobecnénim vztahu mezi sloupcovym a fadkovym
zapisem vektoru.

Definice 3.2 Transponovanad matice k matici A tvaru m X n je matice

AT = (b;;) tvaru n x m, kde b;; = aj; pro libovolné indexy i =1,2,...,m a

i=1,2,....n.
Napriklad

1 1 2

12345\ |[223

1 2 3 85 =13 3 4

2 3 4 5 6 4 8 5

5 5 6

Cviceni 3.2 Dokazte, Ze pro libovolné matice A, B stejného tvaru plati

e (A+B) =AT + BT,

o (kA)T = kAT,

° (AT)T =A.

Déle zavedeme nazvy pro nékolik specialnich typt matic. Je-li A = (a;;)
¢tvercova matice fadu n, pak fikame, ze prvky a;; pro i =1,2,...,n lezi na

hlavni diagondle matice A. Ostatni prvky a;;, kde ¢ # j, lezi mimo hlavni
diagonalu.

Definice 3.3 Symbolem I,, budeme oznacovat ctvercovou matici (a;;) Tddu
n, kterd md na hlavnt diagondle samé prvky 1 a mimo hlavni diagondlu samé
proky 0:

10 -0
I, =
00 - 1

Tuto matici budeme nazyvat jednotkova matice rddu n.

Ctvercovd matice B = (b;j) se nazyvd symetrickd matice, jestlize plati
bi; = bj; pro libovolné indexy i, 7, tj. jestlize plati AT = A.

Ctvercovd matice B = (b;j) se nazjvd kososymetrickd matice, jestlize
plati bj; = —bj; pro libovolné indexy i, j, tj. plati-li AT = —A.



Zakladni definici této kapitoly je definice soucinu matic.

Definice 3.4 Je-li A = (a;;) matice tvaru m x n a B = (b;,) matice tvaru
n X p, pak definujeme soucin matic AB = (c;) jako matici tvaru m X p, kde

n
Cile — Z aijbjk.
Jj=1

Podle této definice muZeme nasobit pouze takové dvojice matic, u kte-
rych se pocet sloupct prvni matice rovna poc¢tu radkt druhé matice. Stejné
jako v pripadé souc¢tu matic tak ani soucin matic neni definovan pro libo-
volné dvé matice.

Prvek na misté (7,k) sou¢inu AB se rovna standardnimu skaldrnimu
soucinu i-tého fadku matice A s j-tym sloupcem matice B. Neformalni
vyjadreni pro zpusob vypoctu soufinu matic Fika, Zze matice nasobime zpt-
sobem “Fadekxsloupec”.

Cviceni 3.3 Spocitejte soucin nékolika dvojic matic. Spocitejte oba souciny
AB a BA pro néjaké dvé ctvercové matice stejného radu. Je ndsobeni matic
komutativont, tj. plati AB = BA pro libovolné dve matice A tvaru m X n a
B tvaru n x m? Plati to pro libovolné dvé étvercové matice 7ddu n?

Soustavu (2.1) tak nyni mizeme vyjadiit pomoci souc¢inu matic ve tvaru

Ax =Db,
kde A = (a;;) je matice soustavy, b = (by,...,by)T je sloupcovy vektor
pravych stran a x = (x1,...,2,)" je sloupcovy vektor neznamych.

Cviceni 3.4 Je-li A matice tvaru m X n, pak plati
I,A=A=AI,.
Dokazte.

Jakkoliv vypada definice souc¢inu matic na prvni pohled umeéle, ve sku-
tecnosti je pfirozend a lze ji udtvodnit, skladdme-li zobrazeni ve dvoudi-
menzionalnim aritmetickém realném vektorovém prostoru.

Uloha 3.1 Oznacme symbolem f zobrazeni definované na prostoru Ro pred-

pisem
f x \ [ ax+by
y | \ex+dy |’
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kde a,b,c,d jsou redlnd cisla. Podobné oznacime g : Ro — Ro zobrazeni

definované predpisem
x\ _ ( Ax+ By
9Ny )"\ cotrDy )

kde A, B,C, D jsou také redlnd c¢isla. Popiste, jak vypadd sloZené zobrazeni
golf.

Reseni. Viimnéte si, ze predpis pro zobrazeni f miiZeme pomoci néso-
beni matic vyjadrit nasledovné:

()-(0)()
()

je matice zobrazeni f. Podobné rovnost

o(3)-(3)(0)
(4 0)

miZeme povazovat za matici zobrazeni g.

Pokusime se najit podobné maticové vyjadieni pro slozené zobrazeni
o f. Plati

(Qof)<;j> = gf<x)=g<gisz>=

(ax + by) + B(cz + dy) ) B
)=
)y

Lze fict, ze

ukazuje, ze matici

C(az + by) + D(cz + dy

(Aa+ Be)x + (Ab+ Bd B
(Ca+ Dc)x+ (Ay+ Bd)y |

[
[i
(&t atme)(3)
(e 5)(0)(5)



Vypocet ukazuje, Zze matice slozeného zobrazeni g o f se rovna soucinu
BA matic zobrazeni g a f (v tomto pofadi). O

Nasledujici cviceni udava, kolik aritmetickych operaci je tieba uskutecnit
pro vypocet soucinu matic.

Cviceni 3.5 Jsou-li A,B dvé ctvercové matice tadu n, pak pro vypocet
soucinu AB potrebujeme nejvyse

n? nasobeni/déleni, a

n3 —n? s¢itdni/od¢itani.

Nasobeni a sc¢itani matic maji fadu vlastnosti spoleénych s nasobenim a
s¢itanim cisel.
Tvrzeni 3.5 Jsou-li A = (a;;), B = (br) a C = (cuw) matice, pak plati

e AB+C)=AB+ AC,

e (A+B)C=AC+BC,

e (AB)C=A(BC)
za predpokladu, Ze vsechny soucty a souciny matic v prislusné rovnosti exis-
tug.

Dukaz. Aby existovaly oba souc¢ty a vSechny t¥i souéiny v prvni rovnosti,
musi byt matice A tvaru m X n a obé matice B, C musi byt tvaru n x p.
Ukéazeme, ze €isla na stejném misté (i,k) v obou maticich A(B + C) a
AB + AC jsou stejné.

Cislo na misté (j, k) v sou¢tu B + C se rovna bjj, + ;. Prvek na misté
(i,k) v souéinu A (B + C) se proto rovna

n n
> aij (i + cji) = D _(aijbjk + aijcr)-
s =1

Prvek na misté (i, k) v sou¢inu AB se rovna

n
> at
1=1

a prvek na misté (i, k) v souc¢inu AC se rovnéa

n
Zaijcjk.
=1
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Proto je prvek na misté (i, k) v sou¢tu AB + AC rovny

n
> aijbjk + aijcr-
i=1

Prvky na stejnych mistech v maticich A(B+C) a AB+ AC jsou shodné,
coz dokazuje prvni rovnost.

Vsimnéte si, ze pravé dokazané distributivita nasobeni matic vzhledem k
jejich scitani je bezprostfednim dusledkem distributivity nasobeni realnych
Cisel vzhledem k jejich s¢itani.

Pokud jste si udélali celé Cviceni 3.3 tak vite, Ze ndsobeni matic neni ko-
mutativni. Druha rovnost v Tvrzeni 3.5 tak neni dtisledkem pravé dokazané
rovnosti a je nutné ji dokdzat zvlast. DokaZte si ji sami jako dalsi cvideni.

V pripadé asociativity nasobeni matic musi byt matice A tvaru m X n,
B tvaru n X p a matice C musi byt tvaru p x ¢q. Sou¢in AB mé potom tvar
m X p, jeho prvky si oznacime

n
dik = Z aijbjk.
j=1

Prvek na misté (¢,1) v sou¢inu (AB)C se tak rovna

p n p n n P
> digew = Z Z aijbjk)cr = Z Z aijbjk)Cri ZZ ijbjkCri-
k=1 k=1 j=1 k=1 j=1 j=1k=1

Posledni rovnost vyplyvéa z komutativity s¢itani a asociativity nasobeni re-
alnych cisel.

Matice BC = (ej;) je tvaru n x ¢. Prvek ej; ma podle definice nasobeni
matic vyjadfeni

q
ej1 = Z bjkCr.
k=1
Prvek na misté (i,1) v sou¢inu A(BC) se tak rovna
n q n q
Zazje]l = Z a;j Z binck = > Y aij(bjkcr) = Y Y aijbjkch-
Jj=1 k=1 j=1k=1 j=1k=1

Tim je dtikaz asociativity ndsobeni dokoncéen. O

Dalsi dvé cviceni se tykaji transponovanych matic.

Cviceni 3.6 Matice A ma tvar m x n a matice B md tvar n x p. Dokazte,
Ze plati



e (AB)T =BTAT,

Zména poradi matic v sou¢inu BT AT je nutna kvili tomu, aby je viibec
bylo mozné nésobit.

Cviceni 3.7 Dokaste, Ze pro kazdou matici A jsou souciny AAT a ATA
symetrické matice. Musite pocitat jednotlivé prvky v téchto maticich?

Drive, nez se zacneme zabyvat strukturou soucinu matic, uvedeme jesté
jednu definici.

Definice 3.6 Jsou-li a a by,bs,..., by vektory stejné dimenze n, pak 7i-
kdme, Ze vektor a je lineadrni kombinaci vektorid by, ba, ..., by, jestlize

a=t1by +tsbg + -+ +irb

pro néjakd c¢isla ti,ts, ..., tx. Témto cislum Fikame koeficienty linearni kom-
binace. Skutecnost, Ze vektor a je linedrni kombinact vektord by, bo, ..., by,
vyjadrujeme také slovy, Ze vektor a je linearné zavisly na vektorech bi,
bo,...,bg.

Vyfesit soustavu linedrnich rovnic Ax = b znamend najit (vSechna)
vyjadfeni sloupce pravych stran jako linedrni kombinace sloupcti matice A.

Tvrzeni 3.7 Jsou-li A = (a;;) matice tvaru m x n a B = (bj;) matice
tvaru n X p, pak plati

e [AB];, = A;,,B = > i=1@ijBj« pro libovolné i =1,2,...,m,
e [ABl.x = AB. = 37 bjrAsj pro libovolné k =1,2,...,p.

Prvni rovnost pro -ty fadek soucinu AB tika, Ze se rovna soucinu i-tého
Ffadku matice A s matici B. Druha rovnost pak rika, Ze je linearni kombinaci
radkt matice B s koeficienty v i-tém Ffadku matice A. Podobné k-ty sloupec
v soucinu AB se rovna sou¢inu matice A s k-tym sloupcem matice B. Rovna
se také linearni kombinaci sloupcii matice A s koeficienty v k-tém sloupci
matice B.

Dikaz. Dokazeme pouze vyjadieni sloupct v souc¢inu. Dikaz pro radky
je analogicky.

Prvek na misté (i, k) v sou¢inu AB, tj. i-t4 soufadnice sloupcového vek-
toru [AB],x, se rovna

n
Z aijbjk.
j=1
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Podobné i-ta souradnice sloupcového vektoru AB.,; se rovna
n
Z Qg5 bjk'
Jj=1

Nakonec i-ta4 soufadnice linedrni kombinace by Ay + bopAyuo + -+ +
b Ay, se rovna

n
Z bjkaij.
J=1

Vsechna tii ¢isla jsou stejnd, proto se tfi uvedend vyjadieni pro k-ty
sloupec sou¢inu AB rovnaji. O

Inverzni matice

Definice 3.8 Jsou-li A a B dvé ctvercové matice stejného vdadu n, pak 7i-
kdme, Ze B je inverzni matice k matici A, jestliZe plati

AB =1,.

Pokud existuje inverzni matice k matici A, oznacujeme ji AL, Ctvercovd
matice A se nazjvd reguldrni, jestlize existuje inverzni matice A~1. V opac-
ném pripade se nazyvd singularni.

Inverzni matice tedy mtize existovat pouze ke ¢tvercové matici. Jak zjis-
time, jestli k dané ¢tvercové matici A = (a;;) existuje inverzni matice A7
A pokud existuje, jak ji spoc¢itame? Témito otdzkami se budeme nyni zaby-
vat.

Oznacime symbolem e k-ty sloupec jednotkové matice I,, fadu n. Sou-
fadnice vektoru ey se rovnaji 0 s vyjimkou k-té souradnice, kterd se rovna 1.

Pokud inverzni matice A~! = (bj;) k matici A existuje, musi jeji k-ty
sloupec A*_k1 = (bik, bak, - - ., bpk)T podle Tvrzeni 3.7 spliiovat rovnosti

er = Lol = [AA e = AA =D AL by
j=1

To znamena, Ze k-ty sloupec A;kl inverzni matice A~! je feSenim soustavy
n line4rnich rovnic o n nezndmych Ax = ej. Abychom inverzni matici A~!
vypocitali, musime vyfesit n soustav linedrnich rovnic

Ax=e; pro k=1,...,n.



Protoze maji soustavy stejnou matici A, mizeme je fesit vSechny sou-
¢asné pomoci elementarnich fadkovych tprav matice

[A[L] = [Aleiles| - - |en]

tvaru n X (2n).

Tuto matici prevedeme pomoci elementarnich fadkovych aprav do rad-
kové odstupiiovaného tvaru [E|B]. Matici E jsme tedy dostali pomoci ele-
mentarnich fadkovych tprav z matice A a podobné jsme dostali matici B
pomoci elementarnich fadkovych tprav z jednotkové matice I,,. Protoze jsou
vSechny elementarni fadkové tupravy vratné, dostaneme také jednotkovou
matici I, zpét z matice B pomoci elementarnich fadkovych tprav. Matice
I,, je v fadkové odstupnovaném tvaru (dokonce v redukovaném fadkové od-
stupniovaném tvaru) a neobsahuje zadny nulovy Fadek. Matice B mé proto
hodnost n. Specidlné tak matice B neobsahuje zadny nulovy radek.

Matice B tak obsahuje néjaky nenulovy prvek ¢ v poslednim radku.
Necht je v k-tém sloupci. Pomoci elementarnich fadkovych tprav dostaneme
z matice [A|ey| — rozsifené matice soustavy Ax = ey, jejimz feSenim je k-ty
sloupec inverzni matice A~! — matici [E|c], kde prvek v poslednim fadku
posledniho sloupce ¢ je ¢ # 0. Pokud inverzni matice A~! existuje, musi
byt soustava Ax = ej TeSitelnd. Matice E tak nemulze obsahovat zadny
nulovy tadek. Protoze je v fadkové odstupnovaném tvaru a dostali jsme ji
z A pomoci elementarnich fadkovych tprav, znamena to, Ze hodnost r(A)
matice A se rovné n.

Dokézali jsme tak, %e pokud inverzni matice A~! existuje, musi platit
r(A) = n. Naopak, pokud r(A) = n, méa kazdd soustava Ax = e pro
k=1,...,n (jednoznaéné) feseni podle Véty 2.7. Inverzni matice A~! proto
existuje. Tim jsme dokazali ¢ast nasledujici véty.

Véta 3.9 Predpokliddme, Ze A je ctvercovd matice 7ddu n. Potom je ekvi-
valentni

1. inverzni matice A~ existuje, tj. matice A je reguldrni,
2. r(A) =n,
8. Gaussova-Jordanova eliminace prevede matici A do matice I,

4. homogenni soustava Ax = 0 md pouze trividlni 7eseni x = 0.

Dikaz. Ekvivalenci 1 < 2 jsme dokazali pfed Vétou 3.9.
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2 = 3. Je-li hodnost 7(A) = n, obsahuje kazd4 matice E v fadkové od-
stupniovaném tvaru, kterou dostaneme z A pomoci elementarnich radkovych
uprav z matice A, celkem n pivotl, vSechny sloupce jsou tedy bazové. Pro-
toze méa n fadkil, jsou také vSechny Fadky nenulové. Pouzijeme-li Gaussovu-
Jordanovu eliminaci, jsou vSechny pivoty v E rovné 1 a ostatni prvky matice
E se rovnaji 0. Matice E se proto rovné jednotkové matici L.

3 = 4. Pokud Gaussova-Jordanova eliminace prevadi matici A do jed-
notkové matice I,,, pfevadi matici [A |0] — rozsifenou matici soustavy Ax = 0
— do matice [I,,|0]. Soustava Ax = 0 ma proto pouze trividlni feseni x; = 0
proi=1,2,....,n.

4 = 2. Ma-li homogenni soustava Ax = 0 pouze trividlni feseni, je
r(A) = n podle Véty 2.5.

Tim je ekvivalence vsech ¢tyr vyrokt dokazana. O

7 tvah pred Vétou 3.9 také pfimo dostaneme algoritmus pro vypocet
inverzni matice ke ¢tvercové matici A tfadu n, pokud existuje, tj. pokud
r(A) =n.

e Gaussovou-Jordanovou eliminaci pfevedeme matici [A|I,,] do matice
[I,|B]. Potom A~! = B.

V tom pripadeé je totiz k-ty sloupec matice B fesenim soustavy Ax = ey
pro k=1,2,...,n. Podle Tvrzeni 3.7 tak plati

[ABl.;, = AB,;, = e,

COZ znamena

AB =1,.

Cviceni 3.8 Spocitejte inverzni matice k nékolika reguldrnim maticim. Na-
piste program pro vypocet inverzni matice.

Spocitame jesté, kolik operaci vyzaduje vypocet inverzni matice algorit-
mem zalozenym na Gaussové-Jordanové eliminaci.

Tvrzeni 3.10 Pro vijpocet inverzni matice A~ k requldrni matici A vddu
n Gaussovou-Jordanovou eliminact je treba nejvyse

n? nasobeni/déleni, a

n3 —2n% +n  séitani/odéitani.
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Dikaz. Podobné jako v diikazu Tvrzeni 2.10 spocitame, Ze prvni pribéh
hlavniho cyklu Gaussovy-Jordanovy eliminace vyzaduje

n+(n—1)n=n? nasobeni/déleni, a

(n—1)(n—1)=n%—-2n+1 s¢itani/od¢itani.

Niz§i pocet s¢itani/odéitani vyplyva z toho, Ze vSechny prvky v prvnim
sloupci matice I,, pod prvnim fadkem se rovnaji 0. Stejny pocet operaci je
tfeba pfi vSech n pribézich hlavniho cyklu Gaussovy-Jordanovy eliminace.
Odtud ihned vyplyvéa celkovy pocet operaci. O

Dokézeme si jesté néasledujici uziteéné tvrzeni.

Tvrzeni 3.11 Jsou-li A a B dvé ctvercové matice stejného tadu n, pak
platt
AB =1, pravé kdyz BA =1,.

Dukaz. Je-li AB =1,,, pak pro libovolny nenulovy vektor x dimenze n
plati
ABx)=(AB)x=I,x=x#0.
Musi proto platit Bx # 0. Homogenni soustava Bx = 0 tak mé pouze
trividlni FeSeni. Podle Véty 2.5 plati »(B) = n a podle Véty 3.9 je matice
B regularni. Rovnost AB = I,, miizeme proto vynasobit zprava matici B~!
inverzni k B. Dostaneme

A=A, =ABB)=ABB'=1,B!=BL

Proto BA=BB ! =1,.

Opacnou implikaci dokdzeme naprosto stejné. O

Posledni tvrzeni nam dovoluje “snadno” vyfeSit soustavu Ax = b, po-
kud je matice soustavy A regularni. Staci soustavu vynasobit zleva inverzni
matici A~!. Dostaneme

x=Ix=(AT'A)x=A"1(Ax)=A"'b.

Soustava m4 proto (jediné) feseni A~ !b.

Pohled na Tvrzeni 3.10 a Tvrzeni 2.8 ukazuje, pro¢ je toto vyjadieni
feSeni soustavy Ax = b vyhodné pouze pro teoretické zkoumani, nikoliv pro
prakticky vypocet feSeni této soustavy. Vypocet souc¢inu A~'b vyzaduje

n? nasobeni/déleni, a

n(n —1) séitdni/od¢iténi.
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Celkem tak vypocet inverzni matice A~! Gaussovou-Jordanovou metodou
a souc¢inu A~'b potiebuje

n® +n? nésobeni/déleni, a

n3 —n? s¢itani/odé¢itani.
Tento vypocet tak vyzaduje zhruba trojnasobny pocet operaci a tedy trojné-
sobné mnozstvi ¢asu nez pfimy vypocet feSeni pomoci Gaussovy eliminace
a zpétné substituce.

Je také zajimavé vSimnout si, Ze vypocet inverzni matice k regularni
matici fadu n potfebuje zhruba stejné operaci jako vypocet soucinu dvou
¢tvercovych matic fadu n. Na prvni pohled se zda byt vypocet inverzni

Nasledujici cviceni shrnuje zdkladni vlastnosti inverznich matic. Snadno
je dokazete za pouziti poznatkl z této kapitoly.

Cviceni 3.9 Dokazte, Ze pro requldrni matice A, B stejného fadu n plati
e (A H)T=A,
o soucin AB je také requldrni matice,
e (AB)'=B A1
® (A—l)T — (AT)—l.
Z druhého tvrzeni ihned indukci podle k£ snadno dokazete, ze soucin

A1A,--- A je regularni matice, jsou-li vSechny matice A; regularni a stej-
ného fadu n. V tom pripadé

(AlAg‘--Ak)’l — Alzl .. -A2_1A1_1.

Ctvrté tvrzeni pak znamend, Ze matice transponovand k reguldrni matici
je opét regularni, a ze inverzni matici k AT dostaneme jako matici transpo-
novanou k A1,
maticich zvladli. Je v ném uvedeno mimo jiné, jak rychle spocitat inverzni
matici k matici, kterou dostaneme z dané regularni matice A zménou jed-
noho prvku, pokud jiz zndme inverzni matici A~

Cviceni 3.10 Predpoklidame, Ze A = (ai;) je requldrni matice fadu n a e;
proi=1,2,...,n jei-ty sloupcovy vektor jednotkové matice I,,. DokaZte, Ze
plati
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® soucin aeie? je ctvercovd matice, ktera md vsechny prvky nulové s
vyjimkou prvku na misté (i,7), ktery se rovnd cislu «,

o je-liB=A+ aeie;fr, tj. B se lisi od A pouze v prvku na misté (i,j),
ke kterému jsme pricetli ¢islo o, a oznacime-li ddle A~' = (b;;), pak

(A1 [A Y

-1 _ TV-1 _ A-1
B =(A+aee;) =A" —« I+ aby

)

pokud je ¢islo ve jmenovateli nenulové (jde o specidlni pripad tzv.
Shermanovy-Morrisonovy formule),

o jsou-li c,d sloupcové vektory dimenze n takové, ze ¢islo 1 +dTc # 0,

pak
dT
I, Ty-1 _ I, — _ca
(In +ed”) 1+d7¢’
o je-lil+dTA~'c #0, pak plati

A ledTA?
Atcd) ' =AT - ——
(A+ed’) 1+dTA1c

(obecnd Shermanova-Morrisonova formule),

e jsou-li C,D matice tvaru n X k takové, Ze inverzni matice k matici
IF + DTA-IC ezistuje, potom

(A+cD)t=A-lca + DA IC)'DTA!

(tzv. Shermanova-Morrisonova-Woodburyho formule).

Elementarni matice

V Tvrzeni 3.7 jsme ukézali, ze kazdy fadek sou¢inu AB je linearni kombinaci
fadkd matice B. Nyni si ukdzeme, Ze mizeme efekt elementarni fadkové
upravy matice B docilit také tim, Zze matici B vynasobime zleva vhodnou
regularni matici.

Elementdrni matice 1. druhu je ¢tvercova matice E;; = (ay,) Fadu m,
kde a;; = aj; = 1 pro néjaké indexy i # j, dale arr, = 1 pro vSechna k # 14, j.
Vsechny ostatni prvky matice E;; se rovnaji 0.

Podivejme se, jak vypadaji fddky v soucinu matic E;;B, kde B je li-
bovolnd matice tvaru m x n. V i-tém fadku matice Ej;; je jediny nenulovy
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prvek a to na misté (4, j). Podle prvni ¢asti Tvrzeni 3.7 se i-ty fadek soucinu
E;;B rovna

m
[EijlisB = aixBis-
k=1
Protoze v i-tém fadku matice E;; je jediny nenulovy prvek a;; = 1, rovna
se i-ty fadek soucinu E;;B j-tému fadku B;, matice B.

Podobné ukdzeme, Ze se j-ty fadek soucinu E;;B rovna i-tému fadku
matice B. Pokud je k # 1,7, je v k-tém faddku matice E;; jediny nenulovy
prvek agr = 1 na hlavni diagondle. Proto se k-ty fadek soucinu E;;B rovna
k-tému radku By, matice B. Soucin E;;B tak dostaneme z matice B prvni
elementarni radkovou tpravou prohazujici i-ty a j-ty radek matice B.

Elementdrni matice 2. druhu je ¢tvercova matice E;(d) = (ay,) Fadu
m, kterd ma nenulové prvky pouze na hlavni diagonale, prvek a;; = d # 0,
a prvky agpr = 1 pro k # i. Podobné jako v pfipadé elementarni matice
1. druhu snadno ovéfime, Ze soucin E;(d)B dostaneme z matice B tak, ze
vynasobime i-ty Ffadek ¢islem d, tedy druhou elementarni fadkovou tpravou.

Je-li i # j, pak elementdrni matice 3. druhu je ¢tvercova matice Ej;(d) =
(ayy) Tadu m, kterd ma na hlavni diagonéle prvky rovné 1, a mimo hlavni
diagonalu je jediny (piipadné) nenulovy prvek d na misté (j,4). V sou¢inu
E;i(d)B se potom j-ty fadek rovnd linearni kombinaci dE;, +Ej., tj. souctu
d-nasobku i-tého rfadku s j-tym rfaddkem matice B. VSechny ostatni radky
matice Ej;(d)B se rovnaji piislusnym rfadkim matice B. Soucin Ej;(d)B
dostaneme z matice B treti elementarni faddkovou tupravou.

Pokud v elementarni matici 1. druhu E;; prohodime i-ty a j-ty radek,
dostaneme jednotkovou matici L,,. Matice E;; ma proto hodnost m a podle
Véty 3.9 je regularni.

Podobné také z elementérni matice 2. druhu E;(d) dostaneme jednot-
kovou matici I,,, elementarni faddkovou apravou, pii které vynasobime -ty
fadek ¢islem d—! # 0. Matice E;(d) je proto také regularni.

A nakonec, z matice E;;(d) dostaneme jednotkovou matici I, tak, ze
od j-tého fadku odecteme d-nasobek i-tého fadku. Dokazali jsme tak prvni
¢ast nésledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 3.12 Plati, Ze
e clementdrni matice vSech 71 druhi jsou requldrni,
o inverzni matice k elementarni matict je také elementarni matice,

e cCtvercovd matice P vddu m je requldrni prdave kdyZ ji lze vyjadrit jako
soucin elementdrnich matic,
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e matici A tvaru m X n dostaneme z matice B téhoZ tvaru posloup-
nosti elementdrnich radkovych dprav pravée kdyz A = PB pro néjakou
reguldarni matici rddu m.

Dukaz. Pfimym vypoctem ovéfime, ze Ei_j1 = E;;, Ei(d)™! = E;(d7})
a Eji(d)_l = Eﬂ(—d)

Soucin elementarnich matic je regularni podle Cviceni 3.9, protoze kazda
elementarni matice je regularni podle prvni ¢asti tohoto tvrzeni.

Je-li naopak matice P regulédrni, mé podle Véty 3.9 hodnost m. Pomoci
elementarnich fadkovych tprav ji proto mizeme prevést do jednotkové ma-
tice I,,,. To znamena, zZe existuji elementarni matice Eq, Eo, ... E; takové,
ze

E, - -EEP=1,.
Protoze je kazda elementarni matice regularni, postupnym nasobenim po-
sledni rovnosti inverznimi maticemi El_1 dostaneme rovnost

P=E{'E;' - E'I,=E'E;! - .E .

Inverzni matice k libovolné elementarni matici je opét elementarni podle
druhé c¢asti tohoto tvrzeni, posledni rovnost je tak vyjaddfenim regulérni
matice P ve tvaru sou¢inu elementarnich matic.
Pokud dostaneme matici A z matice B pomoci posloupnosti elementar-
nich tprav, plati
A =E;---EE;B.

pro néjaké elementarni matice E1, ..., Eg. Podle druhé ¢asti tohoto tvrzeni
je matice P = Eg - - - EoE; regularni.

Naopak, je-li A = PB pro néjakou regularni matici P, vyjadiime podle
tieti Casti tohoto tvrzeni matici P jako soucin elementarnich matic P =
F;---F;i. Potom

A=PB=F;---F;B.

Matici A tak dostaneme z matice B posloupnosti elementarnich fadkovych
uprav. O

Co se stane, kdyz vynasobime matici A tvaru m x n néjakou elementarni
matici E fadun zprava? Podle druhé ¢asti Tvrzeni 3.7 vime, ze k-ty sloupec
v souéinu AE je linearni kombinaci sloupcti matice A s koeficienty z k-tého
sloupce matice E.

Souc¢in AE;; tak dostaneme z matice A prohozenim i-tého a j-tého
sloupce matice A. Sou¢in AE;(d) dostaneme z matice A vynasobenim i-
tého sloupce ¢islem d. A konecné matici AEj;(d) dostaneme z matice A
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tak, ze k i-tému sloupci pri¢teme d-nasobek j-tého sloupce. Nasobit ma-
tici A zprava elementarnimi maticemi je totéz jako provadét elementdrni
sloupcové upravy matice A.

Pomoci elementarnich fadkovych Gprav mizeme danou matici A tvaru
m X n zjednodusit do redukovaného radkové odstupiniovaného tvaru Ea. Pro
dalsi zjednoduSeni musime pouzit elementarni sloupcové tpravy. Jak moc
miizeme matici A dale zjednodusit fika nasledujici tvrzeni. Jesté dfive si ale
fekneme, co je to blokovy tvar matice.

Je-li A matice tvaru m x n, a m,n > 2, mizeme fadky matice rozdélit
na prvnich r fadka a zbylych n —r radkd, je-li 0 < r < m. Podobné miuZeme
rozdélit sloupce matice na prvnich s sloupct a zbylych n — s sloupcu. Cela
matice A se tak rozpadne do ¢tyl matic

B C

kde B je matice tvaru r x s, C je matice tvaru r X (n —s), D je matice tvaru
(m —r) x s a koneéné E je matice tvaru (m — r) x (n — s). Tento blokovy
tvar matic budeme v dalsim vyuzivat.

Tvrzeni 3.13 Je-li A matice tvaru m X n a jeji hodnost r(A) = r, pak
Ji muzZeme pomoci elementdarnich radkovych a sloupcovych uprav prevést do

matice
I 0
N, = T rXx(n—r) ) 7
< O(mfr)xr) O(mfr)x(nfr)

kterd obsahuje presné r prvkd rovnygch 1 a ostatni prvky se rovnaji 0.
Ezistuji tedy requldrni matice P 7ddu m a Q 7ddu n tak, Ze PAQ = N,..

Dukaz. Matici A pfevedem pomoci elementarnich fadkovych tprav do
redukovaného Fadkové odstupnovaného tvaru Ea (Gaussovou-Jordanovou
eliminaci).

Prvni nenulovy prvek v prvnim fadku je pivot 1, ktery se nachézi iek-
néme v j-tém sloupci. Odecitdnim vhodnych nasobkl j-tého sloupce od
dalsich sloupcii mtizeme vynulovat vSechny ostatni prvky v prvnim fadku.
Ztstane v ném pouze jeden nenulovy prvek — pivot 1.

Totéz opakujeme s druhym fadkem. Jeho pivot 1 se nachézi feknéme v
k-tém sloupci, k > j. V k-tém sloupci je pivot 1 jediny nenulovy prvek. Ode-
¢itanim vhodnych nésobkt k-tého sloupce od dalsich sloupctt vynulujeme
vSechny ostatni prvky v druhém radku. Prvky v prvnim fadku se nezméni,
protoze prvek v k-tém sloupci a prvnim fadku (na misté (1, %)) se rovna 0.
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Pokracujeme tfetim fadkem, atd. se vSemi nenulovymi radky matice Ex .
Po skonceni téchto elementarnich fadkovych tprav dostaneme matici, ktera
ma v prvnich r fadcich jediny nenulovy prvek 1 a vSechny ostatni radky jsou
nulové. Tato matice méa také presné r nenulovych sloupcii. Jsou to bazové
sloupce matice EA. V kazdém z téchto bazovych sloupct je jediny nenulovy
prvek 1 na mistech pivotti matice Ex.

Pivot v prvnim faddku pfesuneme na misto (1,1) do prvniho sloupce
prohozenim prvniho a j-tého sloupce. Podobné prohozenim druhého a k-
tého sloupce dostaneme pivot 1 v druhém fadku na misto (2,2), atd.

Podle posledni c¢asti Tvrzeni 3.12 existuje regularni matice P tak, ze
PA = Ea. Skutecnost, Ze posloupnost elementarnich sloupcovych tprav
milzeme vyjadiit pomoci nasobeni regularni matici zprava plyne rovnéz z
posledni ¢asti Tvrzeni 3.12, které pouzijeme na transponované matice. O

O maticich N, fikdme, ze jsou v normdlnim tvaru pro hodnost.

Cviceni 3.11 Najdéte pro néjakou matici A reguldrni matice P a Q takové,
ze plati PAQ = N, kde r = r(A).

Tvrzeni 3.13 Fiké, Ze kazdou matici A mizeme prevést pomoci elemen-
tarnich fadkovych a sloupcovych tprav do matice N,., kde r je hodnost ma-
tice A. Nerika ale, Ze neexistuje jina posloupnost elementarnich radkovych a
sloupcovych tprav, ktera prevede matici A do jiné matice Ng v normaln im
tvaru pro hodnost. Tuto moznost vylucuje druhd ¢ast nasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 3.14 Pro matice A,N, a Ny tvaru m x n plati

e jsou-li N, a Ng matice v normdlnim tvaru pro hodnost a PN, Q = N
pro néjaké reguldrni matice P a Q, pak r = s,

o pokud P1AQ; = N, a P,AQy = Ny jsou v normdlnim tvaru pro
hodnost a P1,Q1, P2, Qo jsou reguldrni matice, pak r = s.

Dtikaz. Z rovnosti PN, Q = N, vyplyva rovhost PN, = N,Q~!. Hod-
nost matice PN, se proto rovna hodnosti matice N;Q™'. Z Tvrzeni 3.7 a
podoby matice N, dostavame, ze prvnich r sloupcti matice PN, se rovna
prvnim r sloupctim matice P a zbyvajici sloupce matice PN, jsou nulové:

PN, = [P.1[Pyo|- - ’P*Tmmx(n—r)]'

Matice P je regularni, Gaussovou-Jordanovou eliminaci ji proto pfevedeme
do jednotkové matice I,, podle Véty 3.9. Presné stejné elementarni radkové
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apravy proto prevedou matici PN, do matice, kterda ma prvnich r sloupci
shodnych s prvnimi r sloupci jednotkové matice I, a zbylych n — r sloupcu
jsou nulové sloupce. Proto r(PN,) = r.

V sou¢inu N,Q! se podle téhoz Tvrzeni 3.7 prvnich s fadké rovna
prvnim s fadktm matice Q™! a ostatni fadky matice N,Q ™! jsou nulové.
Proto je hodnost 7(NyQ™!) < s, nebot v kazdém nenulovém fadku matice
N,Q™! je nejvyse jeden pivot. Tim jsme dokazali nerovnost r = r(PN,.) =
r(N,Q™1) <s.

Z rovnosti PN, Q = N také vyplyva rovnost P~!N,Q~! = N,.. Z pravé
dokoncené casti ditkazu tak rovnéz vyplyva s < r. Proto r = s.

Abychom dokéazali druhou ¢ast tvrzeni, vyjadiime matici A dvéma riz-
nymi zptisoby

P!N,Q;' = A =P;'N,Q; ",

a tedy
(P2P1_1)NT(Q1_1Q2) = N..

Protoze jsou souciny P2P1_1 a Q1_1Q2 regularni podle Cviceni 3.9, vyplyva
z prvni ¢asti tvrzeni rovnost r = s. O

Dtisledkem Tvrzeni 3.14 je nésledujici dulezita véta.

Véta 3.15 Pro kaZdou matici A plati
r(A) = r(AT),
tj. hodnost matice A se rovnd hodnosti matice k ni transponované.

Diikaz. Oznaéme 7(A) = r a 7(AT) = 5. Podle Tvrzeni 3.13 existuji
regularni matice P; a Qq, pro které plati

P1AQ; =N,
a regularni matice Py a Qo, pro které plati
P,ATQ, = N,.
Pokud prvni z téchto rovnosti transponujeme, dostaneme
QFATPT = NT,

Protoze obé& matice Ny a N7 jsou v normalnim tvaru pro hodnost, vyplyva
z druhé ¢asti predchoziho Tvrzeni 3.14, ze r = s. O
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Hodnost matice A najdeme pomoci elementarnich rédkovich iprav ma-
tice A. Rika se ji proto také vddkovd hodnost matice A. Hodnost transpo-
nované matice A’ najdeme pomoci elementarnich fadkovych tiprav matice
AT tj. pomoci elementarnich sloupcovyjch tprav matice A. Hodnost trans-
ponované matice AT se proto také ¢asto nazyva sloupcovd hodnost matice A.
Posledni Vétu 3.15 proto mtzeme také vyjadrit slovy: rddkovd a sloupcovd
hodnost kazdé matice se rovnaji. Jiny dukaz této dulezité véty si ukazeme
pozdéji. Bude zalozeny na nasledujicim tvrzeni.

Vynésobit matici A reguldrni matici P zleva je totéz, jako udélat po-
sloupnost elementarnich fadkovych tuprav matice A. Elementarni radkové
upravy zachovavaji lineadrni vztahy mezi sloupci matic v nasledujicim smyslu.

Tvrzeni 3.16 Jsou-li A a B matice stejného tvaru m x n a B = PA pro
néjakou regularni matici P, pak plati

A=) ciA, pravékdyz By =) B
i#k ik

Dukaz. Plati-li
A=) cihAu,
ik

vynasobime tuto rovnost zleva matici P. Dostaneme podle Tvrzeni 3.7

ik ik
= ZciPA*i = ZQ[PA]*Z' = ZCiB*i-
itk ik ik
Naopak, plati-li
B., =Y ¢iBu,
itk

vynasobime tuto rovnost zleva inverzni matici P~! a postupujeme zcela
stejné nebot A =P~1B. O

LU faktorizace

Nyni se budeme zabyvat feSenim né€kolika soustav n linedrnich rovnic o
n neznamych Ax = by, Ax = by, Ax = bgs, ..., kde A je requldrni matice
tadu n a by, bg, bs, ... jsou rtizné vektory pravych stran. VSechny soustavy
tak maji jednoznacné feseni podle Véty 3.9 a Véty 2.7. Kazdou soustavu
muzeme vytesit zvlast tim, Ze rozsifenou matici soustavy [A|b,| pfevedeme
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Gaussovou eliminaci do matice [E|c,]| v fadkové odstupniovaném tvaru, a na-
slednou zpétnou substituci. Pfi téchto vypoctech mnoho operaci opakujeme.
Jde o ty operace, kterymi spole¢nou matici vSech soustav A prevadime do
radkové odstupnovaného tvaru E.

Vyfesime-li prvni soustavu Ax = bj, ziskdme tim znalost matice E.
Ta nam ale pfi feseni dalsi soustavy Ax = by piiliS§ nepomtize. Nezname
totiz vektor co — posledni sloupec matice [E|cg]. Ten zavisi spi§ na tom, jak
probihd vypocet matice E, jakymi elementarnimi fadkovymi Gpravami ji z
matice A dostaneme. Stejné elementarni fadkové tpravy potom prevedou
sloupcovy vektor bo do vektoru co. Potfebujeme najit zpisob, jak uchovat
informaci o prubéhu Gaussovy eliminace, nikoliv pouze o jejim wvysledku.
Rozklad matice A v soucin dvou vhodnych matic LU je zptisob uchovéani
potfebné informace o priibéhu Gaussovy eliminace. Nazev LU faktorizace
pochézi z anglickych slov lower (dolni) a upper (horni). A slova dolni a
horni objasnuje nasledujici definice.

Definice 3.17 Ctvercovd matice A = (a;;) Tdadu n se nazgvd dolni troji-
helnikovéd matice, pokud a;; = 0 pro i < j, tj. pokud se prvek a;; nachdzi
nad hlavni diagondlou.

Matice A se nazjvd horni trojuhelnikovad matice, pokud a;; = 0 pro
1> j, tj. pokud se prvek a;; nachdzi pod hlavni diagondlou.

Pro zacatek hledani matic L a U budeme navic predpokladat, ze v pri-
béhu Gaussovy eliminace pouzité na matici A se nikdy na misté pro pivot
neobjevi ¢islo 0. Tento predpoklad znamend, Ze pfi Gaussové eliminaci ne-
musime pouzit prvni elementarni radkovou tpravu prohazujici dva radky.
Vystacime pouze se tfetimi elementarnimi fadkovymi tpravami, pti kterych
postupné vzdy odecéitame nasobky néjakého radku od vsech radkt pod nim.
Témto elementarnim Ffadkovym tupravam odpovidé nésobeni zleva elemen-
tarnimi maticemi tf¥etiho druhu Ej;(l) pro j > 1.

Podivame se, jaké elementarni radkové upravy potiebujeme k tomu,
abychom vynulovali vSechny prvky v prvnim sloupci matice A pod pivotem
a1 # 0. K tomu potfebujeme pro j = 2,...,n odecist od j-tého radku ;-
nasobek prvniho radku, kde [;; = ajlal_ll. Tohoto efektu dosdhneme podle
Tvrzeni 3.7 tak, Ze matici A vynasobime zleva matici

1 00 .- 0
—lyy 10 -+ 0
Ty=| ~la 01 -~ 0

Iy 0 0 --- 1
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Po prvnim prtabéhu hlavniho cyklu Gaussovy eliminace tak dostaneme ma-
tici

ajl] a2 a3 --- Qalp

bao b2z - bop

TA=| 0 b2 bgz -+ bsn
0 bn2 bn3 Tt bnn

Podle naseho predpokladu je prvek na misté pro druhy pivot boo # 0.
Gaussova eliminace tedy pokracuje tim, ze postupné odecitame /;2-nasobky
druhého rddku od vSech fadkid pod nim, kde koeficient ljo = bj2b§21 pro
j = 3,...,n. Efekt druhého pribéhu hlavniho cyklu Gaussovy eliminace
dosahneme tak, Zze matici T1 A vynasobime zleva matici

1 0 0 - 0
0 1 0 -0
Ty—=| 0 —lz 1 - 0
0 —ln2 0 -+~ 1

Po dvou prubézich hlavniho cyklu Gaussovy eliminace tak dostaneme matici

ail] a2 a3 -+ QAip

0 by baz -+ b2,

TyT1A = 0 0 c33 -+ csn
0 0 cp3 - Cnn

Opét c33 # 0 a pokracujeme vynulovanim vsSech prvkd matice ToT1 A
pod pivotem cs3. Efekt k-tého cyklu Gaussovy eliminace dosdhneme pro
k=1,2,...n— 1 vynasobenim dosud vypocitané matice zleva matici

10 --- 0 0 --- 0
01 --- 0 0 --- 0

Te=100 --- 1 o --- 01,
00 -+ —lpyqp 1 -~ 0
00 -+ —ly 0 --- 1

kde —I,,  je ndsobek k-tého fadku, ktery pficitdme k m-tému fadku pro
m=k+1,...,n.
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Po skonceni Gaussovy eliminace tak dostaneme matici
T, 1---ToT1A=E.

Protoze matice E je v fadkové odstupniovaném tvaru (a ¢tvercova), je horni
trojihelnikova. Nadale ji tedy budeme znacit U = (u;;). Dostavame tak
rovnost

A=T;'T;' T, ! U.

Pfimym vypoctem zjistime, ze

10 --- 0 0 --- 0
1 0 0 0
T,'=]0 0 1 0 0
0 0 let1p 1 0
00 -+ Ly 0 -1
prok=1,2,...,n— 1. A dalsim pfimym vypoctem najdeme soucin
1 0 0 --- 0
loy 1 0 --- 0
Tyt Tyt = B 2 1o 0
lnl ln2 ln3 e 1

Matice T;!T5 ! --- T}, je tedy dolni trojithelnikové a oznacime ji proto
L. Dostavame tak rozklad A = LU. Tomuto rozkladu fikame LU faktorizace
matice A. Dulezité je podivat se na podobu matice L. Jakou roli hraje prvek
l;j, pro i > j, pii vypoc¢tu matice U = E Gaussovou eliminaci? Po j —1 pri-
bézich hlavniho cyklu Gaussovy eliminace jsme dostali matici T;_1---T1A.
Pii j-tém priubéhu Gaussovy eliminace vynulujeme prvek na misté (7, j) tim,
ze od i-tého radku odecteme [;j-nésobek j-tého radku. Cislo l;j je tedy to
Cislo, které pouzivame pii vynulovani prvku na misté (7, j). Prvky matice L
proto nemusime zvlast pocitat, vypocitame je pii Gaussové eliminaci.

Cviceni 3.12 Najdéte LU faktorizaci nékolika matic, pro které LU faktori-
zace existuje. Napiste program pro vypocet LU faktorizace matice.
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Mozna nékoho z vas napadlo, jak dobfe uchovévat informace o poloze ¢i-
sel 1;;. Kdyz tieti elementarni fadkovou tpravou vynulujeme prvek na misté
(i,7), zapiSeme si koeficient /;; na misto (¢, j) jingm typem pisma, nebo jej
zakrouzkujeme, aby bylo jasné, Ze jde o prvek matice L a nikoliv matice U.
Nasledujici lloha ukazuje tento postup.

Uloha 3.2 Najdéte LU faktorizaci matice

2 2 2
A=|4 7 7
6 18 22

ResSeni. Poc¢itame Gaussovu eliminaci matice A. Prvky [;; zapisujeme
na prislusna mista tucné:

2 2 2 2 2 2 2 2 2
A=|4 7 7 ~ 2 3 3 ~| 2 3 3
6 18 22 3 12 16 3 4 4
Proto A = LU pro
100 2 2 2
L=]2 10 a U=1[|0 3 3
3 4 1 0 0 4

O
Pokud jiz zname LU faktorizaci A = LU, miZzeme pomérné snadno
vyresit libovolnou soustavu Ax = b. Prepiseme ji do tvaru

Ax=L(Ux)=b

a ozna¢ime y = Ux. ResSeni soustavy Ax = b se tak rozpadne na feSeni
dvou soustav

Ly=b a Ux=y.

ODbé soustavy snadno vyreSime vzhledem k tomu, Ze obé matice L a U
jsou trojuhelnikové. Soustavu Ly = b, tj.

1 0 0 ---0 n by
l91 1 0 - 0 Y2 bo

l31 I3z 1 - 0 y3 | = | b3

lnl ln2 ln3 e 1 Yn bn
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primou substituci

Y1 ="01, y2=>bz —la1yr, y3=bz —lz1y1 — 322, atd.
Obecné muzeme feseni soustavy Ly = b vyjadfit ve tvaru

i—1

y1:b1 a yzzbz_zllkyk pro i:2>37"'7n'
k=1

Pokud jiz zname feSeni y soustavy Ly = b, najdeme feSeni soustavy
Ux = y standardni zpétnou substituci. Oznacime-li U = (u;;)

1 - .
xn:y—n, a x;,=— |y — Zuikxk pro i=n—1,n—-2,...,1.
Unn Uig k—it1

Miizete si sami spocitat, ze pokud jiz zname LU faktorizaci A = LU,
pak Feseni soustavy Ax = b timto zptisobem vyzaduje n? nasobeni/déleni
a n? — n s¢itani/odecitani. Pokud bychom méli fesit pouze jednu soustavu
Ax = b, neni vyuziti LU faktorizace zadnou velkou vyhodou. Pokud ale
mame pozdéji fesit dalsi soustavu Ax = ¢ s jinou pravou stranou, pomiize

nam znalost LU faktorizace urychlit feseni.

Cviceni 3.13 Najdéte néjakou soustavu Ax = b, kterou lze vyresit pouze
pomoct tretich elementdrnich Tadkovych uprav. Béhem teseni soustavy Gaus-
sovou eliminact najdéte LU faktorizaci matice A. S jeji pomoci vyreste ne-
kolik dalsich soustav Ax = c.

Cviceni 3.14 Vypoditejte inverzni matici A~ k requldrni matici A vddu
n tak, Ze najdete 1eseni n soustav Ax = e; proi = 1,2,...,n pomoci LU
faktorizace matice A. Srovnejte pocet operact, které jsou k tomuto vypoctu
potreba, s poctem operaci pri viypoctu pomoci Gaussovy-Jordanovy elimi-
nace.

Cvicéeni 3.15 Dokazte, Ze pokud pro ctvercovou matici A 7ddu n plati A =
LU a

o matice L = (l;;) je dolni trojuhelnikova, matice U = (u;;) je horni
trojuhelnikovd, obé rddu n,

e lii=lau;#0proi=1,2,...,n,

pak jsou matice L a U urcené matici A jednoznacné.
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Ne kazda regularni matice mé LU faktorizaci. Snadno si ovéfite, Zze nee-
xistuje nenulové ¢islo uy1, pro které plati

0 1 1 0 Ul U2
1 1 l21 1 0 U22

Nasledujici cviceni je dost obtizné. Pokud je zkusite a nezvladnete, mi-
Zete najit feseni v ¢asti 3.10. v Meyerové ucebnici na webu.

Cviceni 3.16 Dokazte, Ze ndsledugjici tvi turzent jsou ekvivalentni:

e reguldrni matice A = (a;j) fddu n md LU faktorizaci ve smyslu pred-
choziho cvicent,

e v prubéhu Gaussovy eliminace pouzit€é na matici A se na misté pro
pivot nikdy neobjevi ¢islo 0, tj. Gaussova eliminace vystaci pouze se
treti elementdrni radkovou dpravou,

e kazdd matice

ail a2 - A1k

a1 G2 -+ G2k

ag1 Qg2 - Qgk
je requldrni pro k =1,2,... n.

Nyni si ukazeme, jak rozlozit regularni matici, ktera nema LU faktorizaci,
v soufin tii matic — dolni trojihelnikové matice, horni trojihelnikové matice
a néjaké matice, které fikaime permutacni.

Definice 3.18 Ctvercovd matice P fddu n se nazjvd permutacni, miZeme-
liv i vyjadrit jako soucin elementdrnich matic proniho druhu o Tddu n.

Kazd4 permutacni matice je tedy regularni, nebot je sou¢inem elementarnich
matic, které regularni jsou.
Jesté si ukdzeme vyjadieni matice

10 --- 0 0 --- 0
01 0 0 0

Te=| 0 0 1 0 0|,
00 g1 1 0
00 L 0 1
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se kterym se lépe pocita. Oznacime

0
etk
le+2,k

Cir =

lnk

a jeSté pripomeneme, ze symbolem e; oznacujeme k-ty sloupcovy vektor
jednotkové matice I,,. Pfimjym vypoctem potom ovéiime, ze plati

T
Tk = In — Cr€p, .

Maticim, které mutizeme vyjadiit v tomto tvaru, budeme fikat elementdrni
dolni trogihelnikové matice. Pfipomeiime jesté, Ze symbolem Ej_; 4 ; ozna-
¢ujeme elementarni matici prvniho druhu. Pro tuto matici plati rovnost
G{Ek+i,k+j = ez, jak si rovnéz snadno ovéfime pfimym vypoctem. Vzhle-
dem k tomu, ze také plati Ezﬂ-’kﬂ- =1,,, dostavame

_ T _
Ertikti TrBryiktj = Brgipri(In — crey ) Eppipyy =

_ B2 T _ T

=Ei ik — Ertikricner Exrikrs = In — (Eptiptjor)ey -

Oznacime si €, = Ej; 4 ci. Potom se matice
T — T
Ty = Egyikti TeErrikt; = Ln — Crey

lisi od matice T, pouze tim, Ze jsou v ni prohozené prvky Iy a lg4jx. Je
to rovnéz elementarni dolni trojuhelnikova matice.

Po této pripravé se mizeme vratit k problému, jak se vyporaddat se si-
tuaci, kdy po probéhnuti k£ hlavnich cykli Gaussovy eliminace dostaneme
v matici Ty ---T1 A na misté (k+ 1,k + 1) pro k + 1-ni pivot ¢islo 0. Nyni
musime pouzit prvni elementarni ipravu prohazujici k + 1-ni fadek s k + j-
tym faddkem pro néjaké j > 1. Prislusnou elementarni matici prvniho druhu
si oznacime E = Eji1 ;. Vzhledem k tomu, Ze E? = I,, tak dostaneme
matici

ET, - T;A = ET.E2T, E?...E2TE%A =
= (ET4E)(ET;_.E)--- (ET;E)EA =
= T,T)_1---T.EA.
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Kazdou z elementarnich dolnich trojuhelnikovych matic T,, p=1,....k
dostaneme z matice T), tak, Ze v ni prohodime prvky na mistech (k+1,p) a
(k+7, p). Soucin Ty Tk_1 - - - Ty se proto od soucinu Ty, - - - T 1isf tim, Ze jsme
v prvnich k sloupcich prohodili prvky, které se nachazeji v (k+1)-nim fadku
a (k + j)-tém fadku. Neni to elementarni fadkova tprava!! Neprohazujeme
totiz cely (k + 1)-ni fadek s celym (k + j)-tym fadkem. Prohazujeme pouze
ty prvky z obou radki, které odpovidaji multiplikdtortm [,,,.

Posledni vypocet ukazuje, Ze efekt prvni elementarni Ffadkové upravy
na matici ETy ---T1A dosdhneme také tak, ze tuto elementarni radkovou
upravu udéldme pouze na matici A a soucin elementarnich dolnich troja-
helnikovych matic Ty, - - - T1 nahradime sou¢inem jinych elementarnich troj-
thelnikovych matic T;Tj_; --- T;.

Pokud tedy v pribéhu Gaussovy eliminace musime nékolikrat pouzit
prvni elementarni fadkovou tpravu, kterym odpovidaji elementarni matice
prvniho druhu E, ... E,, pak vysledkem Gaussovy eliminace bude horni
trojihelnikova matice

U=T, 1Ths- Ti(E,---E}A.

Souéin dolnich elementarnich trojthelnikovych matic L = T, Tp_s---T1
je dolni trojihelnikova matice Soucin elementarnich matic prvniho druhu
P =E, - --E; je permutacni matice. Dostavame tak rozklad

PA = (T{!T;'---T;!)U

n—1

Protoze inverzni matice k elementarnim dolnim trojihelnikovym maticim
'i‘k =1, — Ekeg se rovnaji ’i‘,;l =1, + Ekef, jsou rovnéz elementarni dolni
trojuhelnikové. Jejich soucin L = TIITQ_ ... T;il je proto dolni trojthel-
nikova matice.

Dostavame tak LU faktorizaci PA = LU matice PA misto matice A,
jejiz LU faktorizace nemusi existovat. Prakticky postup nalezeni permu-
tacni matice P a LU faktorizace PA = LU si ukadZzeme v néasledujici tloze.
Zdtvodnéni spravnosti postupu je podobné jako v pfipadé matic, pro které
primo existuje LU faktorizace.

Uloha 3.3 Pousijte parcidlni pivotaci na matici

1 2 -3 4
4 8 12 -8
2 3 2 1
-3 -1 1 -4

A=

a najdéte LU faktorizaci PA = LU, kde P je prislusnd permutacni matice.
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Reseni. Multiplikatory l,, budeme opét vyznacovat tuéné. Abychom
po skonceni vypoctu mohli rekostruovat matici P, pfidame si k matici A
kontrolni “sloupec pravych stran” p, ktery tvoii rizna ¢isla. Provadime-li v
pribéhu Gaussovy eliminace prvni elementarni fadkovou tpravu, prohazu-
jeme nejen prvky prislusné matice, ale i multiplikdtory, které si piSeme na
prislusnd mista stejné jako jsme to délali v predchozi tiloze.

1 2 -3 4 1 4 8 12 -8 2
4 8 12 -8 2 1 2 -3 4 1
[Alb] =1, 3 2 1 3|71 2 3 2 1 3|7
3 -1 1 -4 4 3 -1 1 -4 4

4 8 12 -8 2 2
1/4 0 -6 6 1 4
1/2 -1 -4 5 3|7 | 1/2 -1 -4 5 3
-3/4 5 10 —10 4 1

8

4 8 12 -8 2 4 8 12 - 2
-3/4 5 10 —-10 4 -3/4 5 10 -10 4
1/2 -1/5 -2 3 3 1/4 0 -6 6 1
1/4 0 -6 6 1 1/2 -1/5 -2 3 3
4 8 12 -8 2
-3/4 5 10 —-10 4
1/4 0 —6 6 1 |-
1/2 -1/5 1/3 1 3
Proto
1 0 0 0 4 8 12 -8
_ —3/4 1 0 O 10 5 10 -10
L 1/4 0 1 0|’ U= 00 —6 ©6
1/2 -1/5 1/3 1 00 O 1
a
01 00
0 0 0 1
P = 1 0 0O
0 010
Od

Méme-li nyni fesit soustavu Ax = b, u které neexistuje LU faktorizace
matice soustavy A, najdeme postupem z predchozi tloha permutacni matici
P a LU faktorizaci PA = LU. Potom misto soustavy Ax = b fesime ekvi-
valentni (ekvivalentni proto, Ze P je regularni matice) soustavu PAx = Pb.
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A protoze matice PA nové soustavy uz ma LU faktorizaci, mizZeme pouzit
dfive uvedeny postup.

Cviceni 3.17 Zvolte néjakou soustavu Ax = b, jejiz matice A je reguldrni,
ale nemd LU faktorizaci. Najdéte matici P, pro kterou md soucin PA LU
faktorizaci, najdéte ji a vyreste pivodni soustavu pro nekolik riznych pravich
stran b.

Strassenuv algoritmus pro rychlé nasobeni matic

Pocatkem Sedesatych let minulého stoleti dostal rusky matematik Ka-
racuba napad, jak urychlit nasobeni ¢isel. Jeho napad je velmi jednoduchy.
Maéme-li vynéasobit dvé n-mistna ¢isla x,y vyjadfenad v soustavé o zakladu
0, napiseme si je ve tvaru

T =af"? +b, Yy = 8?2 +d.
Po vynasobeni dostaneme
z-y = (aB"? +b)(c8"? + d) = acB™ + (ad + bc)FY? + bd.

Pro vypocet soudinu tak potfebujeme ¢tyfi ndsobeni a jedno séitani. Sou-
¢iny ac, ad, be a bd jsou souciny n/2-mistnych éisel, kterd mizeme vynésobit
stejné, atd.

Karacubiiv algoritmus spoc¢iva v tom, Ze misto ¢tyf soucini ac, ad, be, bd
spo¢itdme pouze t¥i soudiny ac, bd a (a — b)(d — ¢). Potom plati

z-y = (af™? +b)(cB? +d) = acB™ + [(a — b)(d — ¢) + bd + ac]Bp, + bd.

Stejny soudin tak spocitdme pomoci 3 ndsobeni a 4 séitani/od¢itani. Jed-
notlivé souciny pocitdme stejnym zptusobem. Pro dostateéné velkd n (v li-
teratufe se obvykle uvadi n > 500) pfevazi zmenSeni poc¢tu nésobeni nad
zvétSenym poctem séitani/od¢itani a Karacubtv algoritmus za¢ne byt rych-
lejsi.

O nékolik let pozdéji Volker Strassen piisel na to, jak podobnym zpiso-
bem urychlit nasobeni velkjch matic. Mame-li vynasobit dvé matice

a1l a2 bi1 b2
as  a bar b2 )’

a postupujeme-li podle definice, potfebujeme 8 nasobeni a 4 s¢itani. Strassen
ukazal postup, jak vystacit pouze se 7 ndsobenimi a 15 s¢itanimi/od¢itanimi.
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Pocital napred soucty

s1 = ag1+as, ti1 = bz — b,
sy = s1—ai, ta = by —t,
s3 = a1 —asy, t3 = by — bay,
sS4 = aizg—S2, tg = t2—bar.
Poté spocital 7 soucint
p1 = anbi, ps = sity,
p2 = ai2bo1, pe = soto,
p3 = Sabe, pr = ssts.
D4 = a2ty
A nakonec opét séital
ur = pi1+p2, Us = u4-+ps,
Uz = p1+Dps Us = U3 — P4,
uz = u2+pr, Uy = U3+ Ps.
Ug = U2+ Ps,

Potom mu vyslo

air a2 bin bz | _ [ w1 us
a1 G2 ba1  ba2 ug uy |

Mame-li vynasobit dvé ¢tvercové matice A, B fadu n = 2*, rozdélime
si kazdou na ¢tyfi étvercové matice fadu n/2 a vynésobime je predchozim

postupem
A:(All A12>’ B:<B11 B >
Ay Ay Bo1 B

Kazdy ze 7 soucini matic poloviéniho fadu n/2, které potfebujeme, opét
spocitame Strassenovym algoritmem, atd. Lze ukazat, ze Strassentuv algorit-
mus vyzaduje celkem nlo827 2,807 nasobeni za cenu podstatného zvyseni
poétu séitani/odc¢itani. Pozdéjsi vylepSeni Strassenova algoritmu dokazala
snizit pocet nasobeni az na n?376. Néktefi matematici vyjadiuji domnénku,
Ze lze pocet nasobeni snizit dokonce az na n?, nikdo to ale dosud nedokazal.
Praktické experimenty ukazuji, Ze algoritmy Strassenova typu jsou rychlejsi
nez klasicky algoritmus vyzadujici n® nasobeni, jiz pro nasobeni matic ¥adu
100.

Strassentlv algoritmus vyvolal v sedmdesatjch letech minulého stoleti
velky zdjem o hledani “rychlych” algoritmt pro feseni nejriiznéjsich dloh.

~nNn



