Kapitola 5

Vektorové prostory

sy

V pfedchozi kapitole jsme podstatnym zptisobem rozsifili nasi predstavu
o0 tom, co je to cislo. Nadéle jsou pro nas dtlezité piredevsim vlastnosti
operaci s¢itani a nasobeni ¢isel, o kterych pouze predpoklddame, ze splnuji
podminky Definice 4.1. Samotna ¢isla tak dtlezita nejsou.

Podobné nyni rozsifime pojem vektoru tak, aby jeho souradnice mohly
pochézet z libovolného télesa T. Nasledujici definice bezprostfedné zobec-
niuje Definici 1.1.

Definice 5.1 Predpokladime, Ze T je néjaké teleso. Vektor dimenze n nad

télesem T je usporddand n-tice (x1,x2,...,x,) proki télesa T. Cislo x;
nazyvame i-td soutadnice tohoto vektoru. Jsou-li vektory (x1,x2,...,2Ty) a
(Y1, Y2, - - -, Yn) stejné dimenze n a nad télesem T, pak jejich souctem rozu-

mime vektor

(X1, 22, ..., Tn) + (Y1, Y2, - Un) = (T1 + Y1, 22+ Y2, . .., T + Yn)-

Soucet dvou vektori dimenze n nad télesem T je tedy opét vektor dimenze
n nad télesem T.
Je-li a € T, pak sou¢inem prvku a a vektoru (x1,x2,...,%,) rozumime
vektor
a(x1,xa,...,Ty) = (ax1,ax2, ..., axy,).

Soucin prvku a € T a vektoru dimenze n nad télesem T je proto opét vektor
dimenze n nad télesem T.

MnoZinu vsech vektori dimenze n nad télesem T spolu s praveé definova-
nymi operacemi scitdni vektord a ndsobeni vektoru prvkem télesa T nazy-
vame aritmeticky vektorovy prostor dimenze n nad télesem T. Oznacovat
jej budeme T".
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Scitani vektorti stejné dimenze nad télesem T a jejich nasobeni prvky
z télesa T méa fadu vlastnosti spoleénych se séitdnim a nasobenim prvkiu
télesa T. Mizete si to snadno ovétit v nasledujicim cviceni.

Cviceni 5.1 Dokazte, Ze v aritmetickém vektorovém prostoru T™ nad téle-
sem T pro libovolné tri vektory x,y,z € T™ a prvky a,b € T plati

1. x+(y+2z)=(x+y)+z,
2. x+y=y+x,

3. pro nulovy vektor 0 = (0,0,...,0) plati 0 + x = x,
—_——
n

4. je-li x = (x1,x2,...,2n) a oznacime-li —x = (—x1,—T2,...,—Tp)
opaény vektor k vektoru x, pak plati (—x) +x =0,

1x =x,
a(bx) = (ab)x,

(a+b)x = ax + bx,

™ NS ™

a(x+y)=ax+ay.

Pokud se vratite ke Cviceni 3.1, tak zjistite, ze sc¢itani redlnych matic
tvaru m xn a nasobeni téchto matic redlnymi ¢isly ma zcela stejné vlastnosti.
Stejné vlastnosti ma také s¢itdni matic tvaru m X n s prvky z télesa T a
jejich nasobeni prvky télesa T.

Existuje fada dalsich priklad@ mnozin, jejichz prvky lze scitat a nasobit
prvky néjakého télesa a tyto operace maji vlastnosti vycislené v pfedchozim
cviceni. Podobné jako v pripadé téles neni dulezita konkrétni podoba prvka
téchto mnozin, ale algebraické vlastnosti operaci s¢itani a nasobeni prvky
télesa T. Nasledujici dulezita definice shrnuje vlastnosti pocitani s vektory
a maticemi, které povazujeme za dtlezité.

Definice 5.2 Predpokliddme, Ze T je téleso. Ddle predpokliddme, Ze V je
néjakd mnozina, na které je definovand operace sc¢itdni a ndsobeni prvki te-
lesa T s proky mnoZiny V. Pokud tyto operace splriuji ndasledujici podminky,
pak Tikdme, Ze mnoZina V spolu s témito operacemi tvori vektorovy prostor
nad télesem T. Podminky pro scitdni jsou

(A0) soucet x+y €V pro libovolné prky x,y € V,
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(A1) plati (x+y)+z=x+ (y+2) pro libovolné x,y,z € V,
(A2) plati x +y =y + x pro libovolné dva prvky x,y € V,
(A3) existuje prvek 0 € V takovy, Ze 0 + x = x pro kazdy prvek x € V,

(A4) ke kazdému prvku x € V existuje prvek —x € V, pro ktery plati, Ze
(—x) +x=0.

Dadle nasleduji axiomy pro ndsobeni prvku télesa T s prvky mnoZiny V:
(NO) soucin ax € V pro libovolné prvky a € T ax €V,
(N1) plati 1x = x pro jednotkovy prvek 1 € T a libovolny prvek x € V,

(N2) plati a(bx) = (ab)x pro libovolné dva prvky a,b € T a kaZdy prvek
xeV,

(N3) plati (a+b)x = ax+bx pro libovolné dva prvky a,b € T a kaZdy prvek
x eV,

(N4) plati a(x+y) = ax+ ay pro libovolny prvek a € T a kaZdé dva proky
x,y € V.

Proky vektorového prostoru V nazgvame take vektory a prvkim télesa T v
takovém pripadé Tikame skalary.

Axiomy pro s¢itani prvka vektorového prostoru jsou zcela stejné jako
axiomy pro scitani v néjakém télese. Dalsi komentaf nepotrebuji. Naproti
tomu axiomy pro nasobeni skalari s vektory jsou zcela jiné nez axiomy pro
nasobeni prvki néjakého télesa. Piedevsim je tfeba si uvédomit, ze neni de-
finovan soucin dvou vektort, ale soucin skalaru a vektoru (v tomto poradi!).
Soucin vektoru se skalarem xa jsme nedefinovali. Proto také nemé smysl
mluvit o komutativité nasobeni ve vektorovém prostoru — jeden z obou sou-
¢inll prosté nema smysl. Ze stejného divodu jsme museli uvést dva rtizné
axiomy distributivity (N3) a (N4). Axiom asociativity nasobeni ve vektoro-
vém prostoru (N2) je také tieba upravit kvili jinému charakteru nasobeni
ve vektorovém prostoru. A nakonec axiom (N1) fika, Ze jednotkovy prvek
télesa T je neutralni vzhledem k néasobeni ve vektorovém prostoru.

Stejné jako v pripadé téles nejdfive uvedeme nékolik bezprostfednich
disledku axiomu vektorového prostoru.

Tvrzeni 5.3 V kaZdém vektorovém prostoru V nad télesem T plati
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1. nulovy vektor 0 je urceny jednoznacné

opacny vektor —x je urceny vektorem x jednoznacné,
—(—x) = x pro kazdy vektor x € V,

0x = 0 pro kazdy vektor x € V,

a0 = 0 pro kazdy skaldr a € T,

—x = (—1)x pro kazdy vektor x €V,

NS T e e

jestlize ax = 0, pak bud a =0 nebo x = 0.

Dukaz. Dtikazy jsou ve stejném duchu jako dtikazy jednotlivych vlast-
nosti téles v Tvrzeni 4.2. Nebudeme proto uvadét pro kazdou rovnost ze
kterého axiomu, pripadné diive dokazané vlastnosti vektorovych prostori,
plyne. Muzete si to v pfipadé pochybnosti ovéfit sami.

Vlastnosti 1, 2, 3 a 4 se dokazuji iplné stejné jako vlastnosti 1, 2, 3 a 4
v Tvrzeni 4.2.

Podobné jako vlastnost 4 se dokazuje také vlastnost 5: z axiomu (N4) a
(A3) plyne

a0 = a(0 + 0) = a0 + a0.

Pfi¢tenim vektoru —(a0) k obéma stranam rovnosti a0 = a0+a0 dostaneme
0 = a0.
6. Pfimym vypoctem dostaneme (vSimnéte si pouziti axiomu (N2))

0=0x=(—1+1)x=(-1x+1x=(-1)x+x.

Z jednoznac¢nosti opac¢ného vektoru k vektoru x plyne rovnost —x = (—1)x.
7. Je-li a # 0, pak miizeme rovnost ax = 0 vynésobit skaldrem a 1.

Dostaneme tak

x=1x=(a"ta)x =a(ax) = a0 = 0.

O

Aritmeticky vektorovy prostor 7" dimenze n nad télesem T je zdklad-
nim pfikladem vektorového prostoru. Ze Cviceni 3.1 plyne, ze také mnozina
R™*™ redlnych matic tvaru m x n spolu s operacemi séitdni matic a néso-
beni matic redlnymi ¢isly je vektorovy prostor nad télesem realnych cisel R.
Podobné mnozina 7™*"™ v8ech matic tvaru m x n s prvky z télesa T spolu
s operacemi s¢itani matic a nasobeni matic prvky télesa T je vektorovy
prostor nad télesem T.
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Nasleduji piiklady vektorovych prostort, jejichz prvky nejsou ani vektory
v obvyklém smyslu slova ani matice.

Priklad 5.4 Mnozina R[x] vSech redlnijch polynomi spolu s operacemi s¢i-
tani a nasobent polynoma redlnym cislem tvori vektorovy prostor nad télesem
redlnych c¢isel R. (Ovérte vsechny axiomy!)

Podobné tvori vektorovy prostor nad télesem R mnoZina R<y[x] vsech
redlngch polynomi stupné nejvyse n (véetné nulového polynomu) spolu s
operacemi sc¢itdni polynomi a ndsobeni polynomi redlnym cislem.

Redlnd cisla v predchozich dvou odstavcich nejsou duleZitd. Stejné tak
muzeme uvaZovat mnozinu T[x] polynomi jedné promeénné s koeficienty v
libovolném télese T. Spolu s operacemi scitdni polynomi a ndsobeni poly-
nomi pruky télesa T tvori mnozina T[x] vektorovy prostor nad télesem T.

Také mnozina T <, [x] vSech polynomi stupné nejvyse n (véetné nulového
polynomu) s koeficienty v télese T tvori s operacemi scitani polynomi a
ndsobeni polynomi proky télesa T vektorovy prostor nad T.

Dalsi priklady vektorovych prostort jsou tvorené funkcemi.

Priklad 5.5 Mnozina vsech redlnyjch funkci f : [0,1] — R definovangch na
uzavieném intervalu [0, 1] tvori vektorovy prostor nad R spolu s operacemi

(f+9)(@) = f(2) +9(z),  (Kf)(x) =kf(z).

Se stejné definovanymi operacemi tvori vektorovy prostor nad R také
mnozina vSech spojitych redingch funkci definovangch na intervalu [0,1].

Dalsi vektorovy prostor nad R tvori mnoZina vsech diferencovatelnych
funkei f 1 [0,1] — R spolu se stejnymi operacemi jako v predchozich dvou
odstavcich. (Ovérte si ve vSech trech pripadech platnost vSech axiomi vekto-
rového prostoru.)

Kazd4 diferencovatelna funkce f : [0,1] — R je spojitd na celém inter-
valu [0, 1]. Mnozina vSech diferencovatelnych funkei definovanych na inter-
valu [0, 1] je tak podmnozinou mnoZiny spojitych funkei na intervalu [0, 1].
Soucet f + g dvou diferencovatelnych funkci f, g : [0,1] — R nezavisi na tom,
sCitame-li je jako diferencovatelné funkce nebo jako spojité funkce. Dulezité
ale je, ze jsou-li f, g diferencovatelné, pak také jejich soucet f + g je diferen-
covatelna funkce. Podobné ani soucin k f realného ¢isla k s diferencovatelnou
funkci f nezavisi na tom, povazujeme-li f za diferencovatelnou funkci nebo
za spojitou. Podstatné je, Ze soucin kf je diferencovatelna funkce, pokud je
f diferencovatelna funkce.
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Prostor diferencovatelnych redlnych funkci definovanych na intervalu
[0, 1] je obsazeny v prostoru spojitych funkci na [0, 1] nejen ve smyslu inkluze,
ale také tim, Ze se v ném pocita s diferencovatelnymi funkcemi stejné, jako
bychom s nimi pocitali ve vétsim prostoru spojitych funkci. Tento vztah mezi
dvéma vektorovymi prostory nad stejnym télesem je dilezity a je obsahem
nasledujici definice.

Definice 5.6 Predpokladime, Ze V je vektorovy prostor nad télesem T. Je-li
neprdzdnd mnozina U C V vektorovy prostor nad télesem T spolu s opera-
cemi definovanymi v prostoru V, tj. spliuje-li axiomy (A0)-(A4) a (NO)-
(N4), pak Fikdme, Ze prostor U je podprostorem prostoru V.

Ve skutec¢nosti neni nutné ovérovat platnost vsech 10 axiomi vektorového
prostoru pro operace definované na podmnoziné .

Uloha 5.1 Neprdzdnd podmnozina U vektorového prostoru V nad télesem
T spolu s operacemi definovanymi v prostoru V je podprostor prostoru V
pravé kdyz spliuje oba aziomy uzavienosti (A0) a (NO). Dokazte.

Reseni. Pokud je U podprostor prostoru V, musi splitovat vsechny axi-
omy vektorového prostoru, nejen (A0) a (NO).

Naopak, pokud U spliuje oba axiomy uzavienosti, vezmeme libovolny
prvek x € U (mnozina U je neprazdna!). Podle axiomu (NO) také (—1)x =
—x € U. Proto podle axiomu (A0) plati také 0 = —x + x € U. Operace
s¢itani na mnoziné U tak spliiuje axiomy (A3) a (A4). Asociativita (Al)
a komutativita (A2) plati proto, ze operace s¢itani prvkt mnoziny U se
shoduje s operaci séitani téchto prvkid v prostoru V, kterd komutativni a
asociativni je.

Ze stejného dtvodu plati pro operaci nasobeni prvki télesa T s prvky
mnoziny U vSechny axiomy (N1)-(N4). O

Kazdy vektorovy prostor V nad télesem T ma urcité dva podprostory.
Jenodprvkovy podprostor N' = {0} a cely prostor V. Témto podprostoriim
fikame trividlni podprostory.

Uloha 5.2 Najdéte viechny podprostory aritmetického rediného prostoru
R2.

Reseni. Pro kazdy nenulovy vektor a = (ai,az)’ ozna¢ime symbolem
L(a) mnozinu {(kay,kas)” : k € R}. Snadno ovéfime, Ze mnozina L(a)
spliiuje oba axiomy uzavienosti a urcuje tak podprostor prostoru R?2.
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Nyni budeme uvazovat podprostor £(a) a vektor b = (by,b2)” & L(a).
To znamena, ze (by,b2)T # (kai,kas)” pro libovolné realné &islo k. Pro
jakykoliv vektor ¢ = (c1, o)’ € R? uvazujeme soustavu linedrnich rovnic

ax+by =

asx + by = co.

Z predpokladu (by,b2)T # (ka1, kaz)? vyplyva, Ze (sloupcovd) hodnost ma-

tice
al b1
a9 b2

této soustavy se rovna 2, protoze hodnost této matice a matice k ni transpo-
nované se rovnaji podle Tvrzeni 3.15. Soustava ma proto jednoznac¢né feSeni.
Existuji tedy redlné ¢isla x, y, pro ktera plati

za+ yb = c.

Kazdy podprostor prostoru R? obsahujici vektory a a b musi obsahovat
vektory ra a yb vzhledem k axiomu uzavienosti (NO) a kvuli axiomu uza-
vienosti na s¢itani (A0) také vektor za + yb = c. Kazdy podprostor pro-
storu R? obsahujici vektory a a b ¢ L(a) se proto rovna celému pro-
storu R2. Kromé trivialnich podprostortt {0} a R? jsou tak podprostory
L(a) = {(kai, kaz)T : k € R} jedinymi netrivialnimi podprostory R? . O
Kazdy podprostor £(a) = {ka : k € R} je pfimka prochazejici poc¢atkem.
Podobné jako v pfedchozi tloze muzete vyfesit nasledujici cviceni.

Cviceni 5.2 Dokazte, Ze netrividlni podprostory tridimenziondlniho redl-
neho aritmetického prostoru jsou primky a roviny prochdzejici pocatkem.

Cviceni 5.3 Teleso redlnijch cisel lze v predchozi iloze a cvideni bez pro-
bléemd nahradit obecnym telesem T. Najdéte vsechny netrividlni podprostory
aritmetickych vektorovych prostori T2 a T2 nad télesem T.

Nyni se vratime k Uloze 5.2 a budeme se zabyvat tam zjisténym fak-
tem, Ze kazdy podprostor R? obsahujici dva vektory a # 0 a b & La se uz
musi rovnat celému prostoru R2. Tuto skuteénost vyjadiujeme slovy, Ze vek-
tory a,b generuji prostor R?. Abychom mohli pojem “generuje” definovat
obecné, dokazeme v nésledujici tloze dva bezprostiedni dusledky definice
podprostoru vektorového prostoru.

Uloha 5.3 Predpokldddme, Ze V je vektorovy prostor nad télesem T. Do-
kaZte, Ze
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o pruntk libovolnych podprostoruU;, © € I, prostoruV je opét podprostor
prostoru V,

o pro kazdou podmnozinu X CV existuje nejmensi (vzhledem k inkluzi)
podprostor prostoru V obsahujici mnoZinu X.

Reseni. Oznacime si
U=\l
el
Abychom dokéazali, Ze U je podprostor V, potfebujeme podle Ulohy 5.1
ovéFit, ze mnozina U spliiuje oba axiomy uzavienosti (A0) a (NO).Jsou-li
X,y € U dva vektory, pak x,y € U; pro kazdé ¢ € I. Kazdd mnozina U;,
i € I, je podprostor V, spliiuje proto axiom uzavienosti (A0), proto také
X+y €eU; prokazdé i € . Tudizx+y € U.

Zcela stejné se dokaze také uzavienost mnoziny U na nasobeni skalary.
Je-li x € U, pak x € U; pro kazdé ¢ € I. Je-li a € T, pak také ax € U;
pro kazdé ¢ € I, proto rovnéz ax € U. Mnozina U tak spliiuje oba axiomy
uzavienosti (A0) a (NO) a je tedy podprostor prostoru V.

Je-li nyni X libovolnd podmnozina prostoru V, oznacime {U; : i € I}
mnozinu v8ech podprostortu V obsahujicich mnozinu X. Pravé jsme dokézali,

ze
U=\l
el
je také podprostor V a ziejmé X C U. Kazdy podprostor ¥V obsahujici mno-
zinu X se rovna podprostoru U; pro néjaké ¢ € I, proto U C U;. Podprostor
U je tedy nejmensi podprostor (vzhledem k inluzi) obsahujici mnozinu X.
O

Definice 5.7 Predpokladdme, Ze V je vektorovy prostor nad télesem T. Je-
li X CV, pak nejmensi podprostor V obsahujici mnoZinu X, jehoZ existenci
jsme dokdzali v Uloze 5.3, nazijudme linedrni obal mnoZiny X a oznacujeme
jej L(X). Rikdme také, Ze mnoZina X generuje podprostor L(X) nebo Ze
podprostor L(X) je generovany mnozinou X. Je-li X = {x1,...,%x,} ko-
necnd mnozina, pak misto L({x1,...,%xn}) budeme psdt L(x1,...,Xy).

Zavedené oznaceni linearniho obalu mnoziny X je v souladu s dfive po-
uzivanym oznacenim L(a) = {ka : k € R}, nebot tato mnozina je ziejmé
podprostor prostoru R? a kazdy podprostor R? obsahujici vektor a musi
podle axiomu (NO) obsahovat vSechny vektory ka pro k € R a tedy celou
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mnozinu {ka : k € R}. Vsimnéte si také, ze kazdy podprostor prostoru V
musi obsahovat nulovy vektor 0 a proto £(0) = {0}.

Nasledujici tvrzeni udava “vnitini” popis linedrniho obalu £(X) mnoziny
X.

Tvrzeni 5.8 Je-li X podmnoZina vektorového prostoru V nad télesem T,
pak plati

n
E(X):{Zaixi:nZO,aiGT,xieXproizl,Q,...,n}.
i=1

Mnozina na pravé strané rovnosti je mnozina vSech moznych linearnich kom-
binaci prvkd mnoziny X. Aby rovnost platila také pro prazdnou mnozinu
X, musime povazovat prazdny soucet za rovny O.

Dukaz. Mnozinu na pravé strané rovnosti si oznacime . Dokazeme
napied, ze U je podprostor prostoru V. Snazsi je dokézat uzavienost na
nasobeni skalary. Je-li totiz

n
X = Z a;X; €U,
i=1
pak také
n n
kx=kY aix; =Y (ka)x; €U.
i=1 i=1
Je-li déle

m
y =Y _bjy;
j=1

dalsi prvek mnoziny U, mtzeme v piipadé€ potfeby pfidat k obéma vyjadie-
nim vektort x a y dalsi vektory s nulovymi koeficienty tak, aby oba vektory
x a y byly linedrni kombinaci stejnych vektori {z1,zs,...,2z,} C X:

P p
X = Z Lz, Y= Z dyzy,.
k=1 k=1

Potom »
X+y= Z(ck + di)zg.
k=1
Mnozina U je tedy podprostor prostoru V.
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Zbyvé dokézat, ze U je nejmensi podprostor prostoru V obsahujici mno-
zinu X. Je-li W D X libovolny podprostor V a

n
X:Zaixi eEu,

i=1

pak podle definice mnoziny U/ plati x; € X C W pro kazdé i = 1,2,...,n.
Proto také a;x; € W pro kazdé i = 1,2,...,n (axiom (NO)). Vzhledem k
axiomu uzavienosti (A0) pak také

n
X = Z a;x; € W.
i=1
Proto U C W pro kazdy podprostor W prostoru V obsahujici mnozinu X.
Protoze uz vime, ze U je podprostor V, dokéazali jsme tak £(X)=U. O
V pfipadé, Ze je mnozina X kone¢nd, tj. X = {x1,X2,...,%,}, pak mi-
zeme linearni obal X vyjadfit jednoduseji.

Dusledek 5.9 Pokud je X = {x1,X2,...,Xn}, pak
L(X) = {i a;x; : a; € T}.
i=1
Dikaz. Oznacme si
U= {zn: a;x; :a; € T}
i=1

Podle Tvrzeni 5.8 plati 4 C L(X). Zbyva dokdzat opa¢nou inkluzi a tu
dokézeme tim, Ze se presvédcime, ze U je podprostor prostoru V. To je ale
snadné. Pokud

n n
X:Zaixieu a y:ZbixiEZ/l,
i=1 i=1
pak také

Xx+y= Z(ai +bx;€eUd a kx= Z(kai)xi ceuU
i=1 i=1

pro libovolny prvek £k € T. O

Podprostory uréené matici

Kazda matice urcuje ¢tyfi podprostory vhodnych aritmetickych vekto-
rovych prostort.
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Definice 5.10 Je-li A = (a;j) matice tvaru m x n s proky z télesa T, pak
sloupcovy prostor matice A je linedrni obal

S(A) = L(Ay1,Ass,... , Auy) CT™

sloupcovych vektoru matice A.
Radkovy prostor matice A je linedrni obal

R(A) = E(Al*, AQ*, - ,Am*) C Tn
radkovych vektord matice A.

Nasledujici jednoduché tvrzeni udavé ekvivalentni popis sloupcového a
radkového prostoru matice.

Tvrzeni 5.11 Pro matici A = (a;;) tvaru m x n s prvky z télesa T plati
e S(A)={Ax:x€T"},
e R(A)={y"A:ycTm}.

Dikaz. Obé tvrzeni jsou jednoducha a jsou pfimym dtsledkem definic.
Je-li z € S(A), pak existuji podle Dusledku 5.9 skalary x1,x2,...,2, €

T, pro které plati
n
i=1

Oznaéime-li x = (r1,29,...,2,)" € T", pak
n
Z AL = Ax
k=1

podle Tvrzeni 3.7.

Vsechny implikace v pfedchozi ¢asti ditkazu mtizeme obratit. Pokud z =
AxT pro néjaky vektor x = (x1,z2,...,2,)] € T", pak podle Tvrzeni 3.7
plati

n
z = Ax! = ijA*j,
=1

tj. z € S(A) podle Dusledku 5.9.
Druhou ¢ast tvrzeni dokazeme zcela stejné. Plati

z € R(A)
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pravé kdyz existuji prvky yi1,vy2,...,ym € T takové, Ze
m
z = Z ymAj*-
j=1
Oznaéime-li y = (y1,¥2,...,Ym)’ € T™, pak podle Tvrzeni 3.7
m
Z yjAj* = yTA.
j=1
Od
Dalsi dva podprostory uréené matici A zavisi na nésledujicim tvrzeni.
Tvrzeni 5.12 Je-li A matice tvaru m X n s prvky z télesa T, pak plati
e mnozina N(A) = {x € 7" : Ax = 0} je podprostor prostoru T",
e mnozina M(A) = {y € T" : y' A = 0} je podprostor prostoru T™.

Diukaz. Obé tvrzeni jsou opét snadna. Dokazeme pouze prvni z nich.
Potfebujeme dokézat, ze mnozina N'(A) = {x € 7" : Ax = 0} spliiuje oba
axiomy uzavfenosti (A0) a (NO). Jsou-li x,y € N(A), pak plati Ax =0 a
Ax = 0. Protoze nasobeni matic je distributivni vzhledem ke s¢itani podle
Tvrzeni 3.5, plati

A(x+y)=Ax+ Ay =0.

Rovnéz

A(kx) =k(Ax)=k0=0

podle Cviceni 3.6.
Druhd cast tvrzeni se dokaze zcela stejné. O

Definice 5.13 Je-li A matice tvaru mxn s proky z télesa T, pak podprostor
N (A) prostoru T™ nazgjvdme (pravy) nulovy prostor matice A. Podprostor
M(A) prostoru T™ nazgvame levy nulovy prostor matice A.

Nasledujici cviceni je snadnym disledkem posledni ¢asti Véty 2.5.
Cviceni 5.4 Je-li A matice tvaru m X n s prvky z télesa T, pak plati
e N(A) = {0} prdvé kdyz pro hodnost matice A plati r(A) = n,

o M(A) = {0} prdvé kdyz pro hodnost matice A plati r(A) = m.



