Kapitola 6
Linearni (ne)zavislost

Také tuto kapitolu zahajime zakladni definici.

Definice 6.1 Predpokldiddme, Ze V je vektorovy prostor nad télesem T. Ri-
kdame, Ze posloupnost vektoru X1, Xa, ..., X, prostoru V je linedrné nezavisla,
jestlize z rovnosti

a1X] + agXy + -+ apnX, =0
plyne, Zeay = ag = --- = a, = 0. V opacném pripadé rikame, Ze posloupnost
X1,X2,...,X, je linedrné zavisla.

Je dulezité uvédomit si explicitné, co znamené, ze posloupnost vektori
X1,X2,...,X, € V neni linedrné nezavisla, tj. ze je linearné zavisla. Znamené
to, ze existuji skalary ai,as,...,a, € T, z nichz aspoii jeden je nenulovy, a
pro které plati

a1X1 + agxg + -+ + apxy, = 0.

Uloha 6.1 Dokaste, Ze pro kazdou requldrni matici P vddun s prvky z télesa
T je posloupnost sloupcovych vektori

P*l, P*2, e 7P*n
linedrné nezavisld v aritmetickém n-dimenziondlnim prostoru T™.
Reseni. Jsou-li ay,as,...,a, € T libovolné skalary, pro které plati
a1P*1 + CLQP*2 + -+ anP*n = 0,

ozna¢ime a = (ay, ag, . .. 7an)T sloupcovy vektor téchto skalart. Tento vek-
tor je feSenim homogenni soustavy rovnic Px = 0. Protoze matice P této
soustavy je regularni, ma soustava pouze nulové feseni podle Véty 2.5. Proto
ay=ay=---=a,=0. 0O
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Cviceni 6.1 Je posloupnost vektori e; = (1,0,0)7,es = (0,1,0)7,e3 =
(0,0,)T € R3 linedrné zdvisld nebo nezdvisld? Miize se na tomto faktu
zmeénit néco tim, Ze povaZujeme posloupnost ey, ez, es za posloupnost vek-
tort z aritmetického prostoru T3 nad libovolnym télesem T 2 Prozkoumejte
linedrnt zdvislost nebo nezdvislost nekolika dalsich posloupnosti vektori z
R3. Mize byt néjakd posloupnost ctyr vektori z R? linedrné nezdvisld?

Cvicéeni 6.2 DokaZte, Ze pro kaZdou regularni matici P vddu n s prvky z
telesa T je posloupnost radkovych vektori

Pi.,Pos,.... Py
linearné nezavisla.
Také nasledujici cviceni je jednoduché a plyne bezprostiedné z definice.

Cviceni 6.3 DokaZte, Ze posloupnost vektori x1,Xo, ..., X, €V je linearné
zdvisld, pokud

e obsahuje nejaky nulovy vektor x; = 0,
o obsahuje dva stejné vektory x; = X; pro i # j.
Jaké koeficienty ai,as, ..., a, stact zvolit v obou pripadech?

Druhé tvrzeni v poslednim cviceni rika, ze v linearné nezavislé posloup-
nosti vektort jsou vSechny prvky navzajem rtizné. Protoze s¢itani vektori ve
vektorovém prostoru je komutativni, plyne z linedrni nezavislosti posloup-
nosti x1,Xa,...,X, linedrni nezavislost jakékoliv posloupnosti x;,,x;,, ...,
x;, , kterou dostaneme z posloupnosti x1, X2, . . . , X, pfehdzenim potadi jejich
prvki. Jinak feceno, indexy i1, 49, . . ., i jsou navzajem razné prvky mnoziny
{1,2,...,n}. To znamend, Ze linedrni nezavislost posloupnosti x1,xa, ...,
X, € V zavisi pouze na prvcich této posloupnosti, nikoliv na jejich poradi.
To vede k nésledujici definici.

Definice 6.2 Predpokladime, Ze V je vektorovy prostor nad télesem T.

Mnozina {x1,%2,...,%Xp} CV je linedrné nezavisla, jestlize z rovnosti
n
Z a;X; = 0
i=1
plyne ay = as = ... = a, = 0. Rikdme, %e mnozina {X1,X2,...,X,} je

linearné zavisla, pokud neni linedrné nezdvisla. Nekonecnd mnozZina X CV
je linedrné nezavisla, je-li kazZda jeji koneénd podmnozina linedrné nezdvisld.
V opacném pripadé je linedrné zavisla.
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Cviceni 6.4 Najdéte néjakou nekonecnou linedrné nezavislou podmnozinu
prostoru vsech polynoma s redlnymi koeficienty. Najdeéte néjakou nekonecnou
linedrné nezdvislou podmnozinu prostoru vsech spojitych redlngch funkci de-
finovangch na intervalu [0,1]. MiZete najit nekonecnou linedrné nezdvislou
podmnoZzinu v prostoru vSech diferencovatelnych funkci na intervalu [0,1]?

Uloha 6.2 Predpokldddme, Ze V je vektorovy prostor nad télesem T. Do-
kazte, Ze plati

o je-li x1,X2,...,X, linedrné nezdvisla posloupnost vektori zV a 1 <
J1 < j2 < -+ < jr < n, pak podposloupnost X;j, ,Xj,,...,X;, posloup-
nosti X1,Xa, ..., Xy, je také linedrné nezdvisld,

o je-li naopak X, ,Xj,,...,X;, linedrné zdvisld podposloupnost posloup-
nosti X1,Xa, ..., Xn, pak je take posloupnost x1,Xa, ..., Xy, linedrné zd-
visld,

o je-li x1,X2,...,%X, linedrné nezdvisla posloupnost a'y € V, pak po-
sloupnost x1,X3,...,Xy,y je linedrné zdvisla prdvé kdyz plati y €
[’(Xlax27 s 7Xn)'

Reseni. Pokud jde o prvni tvrzeni, je-li
X)) + ajpXjy + -+ a5, %5, =0,
polozime a; = 0 pro i # ji, j2,. .., jr. Potom plati také
a1x1 + agxg + - - + apnx, = 0.

7 linearni nezavislosti posloupnosti x1,X2,...,X, plyne a1 = ag = -+ =
an = 0, specidlné tedy také aj, = a;, = ---=a; = 0.

Druhé tvrzeni plyne bezprostiedné z prvniho.

Tteti tvrzeni vyzaduje dokazat dvé implikace. Pokud je posloupnost
X1,X2,...,Xn,y linedrné zavisla, existuji prvky ai,ao,...,a,,b € T, které
nejsou vSechny rovné 0, a pro které plati

a1xy + agxa + - -+ + apXx, + by = 0.

Protoze posloupnost X1, Xo, . . . , X, je linedrné nezavisla, musi byt b £ 0. Vek-
tor y tak mizeme vyjadrit jako linearni kombinaci vektort x1, X9, ..., Xy,:
y = (—a1/b)x1 — (az/b)xz — -+ - — (an/b)Xn.

Podle Diusledku 5.9 plati, ze y € L£(x1,Xa,...,Xp).
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Je-li naopak y € £(x1,x2,...,X,), existuji podle stejného Dusledku 5.9
skalary b1, bo,...,b, € T, pro které plati

y = b1X1 + baxo + - - + bpXy.

Potom ale
bix1 + boxa + -+ + bpx, + (—1)y = 0.

Protoze v této linedrni kombinaci nejsou vsSechny koeficienty rovné 0, je
posloupnost x1,Xo,...,X,,y linedrné zavisla. O

Zcela stejné dokazeme podobné vlastnosti linearni (ne)zavislosti mnozin.

Cviceni 6.5 Dokazte, Ze ve vektorovém prostoru V nad télesem T plati
e podmmnoZina linedrné nezdvislé mnoZiny X CV je linedrné nezdavisld,

o je- b Y C X C V aY je linedrné zdvisla mnoZina, pak také X je
linedrné zdvisld,

e je-li X CV linedrné nezdvislda mnoZina a'y € V \ X, pak je mnozina
X U{y} linedrné nezdvisld pravé kdyzy ¢ L(X).

Vsimnéte si, Ze nikde nepredpoklidime, Ze mnozZiny X,Y jsou konecné.

Pro porozumeéni nasledujicitho tvrzeni je dobré si znovu pripomenout

Definici 3.6.

Tvrzeni 6.3 Predpoklidame, Ze V je vektorovy prostor nad télesem T a
X1,X2,...,Xy, € V jsou libovolné vektory. Nasledujici tvrzeni jsou ekviva-
lentni

1. posloupnost x1,Xa,...,X, je linedrné zdvisld,

2. existuje vektor x;, j € {1,2,...,n}, ktery lze vyjadrit jako linedrni
kombinaci vektori X;, i # 7§,

3. existuje vektor xy, k € {1,2,...,n}, ktery lze vyjadrit jako linedrni
kombinaci vektord x;, 1 < k.

Dukaz. 1 = 2. Je-li posloupnost x1,Xo, ..., X, linedrné zavisla, existuji
skalary ai,as,...,a, € T, pro které plati

a1X1 + axa + -+ + apxy =0,
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a aspon jeden z nich je rizny od 0. Necht je to skalar a;. Potom
xj =Y (—ai/a;)xi,
i#]

coz dokazuje, zZe x; je linedrni kombinaci vektort x;, i # j.
2 = 3. Je-li vektor x; linedrni kombinaci vektord x;, i # j, existuji
skalary b;, 1 # j, pro které plati

X5 = Z blxl

i#]
Ozna¢ime-li b; = —1, dostaneme rovnost
b1x1 4+ boxo + - -+ + bpx, = 0.
Je-1i k nejvétsi index takovy, ze by # 0, potom
X = (=b1/bp)x1 + (=b2/bk)x2 + - -+ + (—bg—1/bk)Xk—1.

Aspon jeden takovy index k existuje, nebot b; = —1. Vektor x;, je tak linearni
kombinaci vektort x; pro ¢ < k.

3 = 1. Pokud je vektor xj linedrni kombinaci vektoru x;, ¢ < k, existuji
skalary ci,...,cr_1, pro které plati

X =C1X1 + - Cp—1Xk—1-
Potom
c1X1 + c2Xg + -+ cg_1Xg—1 + (= 1)xXg + 0Xpp1 + - + 0%, = O,

proto je posloupnost x1,Xo, ..., X, linedrné zavisla. O

Nasledujici tvrzeni byva ¢asto nazyvano Steinitzova véta o vymeéné.

Tvrzeni 6.4 Predpokladame, Ze V je vektorovy prostor nad télesem T a
X1,X2,...,X, €V je linedrné nezavisld posloupnost vektoriu. Je-li 0 £y €
L(x1,Xg,...,Xy,), pak existuje vektor x pro néjaké k € {1,2,...,n} takovy,
Ze posloupnost

YV, X1, o s Xp—1, X415 - -5 Xy

je linearné nezdvisld a

L(X1,X2,...,Xn) = LY, X1y« oy Xk—1, X1y -+ -y Xn)-
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Dukaz. Podle Tvrzeni 6.3 je posloupnost vektort

Y, X1,...,Xp

linedrné zavisld, nebot jeden jeji prvek — vektor y — je linedrni kombi-
naci ostatnich vektorid v posloupnosti, vektorta x1,...,x,. Podle téhoz Tvr-
zeni 6.3 existuje vektor této posloupnosti, ktery je linedrné zavisly na pred-
chozich vektorech. Kvili pFfedpokladu y # 0 to nemuze byt vektor y. Je to
tedy néjaky vektor x; pro k € {1,2,...,n}. Plati proto

k—1

X = apy + Z a;X;
i=1

pro néjaké skalary ag,ai,...,ar_1 € T. Posloupnost x1,xo,...,X, je line-
arné nezavisla, proto podle téhoz Tvrzeni 6.3 vektor x; neni linedrni kombi-
naci vektorid x1, ...,X;_1. Proto musi byt ag # 0. Z posledni rovnosti proto
mizeme vyjadiit

k—1
y = Z(—aiagl)xi + aglxk.
i=1

Abychom dokézali, ze posloupnost y,x1,...,Xk_1,Xgt1,---,Xn je line-
arné nezavisla, uvazujeme libovolné skalary bg, b1, ...,bx—1,bx+1, ..., by, pro
které plati

boy + Z ijj = 0.
J#k

Za vektor y dosadime piedchozi vyjadieni a dostaneme

k—1
—1 -1
Z(—boaiao )Xi + b()ao Xk + Z ijj =0,
i=1 j#k
tj.
k—1 n
Z(—boaiaal + bi)x; + boaalxk + Z bjx; = 0.
i=1 j=k+1
Z linearni nezavislosti posloupnosti xy, . .., x, vyplyva, Ze plati bg = bp11 =
-+~ = b, = 0 a po dosazeni za by do koeficienti u x1,...,X,_1 rovnéz
by =---=bp_1 = 0. Tim je dokadzano, Ze také posloupnost y,x1,...,X;_1,
Xkt - -+, Xp je linedrné nezavisla.

Zbyva dokazat rovnost

L(X1,X2,...,Xn) = LY, X1y« y Xk—1, X1y - - - s Xn)-
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Protoze y je linedrni kombinaci vektort x1, ..., x,, plati

{y, X1,y X1, Xt 15 - - s Xn } C L(X1,X2, ..., Xp),
a proto také

LY, X1yeey X1, X1y - - Xn) C L(X1,X2,...,Xp).

Opacnou inkluzi dokazeme zcela stejné. Protoze

k—1
Xp = apy + Z aiX;,
=1
plati
{x1,%2,...,Xn} C L(¥, X1,y Xk—1, Xkt 1y -« - Xn)
a proto také
L(x1,X2,...,Xn) C LY, X1y oy Xk—1, X1y -+ -y Xn)-

O

Dusledek 6.5 Je-li X CV konecnd a linedrné nezdvisld, a 0 #y € L(X),
pak ezistuje vektor x € X, pro ktery plati, Ze mnozina (X \ {x}) U {y} je
také linedrné nezdvisld a

LX) = LIX\ {x}) U {y}).

Steinitzovu vétu o vyiméné budeme pouzivat pro zkouméani vztaha mezi
ruznymi linedrné nezavislymi posloupnostmi a mnozinami ve vektorovych
prostorech.

Definice 6.6 Predpokladame, Ze V je vektorovy prostor nad télesem T. Po-
sloupnost X1, ...,X, €V se nazyvd baze prostoru V, je-li linedrné nezdvisld
a soucasné L(x1,...,%X,) = V. Prostor V se nazyvd kone¢né-dimenzionalni,
pokud v ném existuje konecnd bdze.

Nekonecnd mnozina X C V se nazyvd baze prostoru V, je-li linedrné
nezdvisld a soucasné generuje cely prostor V, tj. L(X) = V.

Cviceni 6.6 DokaZte, Ze posloupnost vektori e, es,...,e, € T", kde vek-
tor e; ma vsechny souradnice 0 s vyjimkou i-t€ souradnice, kterd se rovnd
1, je bdze v prostoru T". Této bazi se Tika standardni baze v 7.

Najdéte néjakou bdzi v prostoru Rx] redlngch polynomi jedné proménné.
Najdéte néjakou bdzi v prostoru R<y[x]. Kolik md proka?

Ezistuje baze v nulovém prostoru N = {0} ?

Umeli byste najit néjakou bdzi v prostoru vsech redlnych funkci defino-
vanych na intervalu [0, 1]?
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Linearni algebra se zabyvé predevsim konecné-dimenziondlnimi vektoro-
vymi prostory. Nekone¢né-dimenzionalni prostory jsou zkoumaéany ve funk-
ctondlni analyze. Proto budeme v nasledujicim textu prakticky vzdy pied-
pokladat, ze V je konecné-dimenzionalni vektorovy prostor nad néjakym
télesem T.

Tvrzeni 6.7 Predpokladdme, Ze V je konecné-dimenziondlni vektorovy pro-
stor nad télesem T a x1,X2,...,X, je néjakd baze ve V. Jestlize je posloup-
nost y1,y2,---,yYm linedrné nezdvisla ve V, pak m < n, a pokud m < n,
pak miZeme rozsirit posloupnost y1,y2, ..., ¥m do bdze pripojenim néjakych
proku bdze X1,Xa,...,Xn.

Libovolné dvé baze v prostoru V maji stejny pocet proka.

Dukaz. Obé posloupnosti x1,X2,...,X, & Y1,¥2,--.,Ym jsou linedrné
nezavislé. Naproti tomu posloupnost

Ym,X1,X2,...,Xpn

je linedrné zavisld podle Tvrzeni 6.3, protoze y,, € L(X1,X2,...,Xp). V
této posloupnosti tedy existuje néjaky vektor, ktery je linearni kombinaci
predchazejicich vektort. Protoze je y,, # O (nebot y1,y2,...,¥m je line-
arné nezavisld posloupnost a nemuze proto obsahovat vektor 0), existuje
podle Steinitzovy véty o vyméné, tj. podle Tvrzeni 6.4, vektor x; takovy, ze
posloupnost

Ym, X1, -3 Xp—1, Xk+1)- - -y Xp
je linedrné nezavisla a
L(Fm, X1y ooy X1, Xkt 1 -+ -y Xp) = L(X1,X2,...,X,) = V.
Posloupnost y,, X1,...,Xk—1,Xk+1, - - -, X, je tedy rovnéz baze prostoru V a

mizeme cely postup znovu opakovat s posloupnosti

Ym—1,Ym, X1, s Xp—1, X415+ -, Xnp-

Tato posloupnost je opét linearné zavisla, nebot

Ym—1 S £(Ym7X17 e 7Xk*17Xk+17 R 7Xn) = V

Existuje v ni proto vektor, ktery je linearni kombinaci predchozich vektora.
Nemtze to byt zadny z vektord y,,—1 & ym, protoze posloupnost y,,—1,ym
je linedrné nezavisla coby podposloupnost linedrné nezavislé posloupnosti
Y1,¥2, ..., ¥Ym. Musi to tedy byt jeden z vektort x1,...,Xp—1,Xk+1,---,Xn-
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Ten mazeme v bazi y,, X1, ..., Xk—1,Xk+1, - - - , Xp, nahradit vektorem y,,_1 a
dostaneme tak novou béazi, jejiz prvni dva prvky jsou y.,—1, ¥m a zbyvajicich
n — 2 prvkl pochézi z vektort x1,...,xy,.

Opakujeme tento postup vzdy tak, ze pred bézi ziskanou v pfedchozim
kroku pripiSeme dalsi vektor y;. Formalni ditkaz bychom udélali indukci
podle m.

Nemiizeme diive vycerpat posloupnost xi,...,X, nez vycerpame po-
sloupnost y1,...,¥m. Kdyby totiz bylo m > n, dostali bychom po n krocich
predchoziho postupu bazi ym—n+1,-..,yYm a vektor y; by tak byl lineadrni
kombinaci vektord y,,—n+1,.--,¥Ym, €0z je spor s linedrni nezavislosti po-
sloupnosti y1,...,¥m. Tim je dokadzano, ze m < n, a pokud m < n, tak
potom dostaneme po m krocich piedchoziho dikazu bazi

Y, - s Yo Xigs oo Xy

Jsou-li y1,...,¥m & X1,...,X, dvé baze prostoru V, pak je podle pred-
choziho odstavce m < n, nebot posloupnost y1,...,¥m je linedrné nezavisla.
Ze stejného divodu (také posloupnost x, ..., X, je linedrné nezavisla) plati
rovnéz n < m. Tim je rovnost m = n dokdzana. O

Posledni tvrzeni ospravedlnuje nasledujici definici.

Definice 6.8 Je-li V konecné-dimenziondlni vektorovy prostor nad télesem
T, pak pocet proki libovolné bdze prostoru V nazyvdme dimenze prostoru V
a oznacujeme jej dim V.

Cviceni 6.7 Jakd je dimenze aritmetického vektorového prostoru T™ nad
télesem T'?

Jakd je dimenze nulového prostoru N = {0} ?

Jakd je dimenze prostoru redlnych polynomi R<y,[x] stupné nejvyse n?

Ma prostor vSech redlnych polynomi jedné promeénné R[z] konecnou di-
menzi? Pokud ano, cemu se rovnd?

Nejdiive si dokdzeme nékolik jednoduchych vlastnosti vektorovych pro-
stord dimenze n.

Tvrzeni 6.9 Predpoklidame, Ze V je vektorovy prostor dimenze n nad té-
lesem T'. Potom

o kaZdd linedrné nezdvisla posloupnost x1,...,x, prvkid V je bdze pro-
storu V,
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e kazdd posloupnostyi,...,yn prokiV, pro kterou plati L(y1,...,yn) =
V, je baze V.

Dukaz. Prvni tvrzeni dokdzeme tim, ze ukazeme platnost rovnosti mno-
7in L(x1,...,%,) = V. Ur¢ité plati L(x1,...,%x,) € V. Kdyby byly mnoziny
L(x1,...,X,) aV ruzné, vzali bychom libovolny vektor z € V\ L(x1,...,X;,).
Podle tieti ¢asti Ulohy 6.2 je posloupnost xi,...,X,,z linedrné nezavisla.
To je ve sporu s Tvrzenim 6.7, které fika, Ze kazda linedrné nezavisla po-
sloupnost v prostoru dimenze n mé nejvyse n prvki. Proto plati rovnost
L(X1,...,X,) = V.

Abychom dokézali druhou ¢ast tvrzeni, musime ukazat, ze posloupnost
¥Yi,---,¥n je linedrné nezavisla. Opét budeme pokracovat sporem. Kdyby
byla linedrné zavisla, existoval by podle Tvrzeni 6.3 vektor yy, ktery lze
vyjadrit jako linedrni kombinaci vektord yi,...,yr_1. Potom plati

‘C(ylvaa o 7yn> - E(ylv oy Yi—1,Yk+15 - - aYn)

Inkluze L(y1,.. -, Yk-1,Yk+1s---,¥n) C L(¥Y1,¥2,---,¥Yn) je zFejma. Opacéna
inkluze plyne z toho, ze {y1,y2,...,¥n} C L(¥1,- -, Yk-1:Yk+1,---,Yn)-
Kdyby byla posloupnost yi,...,¥Yk—1,Yk+1,---,¥Yn linedrné nezévisla, byla
by bazi prostoru V, kterd by méla méné nez n prvkd, coz je spor s Tvrze-
nim 6.7.

Zbyvéa moznost, ze ani posloupnost y1,...,¥k—-1, Yk+1,---,Yn heni line-
arné nezavisla. Potom muzeme cely postup opakovat. Najdeme vektor y;,
ktery je linearni kombinaci predchézejicich vektort. Ten mtzeme z posloup-
nosti vyhodit a zbyl4 posloupnost bude stale generovat cely prostor V. Je-li
navic linearné nezavisla, je to baze prostoru V, ktera ma n — 2 prvki, opét
spor s druhou ¢asti Tvrzeni 6.7. Pokud je linedrné zavisla, cely postup znovu
opakujeme.

Po nékolika krocich nakonec dostaneme linearné nezavislou podposloup-
nost posloupnosti y1,¥y2,...,¥Yn, kterd ma méné nez n prvkd a stale jesté
generuje cely prostor V. To je znovu spor s Tvrzenim 6.7. To, ze postup-
nym vyskrtavanim vektor z posloupnosti yi,ys2,...,y, musime nakonec
dostat néjakou linedrné nezéavislou posloupnost, vyplyva z toho, ze prazdna
posloupnost je linearné nezavisla. O

Nasledujici véta je intuitivné ziejmé, je ale nutné ji dokazat.
Véta 6.10 Predpokladdme, Ze V je vektorovy prostor dimenze n nad télesem

T ald CV je podprostor prostoru V. Potom je prostor U také konecné-
dimenziondlni a dim U < dim V.
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Dtikaz. Je-li i = {0}, potom prazdnd mnoZina () je baze U a dim U =
0 < dim V. Pokud je U # {0}, existuje nenulovy vektor y; € U. Posloupnost
y1 je linedrné nezavisla a pokud je L(y1) = U, je to baze podprostoru Y.
Proto dim &4 = 1 < dim V podle Tvrzeni 6.7, nebof posloupnost y; je
linearné nezavisla také v prostoru V.

Pokud je L(y1) # U, existuje vektor yo € U \ L(y1). Posloupnost y1,y2
je linedrné nezavisla jak v U tak i v celém prostoru V podle Tvrzeni 6.3.
Je-li L(y1,y2) =U, je to baze U a dim U = 2 < dim V podle Tvrzeni 6.7.

Je-li L(y1,y2) # U, existuje vektor y3 € U \ L(y1,y2), atd. Pokud jsme
jiz pro néjaké k < dim V = n sestrojili linedrné€ nezavislou posloupnost
¥1,---,Yx prvka podprostoru U a stale L(y1,...,yx) # U, vezmeme libo-
volny vektor yx+1 € U\L(y1,...,yk). Posloupnost y1, ..., ¥k, yr+1 je potom
opét linearné nezavislad podle Tvrzeni 6.3. Proto rovnéz k 4+ 1 < dim V =n
podle Tvrzeni 6.7.

Proto musi existovat k& < n, pro které plati L(y1,...,yx) = U. V tako-
vém pripadé je yi,...,yr baze prostoru U, prostor & ma konecnou dimenzi
a plati dim U < dim V. O

Souradnice vektoru vzhledem k bazi

Zacneme jednoduchou tlohou.

Uloha 6.3 Predpokldddme, Ze x1,Xa,...,X, je bdze vektorového prostoru
V nad telesem T'. Zvolime libovolny prvek z € V. Jsou-li

Z = a1X] +aXy + -+ apXy

a
z = bix1 + baxo + - + byxy,
dve vyjadreni vektoru z jako linedrni kombinace prvki bdze X1, ...,Xy,, po-
tom a; = b; pro kazdé i =1,2,...,n.
Reseni. Odecteme-li obé vyjadieni, dostaneme
0= (a1 — bl)Xl + (CL2 — b2)X2 + e+ (an — bn)xn.
Protoze je posloupnost x1,Xs, ..., X, linedrné nezavisla, plati a; — b; = 0, tj.

a; = b;, prokazdé ¢t =1,2,...,n. O

V dusledku predchozi tlohy jsme opravnéni prijmout nasledujici definici.
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Definice 6.11 Je-li x1,X9,...,X, bdze vektorového prostoru V nad télesem
T a
Z =a1X] +aXa + -+ apXy
vyjadreni vektoru z € V jako linedrni kombinace prvki bdze x1,Xa, ..., X,
k vek T nazyvd fadnice vek hledem k bazi
pak vektor (a1, aq,...,a,)" nazjvime souradnice vektoru z vzhledem k bazi
X1, X250, Xp.

Cviéeni 6.8 Zvolte nékolik bdzi v prostoru R® a najdéte souradnice néko-
lika riznych vektoru vzhledem k témto bdzim. Jaké jsou souradnice vektoru
(1,2,3)T vzhledem ke standardni bdzi e1, eq, e3? Jaké jsou soutadnice téhoz
vektoru vzhledem k bdzi e, eq,e3?

Cviceni 6.9 Predpokldddme, Ze X1,Xa,...,X, je bdze vektorového prostoru
V nad télesem T. Jsou-li (ay,as, ... ,an)T souradnice vektoru'y € V vzhle-
dem k bdzi X1,Xo,...,X,, pak soutadnice vektoru ky vzhledem k téZe bdzi
jsou (kay, kas, ..., kan)T. Pokud jsou ddle (b1,ba,...,by)" souradnice dal-
stho vektoru z vzhledem k bdzi X1,Xa,...,X,, pak jsou soutadnice souctu
y + z vzhledem k téZe bdzi rovné (a1 + by,as + ba,. .., an + by)T. Dokaste.

Elementarni transformace posloupnosti vektoru

Elementarni (fddkové i sloupcové) tpravy matice zobecnime na libovolné
posloupnosti prvki obecného vektorového prostoru )V nad télesem T pomoci
nasledujici definice.

Definice 6.12 Je-li x1,Xa,...,X, posloupnost prvku vektorového prostoru
V nad telesem T, pak elementarni transformaci této posloupnosti rozumime
jednu z nasledugicich tri uprav:

1. prohozeni dvou vektori x; a x;,
2. nahrazeni vektoru x; vektorem cx; pro néjaké 0 # c € T,

3. nahrazeni vektoru x; vektorem x; + cx; pro néjoké c € T a i # j.

Stejné jako v pripadé elementarnich fadkovych tprav matice jsou také
elementarni transformace posloupnosti vektort vratné jak si mizete snadno

vvvvvv

Cviceni 6.10 Dokazte, Ze efektu prvni elementdrni transformace muzeme
docilit také vhodnou posloupnosti elementdrnich transformact druhého a tre-
tiho typu.
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Nasledujici tvrzeni je rovnéz jednoduchym disledkem definic.

Tvrzeni 6.13 Predpokladime, Ze X1,Xo,...,X, je posloupnost prvki vek-
torového prostoru V nad télesem T, a Ze posloupnost y1,y2,...,yn jsme do-
stali z posloupnosti x1,Xa, ..., X, pomoct posloupnosti elementdrnich trans-
formaci. Potom plati

° E(X17X27 ce. ,Xn) - 5(}’1,}’27 ce. 7Yn);

e posloupnost X1,Xs,...,X, je linedrné nezdvisld praveé kdyz je takée po-
sloupnost y1,y2, - -.,yn linedrné nezdvisld,
e posloupnost X1,Xs,...,X, je bdze prostoru V prave kdyz je posloupnost

Y1,¥2,...,Yn také bdze V.

Dukaz. Tvrzeni sta¢i dokazat pouze pro piipad, ze yi1,y2,...,¥n do-
staneme z Xj, X, ..., X, jednou elementarni transformaci. V tom piipadé je
kazdy prvek posloupnosti yi,y2,...,y, linedrni kombinaci néjakych (nej-
vys$e dvou) prvki posloupnosti x1, X2, ..., X,. Proto

{ylaY2> cee 7yn} C E(X17X27 s 7Xn)

a tedy
‘C(y17y27 o 7Y’n) g £(X1,X2, .. 7X’n)-

Vzhledem k tomu, ze kazda elementarni transformace je vratna, dostaneme
také posloupnost x1, X, ...,x, z posloupnosti y1,yo, ..., yn jednou elemen-
tarni transformaci. Proto plati také opac¢né inkluze

E(X17X27 s 7XTL) - ﬁ(Y17Y2a e 7yn)

Je-li posloupnost x1,x2,...,X, linedrné nezavisla a dostaneme-li z ni
posloupnost y1,y2, . ..,¥, prvai elementarni transformaci, obsahuji obé po-
sloupnosti stejné prvky a proto je také posloupnost yi,y2,...,y, linedrné
nezavisla.

Pokud dostaneme y1,y2, ...,y z posloupnosti x, Xa, . . ., X, druhou ele-
mentarni transformaci, plati y; = cx; pro néjaké i a 0 # ¢ € T, a dale
y; = X; pro j # 4. Plati-li

a1y1 +agy2 + -+ apyn =0,
pak také

(aic)x; + Y _ajx; =0,
JF
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Protoze je posloupnost x1,X2,...,X, linearné nezavisla, plyne odtud a; = 0
pro j # i a dale ca; = 0. Vzhledem k tomu, Ze je ¢ # 0, plati rovnéz a; = 0.
Posloupnost y1,y2,...,yn je tedy linedrné nezévisla. Vzhledem k tomu, zZe
posloupnost x1,Xs,...,X, dostaneme z yi1,yo2,...,y, také druhou elemen-
tarni transformaci — vynésobenim vektoru y; = cx; skalarem c=! # 0 —
plyne z linearni nezavislosti y1,y2, ..., ¥y, také linedrni nezavislost posloup-
nosti X1,Xa,...,Xp.

Pokud dostaneme yi,y2,...,y, 2z posloupnosti x1,Xa,...,X, tieti ele-

mentarni transformaci, plati y; = x; pro vSechny indexy k£ # j a y; =
X; + cx; pro i # j. Plati-li

n
> aryr =0
k=1

pro néjaké skalary ai,...,a, € T, dostaneme po dosazeni za vektory yi a
prerovnani

Z apXp + aj(x; + cx;) =0,

k#j

tj. po dalSim prerovnani

Z apXp + (a; + aje)x; = 0.

k#i
Protoze je posloupnost x1,xo,...,X, linedrné nezavisla, plati ax = 0 pro
vSechna k # ¢ a rovnéz a; + ajc = 0. Protoze je a; = 0, plyne odtud rovnéz
a; = 0. Posloupnost y1,y2,...,¥, je proto také linedrné nezavisla.

Protoze dostaneme také xi,xXo,...,X, z posloupnosti y1,y2,...,yn po-
moci tfeti elementérni transformace — k prvku y; = x; + cx; pfiteme
prvek —cx; = —cy; — plyne naopak z linedrni nezavislosti posloupnosti
Y1,¥2,--.,¥Yn linedrni nezavislost posloupnosti x1,Xo, ..., Xy.

Tteti tvrzeni plyne bezprostfedné z prvnich dvou. O
Dale pouzijeme poznatky z této kapitoly pro ujasnéni si nékterych vlast-
nosti matic.

Uloha 6.4 Dokaze, Ze pro kaZdou matici A = (aij) tvaru m x n s proky z
telesa T plati

e je-li P regularni matice vadu m, pak R(A) = R(PA),

o 7(A) = dim R(A).
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Reseni. Pokud jde o prvni tvrzeni, staci si uvédomit, Zze vynasobit ma-
tici A zleva néjakou regularni matici P fadu m je totéz jako ji upravit
posloupnosti elementéarnich fadkovych tprav, jak vyplyva z Tvrzeni 3.12 a
poznamek doprovazejicich definice jednotlivych elementarnich matic. Déle je
zfejmé, ze posloupnost [PA]i., [PA]as, ..., [PA],. fadkovych vektort ma-
tice PA dostaneme z posloupnosti Ajy, Ao, ..., A, Tadkovych vektori
matice A pomoci elementarnich transformaci. Podle prvni ¢asti predcho-
ziho Tvrzeni 6.13 pak plati, ze

R(A) = L(A1,As,... Ay =
= L([PA]i, [PA]2, ..., [PA].) =
= R(PA).

Abychom dokézali druhou ¢ast tlohy, najdeme posloupnost elementar-
nich fadkovych tprav matice A, ktera ji prevede do matice U v redukovaném
radkové odstupniovaném tvaru, neboli regularni matici P fadu m, takovou,
ze PA = U. Podle pfedchoziho odstavce vime, ze R(A) = R(U) a tedy
také dim R(A) = dim R(U). Oznacme si indexy bazovych sloupcti matice
U postupné 1 < j; < j2 < --+ < j < n, kde r = r(U) = r(A) je hodnost
matice A. Ukédzeme, Ze nenulové radky matice U jsou linedrné nezavislé a
tvori tak bazi fadkového prostoru R(U) matice U. Necht je

c1Us + coUg 4+ - 4+ ¢, U, = 0.

Podivame se, jak vypada ji-ta4 souradnice linearni kombinace Fadkovych
vektorti na levé strané posledni rovnosti pro £ = 1,2,...,r. Z vektoru
Ui, Ugs, ..., U,, ma nenulovou ji-tou souradnici pouze vektor U, a u
ného se tato soutradnice rovna 1. Proto je ji-t4 souradnice linedrni kombi-
nace na levé strané posledni rovnosti rovna cg. Z posledni rovnosti tak plyne,
ze ¢, =0 pro k=1,2,...,r. Nenulové faddkové vektory matice U jsou tedy
linearné nezavislé, a proto dim R(U) = r. Shrneme-li vSechny rovnosti pro
hodnosti a dimenze dokazané v tomto paragrafu, dostavame

dim R(A) =dim R(U) =r =r(U) =r(A).

O

Formule r(A) = dim R(A) z predchézejici tlohy ukazuje alternativni
definici (fddkové) hodnosti matice, kterd je v ucebnicich linedrni algebry
pouZzivana mnohem ¢astéji nez Definice 2.3. Castéji pouzivana definice fika,
ze tddkovd hodnost matice se rovnd dimenzi rddkového prostoru této ma-
tice. Pokud vyjdeme z této definice, pak musime ukéazat postup, jak dimenzi
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tfadkového prostoru matice spocitat. Tento postup spociva v tom, ze matici
prevedeme pomoci elementarnich fadkovych tprav do radkové odstupnova-
ného tvaru, a dokdzeme, Ze pocet nenulovych radkt v rddkové odstupiiova-
ném tvaru se rovna dimenzi rfadkového prostoru matice. My jsme obvykly
postup pouze obratili, vysli jsme z “algoritmické” definice hodnosti matice
a teprve mnohem pozdéji jsme dokézali, ze takto definovana hodnost matice
je vlastné dimenze fadkového prostoru matice.
Pro feseni nésledujici tilohy je dobré pfipomenout si Tvrzeni 3.16.

Uloha 6.5 Dostaneme-li matici B posloupnosti elementdrnich vddkovijch
Uprav z matice A tvaru m X n, potom plati

dim S(A) = dim §(B).

Reseni. Vime uz, ze plati B = PA pro néjakou regularni matici P
tadu m — viz Tvrzeni 3.12. Déle pomoci Tvrzeni 6.3 ukézeme, zZe jsou-li
1 <j1 < ja <+ < jr <nnéjaké sloupcové indexy, j # ji, ..., jr, pak

r '
A=) Ay, pravekdyz B, =) By,
k=1 k=1

Jinak feceno, plati
A*j € ﬁ(A*jl,A*jQ, - 7A*j7‘)

praveé kdyz
B*J € E(B*jlgB*j27 ... 7B*]T)

Odtud okamzité plyne, Ze posloupnost sloupcovych vektorti A, , Asj,, ...,
A, generuje sloupcovy prostor S(A) pravé kdyz posloupnost B,;j,, Byj,,
.., By, generuje sloupcovy prostor S(B) matice B.
Z Tvrzeni 6.3 rovnéZz dostaneme, Ze posloupnost A, , Ayj,, ..., Ay, je
linedrné nezavisla praveé kdyz je linedrné nezavisld posloupnost Bj,, By,
.., By;,. Plati proto, Ze posloupnost A,j,, A.j,,...,As;. je baze sloupco-
vého prostoru S(A) matice A pravé kdyz je posloupnost B, j,, Byjs,, ..., Byj,
béaze sloupcového prostoru S(B) matice B. Oba sloupcové prostory S(A) a
S(B) proto maji stejnou dimenzi. O

Dimenzi sloupcového prostoru S(A) matice A obvykle nazyvame sloup-
covd hodnost matice A. Rovné se (fadkové) hodnosti transponované matice
AT, Spojime-li zjisténi poslednich dvou tloh, dostaneme néasledujici vétu,
kterou jsme jiz dokazali jednou, viz Véta 3.15.
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Véta 6.14 Pro kaZdou matici A tvaru m X n s prvky z télesa T plati
dim R(A) = dim S(A).

Dukaz. Matici A prevedeme pomoci elementarnich fadkovych uprav do
matice U, kterd je v fadkove odstupniovaném tvaru. To znamen4, Ze najdeme
regularni matici P, pro kterou plati PA = U. Podle predchozich dvou tloh
plati R(A) = R(U), tj. rovnéz dim R(A) = dim R(U) , a také dim S(A) =
dim S(U). Staéi proto dokazat, ze plati rovnost dim R(U) = dim S(U).

Pti feseni Ulohy 6.4 jsme ukazali, Ze nenulové fadky matice U tvoii bézi
fadkového prostoru R(U) matice U. Oznac¢ime-li r pocet nenulovych fadka
matice U, pak plati r = dim R(U).

Jsou-li Uyj,,Uyj,, ..., Uy, bazové sloupce matice U, pak U,;, = e
pro k = 1,...,r. Bazové sloupce tak tvofi prvnich r vektort standardni
béze aritmetického vektorového prostoru 7. Posloupnost bazovych sloupci
je proto linearné nezavisla. Dokéazeme-li, ze bazové sloupce také generuji
sloupcovy prostor S(U), dostaneme Ze plati také r = dim S(U).

K tomu staci ukazat, ze kazdy sloupcovy vektor U,; matice U je linedrni
kombinaci bazovych sloupcti Uyj,, Uy, ..., Uyj,.. ProtoZze v matici U je
pouze prvnich 7 ¥4dkt nenulovych, plati U,; = (c1,...,¢,0,...,0)T pro
néjaké prvky ci,...,¢, € T. Potom

T T
U, = Z cper = Z ckUsjy s
k=1 k=1
a to znamena, ze

S(U) = L(U,1,Use,...,Uyy) = L(Uy;,, Uy, ..., Uy ).

O

-----

nosti fadkové a sloupcové hodnosti matice. Nejdiive jsme v Uloze 6.4 doka-
zali, Zze elementarni fddkové tipravy neméni faddkovy prostor matice. Potom
jsme v Uloze 6.5 ukézali, Ze elementdrni fadkové tipravy neméni dimenzi
sloupcového prostoru matice. Snadno si sami najdete priklad, Ze elemen-
tarni fadkové pravy mohou zménit samotny sloupcovy prostor. Neméni ale
jeho dimenzi. A nakonec jsme dokazali, ze pro matici v redukovaném rad-
kové odstupnovaném tvaru plati rovnost dimenzi fadkového a sloupcového
prostoru. Spolu s faktem, Ze kazdou matici miZeme prevést pomoci elemen-
tarnich fadkovych tprav do redukovaného radkové odstupniovaného tvaru,
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to zavrsilo diikaz rovnosti raddkové a sloupcové hodnosti matice. Druhy di-
kaz je nazorné€jsi nez prvni dikaz ve Vété 3.15, ktery byl zaloZzen pouze na
pocitani s maticemi.

Komprimace dat

Mame-li uchovat velkou matici s malou hodnosti, mtizeme vyuzit na-
sich znalosti k tomu, abychom podstatné zmensili objem dat, kterd musime
uchovavat. Tak napiiklad, mame-li ¢tvercovou matici fadu 10% a vime-li,
7e jeji hodnost je 102, nemusime uchovavat vSech 10® prvki matice. Staci
uchovat pouze 102 bazovych sloupcii a pro kazdy ze zbyvajicich 900 sloup-
covych vektorti uchovat pouze 100 koeficient linedrni kombinace bazovych
sloupct, ktera se danému nebézovému sloupci rovna. Staci tak uloZit pouze
102-103 = 10° skalarti z bazovych sloupcti a dale 9-10%-10% = 9-10* < 10° ko-
eficientt linearnich kombinaci pro nebazové sloupce. Timto zptusobem jsme
dokazali snizit pocet skalart, které je nutno uchovavat, na méné nez jednu
pétinu, aniz bychom jakkoliv zmensili obsah ulozené informace.

Dukaz jednoznaénosti redukovaného fadkové odstupnovaného tva-
ru matice

Podivejme se blize na posloupnost Ui, U, ..., U,, sloupcovych vek-
tort matice U tvaru m x n, ktera je v redukovaném radkové odstupriovaném
tvaru. Prvni bazovy sloupec Uy, je prvni nenulovy sloupec matice U. V po-
sloupnosti sloupcovych vektori U,q, Use, ..., Uy, je to tedy prvni vektor,
ktery neni linearni kombinaci pfedchazejicich vektori. Podle Definice 2.9
redukovaného fadkové odstupniovaného tvaru matice je ve vektoru U, je-
diny nenulovy prvek ¢islo 1 v prvnim radku, plati tedy U,;, = eq, tj. Uy,
je prvni prvek standardni baze prostoru 7.

Druhy bazovy sloupcovy vektor U,;, méa jediny nenulovy prvek cislo
1 ve druhém tadku. VSechny prvky matice U lezici ve druhém fadku a
prvnich jo — 1 sloupcich matice U jsou rovné 0 podle definice reduko-
vaného fadkové odstupnovaného tvaru. Sloupcovy vektor U,;, proto neni
linedrni kombinaci predchozich vektorid v posloupnosti U,i, Usg, ..., Usy,.
Zcela stejné dokazeme, Ze libovolny bazovy sloupcovy vektor U,;, pro k =
1,2,...,7 = r(U) neni linedrni kombinaci piedchozich vektori v posloup-
nosti Uy, Usg, ..., Us,. Vektor Uy, obsahuje prvek 1 v k-tém radku, za-
timco vSechny predchézejici vektory v posloupnosti U,q, U,o, ..., U,, maji
v k-tém radku pouze prvky 0.

Je-li naproti tomu U, = (c1,¢2,...,cm)T néjaky nebazovy sloupec ma-
tice U, a dale U,;, pronéjaké k =1,2,...,r je ten bazovy sloupec, ktery je
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nejblizsi ke sloupci Uj zleva, jsou ve sloupci Uy; vSechny prvky pod k-tym
fadkem rovné 0. Plati proto cxy1 =---=¢, =0a

k
U,; =Y Uy,
p=1

tj. nebazovy sloupcovy vektor Uy; je linedrni kombinaci piedchézejicich ba-
zovych vektori v posloupnosti U,q, Usg, ..., Us,. Dokazali jsme tak, ze
bazové sloupce v matici U jsou pravé ty sloupcové vektory v posloupnosti
U,1,U,o,...,U,,, které nejsou linearni kombinaci predchéazejicich sloupcti.
Pro nebazové sloupce jsme nasli konkrétni vyjadieni jako linedrni kombinace
predchéazejicich bazovych sloupcovych vektort.

Je-li nyni A € 7™*™ libovolnd matice, pfevedeme ji pomoci elemen-
tarnich rfadkovych tprav do matice U v fadkové odstupniovaném tvaru.
Podle Tvrzeni 3.16 je néjaky sloupcovy vektor A,; linedrni kombinaci pred-
chézejicich vektort v posloupnosti A1, Ase, ..., A, pravé kdyz je sloup-
covy vektor U,; linedrni kombinaci piedchazejicich vektort v posloupnosti
U.1,U,o,...,U,,. To znamend, ze bazové sloupce v matici U jsou jedno-
zna¢né urcené matici A, vektor U,; je bazovy sloupec v matici U pravé kdyz
U,; neni linearni kombinaci pfedchazejicich vektori v posloupnosti vektor
U,1,U,o,...,U,,, jak jsme dokazali v predchozich odstavcich. To je podle
Tvrzeni 3.16 prave kdyz sloupcovy vektor A.; neni linedrni kombinaci pred-
chéazejicich vektori v posloupnosti A1, Ass, ..., A,

To ukazuje, ze bazové sloupce v matici U jsou jednoznacné urcené matici
A. Necht jsou to sloupce U.j,, Uy, ..., Uy .. Bazové sloupce v matici U
hodnosti r, kterd je v fddkoveé odstupnovaném tvaru, se rovnaji prvnim r
prvkim standardni baze ej,es, ..., e, v prostoru 7". Vime tedy, Ze nejen
umisténi, ale i tvar bazovych sloupci v matici U jsou jednoznacné urcené
matici A.

Zbyva dokazat jednoznac¢nost nebazovych sloupcovych vektord U,;. V
tom piipadé je sloupcovy vektor A,; linedrni kombinaci predchazejicich vek-
tortt v posloupnosti A, Asa, ..., A, tj. Ayj € LA, Ao, ..., A1),
Je-li néktery z vektord A.i, Aso,..., A1 linedrni kombinaci piedchazeji-
cich vektor®, muzeme jej z posloupnosti vyskrtnout, aniz zménime linearni
obal této posloupnosti. To znamena, ze A,; € L(A,j,, Ayj,, ..., Ay ), kde
U, , Uy, - - ., Uy, jsou vechny bazové sloupce v matici U, které jsou vlevo
od sloupce U,;. Plati proto

k
A=) dyA,,
p=1
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pro néjaké skalary d, € T, p=1,..., k. Opét podle Tvrzeni 3.16 plati

k k
U, =Y dyU,j, = dpe, = (di,dy, ... di,0,...,0)".
p=1 p=1

Posledni rovnost tak jednoznacné urcuje kazdy nebéazovy vektor matice U.
Vsechny sloupcové vektory matice U, a tedy také celd matice U, jsou tak
jednoznaéné uréené matici A. Tim jsme doplnili dikaz Tvrzeni 2.11.

Nyni také muzeme snadno doplnit diukaz Tvrzeni 2.2. Pokud pieve-
deme matici A pomoci elementarnich fadkovych tprav do matice E v tad-
kové odstupnovaném tvaru, mizeme matici E dale prevést do redukovaného
radkové odstupnovaného tvaru U tak, Ze napfed vynésobime kazdy nenu-
lovy fadek matice E vhodnym nenulovym ¢islem tak, aby byl pivot rovny 1.
Potom vynulujeme prvky nad kazdym pivotem pomoci elementarnich rad-
kovych tprav tretiho druhu. Témito tpravami se nezméni poloha pivoti,
pivoty v matici U budou na stejnych mistech, jako pivoty v matici E. Pro-
toze je matice U uréend matici A jednoznacné, jsou také mista pro pivoty
v matici U urcend jednoznacné. Proto jsou i mista pro pivoty v matici E
urcend jednoznacné.

Pokud néjaké tvrzeni dokazujeme mnohem pozdéji, nez jsme je zformulo-
vali, a pouzivame k tomu dalsi tvrzeni, ktera jsme mezitim dokéazali, musime
vzdy dat pozor, abychom neudélali dukaz kruhem. To znamend oveérit, jestli
k dikazu nepouzivame néjaké tvrzeni, které jsme dokazali pomoci nedo-
kazaného tvrzeni, které se snazime dokazat teprve nyni. V nasem piipadé
je ovéfeni, ze jsme nepostupovali kruhem, pomérné jednoduché. K dtkazu
Tvrzeni 2.11 a Tvrzeni 2.2 jsme potiebovali Tvrzeni 3.16, které zavisi pouze
na definici linearni kombinace vektord a na vlastnostech soucinu matic z
Tvrzeni 3.7, které vychazelo pouze z definice souc¢inu matic. Déale jsme po-
tfebovali néjaké vysledky o linearnich obalech z paté a Sesté kapitoly, které
jsme dokéazali pouze na zdkladé axiomt vektorového prostoru. Ani v jed-
nom pripadé jsme nepotiebovali nic, co by jakymkoliv zptisobem vychazelo
z jednoznacnosti matice v redukovaném fadkové odstupnovaném tvaru, kte-
rou dostaneme z dané matice A pomoci elementarnich fadkovych tprav.

Znovu o podprostorech uréenych matici

Zacneme tvrzenim, které udava jak najit bazi levého nulového prostoru
M(A) matice A.

Tvrzeni 6.15 Predpoklidame, Ze A je matice hodnosti r(A) = r, tvaru
m X n a s proky z télesa T. Je-li P reguldrni matice tddu m takovd, Ze
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soucin PA = U je v radkové odstupniovaném tvaru, pak
M(A) = E(Pr+1*a Prioe, ... 7Pm*)7

neboli levy nulovy prostor M(A) matice A se rovnd linedrnimu obalu po-
slednich m — r radkid matice P.
Ddle plati, Ze dim M(A)=m —r.

Dukaz. Matici U napiSeme ve tvaru

(%)

kde C je matice tvaru r xn a hodnosti r (nebot fadky matice C jsou linearné
nezavislé) a 0 je nulovad matice tvaru (m —r) X n.
Podobné také matici P napiseme v blokovém tvaru

Py
Py, )’
kde matice P; mé tvar r X m a matice Py ma tvar (m —r) x m.
Z rovnosti PA = U vyplyva P2 A = 0, a to znamena, Ze fadkovy prostor

R(P2) = £(Pr+1*a Pr+2*7 EERE) Pm*) - M(A)

Pro dikaz opa¢né inkluze si napiSeme inverzni matici P~! v blokovém
tvaru P! = ( Q1 Qg ), kde matice Q; méa tvar m x r a matice Qo musi
proto mit tvar m x (m — r). Potom plati

PU=(Q Q) ( N ) = QiC+Q:0 = Q:C.

Dale z rovnosti
_ Py P1Q1 P1Qq
L,=PP ' = =
( P, > (@ @) ( P,Qi P2Q
plyne P1Q; = I,.. Vynasobime-li matice P~! a P v opa¢ném poradi, dosta-

neme

L,=P'P=(Q Q) ( P, ) = QP + QzPs,

tj. QiP1 =1, — Q2Po.
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Abychom dokéazali opa¢nou inkluzi M(A) C L(Pri14, Pryos, ..., P,
vezmeme libovolny vektor
y = (c1,¢2,...,¢m) € M(A).

To znamena, ze
0=yA =yP 'U=yQ,C.
Protoze r(U) = r, plyne odtud a z druhé ¢asti Cviceni 5.4, ze yQ; = 0.
Tuto rovnost vynasobime zprava matici P; a dostaneme rovnost

0=0P; =yQ:P; = y(I,, — Q2P2) = y — yQ2P»,
neboli
y =yQaoP2 = (yQ2)Po.
Odtud plyne, ze y € R(P3), tj.

Yy c€ ﬁ(PT+1*, PT+2*, ceey Pm*).

K dikazu druhé ¢éasti tvrzeni staci si uvédomit, ze fadkové vektory re-
guldrni matice jsou linedrné nezavislé podle Cviceni 6.2. O

Pouzijeme-li pfedchozi tvrzeni na transponovanou matici A7, dostaneme
nasledujici diasledek.

Dusledek 6.16 Pro kazdou matici A tvaru m X n s prvky z télesa T plati
dim S(A) =n—r(A). O

Uloha 6.6 Najdéte néjakou generujici mnoZinu levého nuloveho prostoru
M(A) matice

1 2 2 3
A=1]12 41 3
3 6 1 4
Reseni. Najdeme posloupnost elementarnich matic Ey, ..., E; fadu 3,

pro kterou plati E - - - E; A = U, kde U je matice v fadkové odstuptiovaném
tvaru. Potom plati P = Ej - - - E11I3, tj. matici P dostaneme tak, Ze stejnou
posloupnost elementéarnich fadkovych tprav udélame na jednotkovou matici
I3. Postupujeme tedy obdobné jako pii vypoctu inverzni matice. PripiSeme
si jednotkovou matici Is k matici A a délame tytéz elementarni Ffadkové
apravy soucasné na obé matice A a Is:

1223100 1201 -1/3 2/3 0
2413010]|~[0011 2/3 -1/3 0
3614001 0000 1/3 —5/3 1
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Proto
-1/3 2/3 0
P= 2/3 -1/3 0
1/3 —=5/3 1

a tedy M(A) = L((1/3,-5/3,1)). O
Nasledujici tvrzeni shrnuje dosud ziskané poznatky o dimenzi a bazich
¢tyfech podprostori definovanych matici.

Tvrzeni 6.17 Predpoklddame, Ze A je matice hodnosti r(A) = r, tvaru
m X n a s prvky z télesa T. Potom plati

e dim S(A) = r a bdzové sloupce matice A tvori bazi prostoru S(A).

Jestlize P je regquldrni matice 7ddu m a soucin PA = U je v rddkove
odstupnovaném tvaru, pak

e dim R(A) =1 a nenulové idky matice U tvori bazi prostoru R(A),

e dim M(A) = m — r a poslednich m — r 7ddki matice P tvori bdzi
prostoru M(A).

A nakonec, je-li x = xphy + xp,hy + - + x4 h, . obecné resent
homogenni soustavy Ax = 0, pak plati

e dim N(A) = n — r a vektory hy,hy,... h, . tvori bdzi prostoru

N(A).

Duikaz. Jediné, co jsme jesté nedokazali, je linearni nezavislost vektori
hy,hy, ..., h, .. Z Disledku 6.16 plyne, ze dim N(A) = n — r. Protoze
vektory hy, hy, ... h,_,. generuji podprostor N'(A) podle Véty 2.5, plyne
jejich linedrni nezavislost z druhé ¢asti Tvrzeni 6.9. O

Nasledujici dtisledek je natolik dtilezity, ze jej uvedeme jako vétu.
Véta 6.18 Pro kaZdou matict tvaru m X n s proky z télesa T plati
dim S(A) + dim N(A) = n.
O

Cviéeni 6.11 Na zdkladé Teseni Ulohy 6.6 zformulujte analogicky algorit-
mus pro resent homogenni soustavy m linedrnich rovnic o n nezndmych
Ax = 0. Porovnejte vypocetni ndrocnost tohoto algoritmu s vypocetni na-
rocnosti algoritmu zaloZeného na Gaussové eliminaci a zpétné substituci.
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Hodnost souc¢inu matic

Tvrzeni 6.19 Jsou-li A matice tvaru m X n a B matice tvaru n X p, obé
s prvky z telesa T, pak plati

r(AB) = r(B) — dim N (A) N S(B).

Dukaz. Zvolime néjakou bézi yi,...,ys v podprostoru N'(A) N S(B).
Protoze plati N(A) N S(B) C S(B) a posloupnost yi,...,ys je linearné
nezavisla, mtzeme ji podle Tvrzeni 6.7 doplnit do baze y1,...,¥s,21,...,%¢
prostoru S(B). Potfebujeme dokazat, ze dim S(AB) = t. To udélame tak,
ze dokdzeme, Ze posloupnost vektoriu Az, ..., Az, je baze prostoru S(AB).

Je-li b € S(AB), pak plati b = ABy pro néjaky vektor y € 7". To
znamena, ze vektor By € S§(B) mizeme vyjadiit jako linedrni kombinaci
vektort béaze y1,...,ys, 21,...,2 prostoru S(B):

s t
By = Z bjy]' + Z CrZj,
j=1 k=1

a tedy

s t t
b= A(By) = Z bjAy; + Z cpAz, = Z cLAzy.
j=1 k=1 k=1

To znamen4, ze vektory Azi,...,Az; generuji prostor S(AB).
Abychom dokézali, Ze posloupnost Azq,...,Az; je linedrné nezavisla,
budeme piedpokladat, ze

t t
0= Z akA(zk) = A(Z akzk).
k=1 k=1
Odtud dostavame, ze vektor
t
Z apzr € N(A)NS(B).
k=1

Miazeme proto tento vektor vyjadiit jako linedrni kombinaci prvkt baze
Yi,...,ys prostoru N(A)NS(B):

t s
> aze =) djyj,
k=1 j=1
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tj.
t s
> arze+ Y (—dj)y; =0.
k=1 j=1
Vzhledem k linearni nezavislosti prvka baze yi,...,¥s,21,...,2; prostoru
S(B) odtud plyne, ze a3 = ag = --- = a; = 0. Posloupnost Az, ..., Az je

tedy linearné nezavisla a proto baze prostoru S(AB). Odtud dostavame, zZe

r(B) = dim §(B)=s+t=dim N(A)NS(B)+dim S(AB) =
= dim N(A)NS(B) + r(AB).

O

Tvrzeni 6.19 mé nékolik disledkd. Prvni z nich jsme jiz dokazali jinym
zpusobem v Uloze 6.4 a Uloze 6.5.

Dusledek 6.20 Predpokladdame, Ze A je matice tvaru m X n s prvky z télesa
T. Potom pro kaZdou regularni matici P tadu m a kaZdou requldrni matici
Q 7ddu n plati

e r(A) =r(PA) =r(AQ) = r(PAQ).

Jeli dale B matice tvaru n X p s prvky z télesa T, pak plati
e 7(AB) <r(A),r(B),
e 7(A)+r(B)—n<r(AB).

Dukaz. Je-li P reguldrni matice, pak N (P) = {0} podle Cviceni 5.4.
Proto také N (P) N S(A) = {0}. Proto podle Tvrzeni 6.19 plati

r(PA) =r(A) — dim N (P)NS(A) =r(A).

K dtkazu rovnosti r(A) = r(AQ) pouzijeme navic Vétu 3.15 o rov-
nosti hodnosti matice a matice k ni transponované (mizeme také pouzit
Vétu 6.14). Plati

r(AQ) =r(AQ)" =r(Q"AT) =r(A") =r(A).
K dikazu druhé ¢asti pouzijeme opét Tvrzeni 6.19:
r(AB) = r(B) — dim N(A)NS(B) < r(B).
7 pravé dokazané nerovnosti a Véty 3.15 pak plyne rovnéz

r(AB) = r(AB)T = +(BTAT) <r(AT) = r(A).
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Tim je dokazéna druhé cast.
Z inkluze N'(A) NS(B) C N(A) plyne podle Véty 6.10 a posledni ¢asti

Tvrzeni 6.17 nerovnost
dim N(A)NS(B) < dim N(A) =n —r(A),
a proto opétovnym pouzitim Tvrzeni 6.19 dostaneme nerovnost
r(AB) = 7(B) — dim N (A)NS(B) > r(B) +7(A) — n.

|

Vsimnéte si také, ze druha cast posledniho dtsledku plyne rovnéz z
Tvrzeni 3.7. Z ného vyplyva, ze kazdy radek soucinu AB je linedrni kom-
binaci fadkt matice B, a proto kazdy fadek souc¢inu AB lezi v prostoru
L(B.1,B.2,...,B,,) = R(B). Proto také R(AB) C R(B) a

r(AB) = dim R(AB) < dim R(B) = r(B).

Obdobné nerovnost r(AB) < r(A) plyne z faktu, ze kazdy sloupec sou¢inu
AB je linearni kombinaci sloupct matice A a proto S(AB) C S(A).

Soucet podprostorn

Definice 6.21 Jsou-lt X a Y dva podprostory vektorového prostoru V nad
telesem T, pak definujeme soucet podprostori X a Y jako podprostor

X+Y=L(XUY)
prostoru V.

Uloha 6.7 Dokaste, %e jsou-li X a ) dva podprostory vektorového prostoru
V nad télesem T, pak plati

X+YV={x+y:xeX,yeclV}

Reseni. Inkluze {x +y :x € X,y € Y} C X + ) je zfejma. K ditkazu
opatné inkluze vezmeme libovolny prvek z € X + Y = L(X U Y). Podle
Tvrzeni 5.8 plati

k l
Z = Zaixi + ijyj
i—1 j=1
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pro néjaké vektory xi,...,x; € X, y1,...,y1 € )V a skalary a;,b; € T.
Protoze jsou X a Y podprostory prostoru V, mizeme polozit

k l
X:ZaixieX a y:ijyjey.
i=1 j=1

O

Tvrzeni 6.22 Je-li V konecné-dimenziondlni vektorovy prostor nad télesem
T a X,Y dva podprostory V, pak plati

dim (X +)) + dim (X NY) = dim X + dim Y.

Dukaz. Predevsim je tifeba si uvédomit, ze vSechny ¢étyri podprostory
maji konecnou dimenzi podle Véty 6.10. K dikazu rovnosti si sta¢i zapama-
tovat, ze musime zacit volbou béaze uy, ..., u; v priniku podprostora XNY.
Tuto linedrné nezavislou posloupnost mitizeme podle Tvrzeni 6.7 doplnit do
baze uy,...,ux,X1,...,x; podprostoru X a do baze ui,..., U, y1,.--,¥Ym
podprostoru Y. Dokazeme, ze uy, ..., ug, X1,...,X;,¥Y1,--.,Ym je badze pod-
prostoru X + ).

Libovolny vektor z € X + ) mizeme podle Ulohy 6.7 vyjadfit jako
soufet z = x + y pro n&jaké vektory x € X = L(uy,...,ux,X1,...,X]) a
yeY=L(a,...,9,Y1,.-.,¥m). Proto

Z=X+Yy G‘C(ulv"',ukaxlw"7xlay17'-',ym)a

tj. vektory uy,...,ug,X1,...,X;,¥1, -, Ym generuji podprostor X + ).
Abychom dokazali, ze je uy,..., U, X1,...,X,¥Y1,---,Ym také linedrné
nezavisla posloupnost, vezmeme libovolnou linearni kombinaci

k l m
Z apuy, + Z byxq + Z cyr = 0.
p=1 q=1 r=1

7 této rovnosti plyne, ze vektor

k l m
w = Zapup—l—quxq = —ZcTy,,
p=1 qg=1 r=1

lezi jak v X coby linearni kombinace vektort uy, ..., ug, X1, ..., X, tak také
v podprostoru Y coby linearni kombinace vektorti yi,...,ym. Proto w €
X NY, a protoze je posloupnost uy,...,u; baze X N)Y, plati také

k
w = Z dpuy.
p=1
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Kromé toho mame uz vyjadieni

m
w=— Z Yo
r=1

Odtud dostavame, ze

k m
0= Z dpyu, + Z Yo
p=1 r=1

Protoze je posloupnost uy, ..., ug,y1,...,ym linedrné nezavisla, plyne z po-
sledni rovnosti d; = -+ =dp = ¢; = -+ = ¢ = 0. Dosazenim za koeficienty
¢, do rovnosti

k l m
Zapuerquxq = —Zcryr =0
p=1 q=1 r=1

dostaneme vzhledem k tomu, zZe také posloupnost uy,...,ux, x1,...,%; je
linedrné nezavisla, rovnosti @y = --- = ap = by = --- = by = 0. VSechny
koeficienty v linearni kombinaci

k l m
DUy D bgxg+ Y ey =0
p=1 q=1 r=1
jsou tak nulové, a posloupnost uy,...,ug, X1,...,X,¥1,...,Ym je linedrné

nezavisla a proto je baze podprostoru X + ). Plati tedy

dim (X +)Y)+dim(XNY) = (k+l+m)+k=(k+1)+(k+m)=
= dim X +dim Y.



