Kapitola 8

Samoopravné kody

Teorie kédovani se zabyva tim, jak rychle a spolehlivé prenaset informace
z jednoho mista na druhé. Mezi jeji aplikace patii napriklad minimalizace
Sumu pfi prehravani kompaktnich diski, pirenos finanénich informaci po tele-
fonnich linkach, prenos informaci mezi dvéma pocitaci, mezi pevnym diskem
a operacni paméti v jednom pocitaci, prenos informaci z telekomunikacnich,
meteorologickych nebo Spionaznich satelitd, pfenos obrazkt vzdalenych pla-
net a jejich mésici ze sondy Voyager zpatky na Zem, atd.

Fyzikalni prostfeni, ve kterém je informace prenasena, se nazyva kandl.
Piikladem kanalti mohou byt atmosféra, telefonni linky, elektromagnetické
pole, atd. Pri prenosu informace kanalem muze dojit k jejimu poskozeni
kvuli porucham fyzikalniho prostiedi, ve kterém k prenosu dochazi. Obecné
jim fikdme $um. Sum miiZze byt zptisobeny napiiklad slune¢nimi skvrnami,
bleskem, piehnutim magnetické pasky, meteorickym rojem, preslechem u te-
lefonnich linek, preklepy pri psani, Spatnou artikulaci, nedoslychavosti, po-
skrabanim kompaktniho disku, atd., atd. Sum miZe zpiisobit, Ze prijata
zprava se lisi od zpravy vyslané.

Teorie kédovani se zabyva problémem jak odhalit a opravit chyby zpi-
sobené sumem v komunika¢nim kanalu. Schematicky muzeme znézornit sys-
tém pro prenos informaci pomoci obrazku na nasledujici strané. Z naseho
pohledu je nejdtilezitéjsi ¢asti diagramu Sum. Bez ného by teorie kédovani
nebyla tfeba.

Sum miizeme zmensit pomoci volby vhodného komunika¢niho kanélu a
pouzitim filtrt, které dokézi Sum minimalizovat. Poté, co jsme uz z dostup-
nych moznosti vybrali vhodny komunikac¢ni kanal, mizeme obratit pozornost
na konstrukci kddovaciho a dekédovaciho zafizeni.
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’ zdroj informace ‘

!

’ kédovaci zarizeni ‘
’ komunikac¢ni kanél ‘ — ’ Sum

’ dekdédovaci zafizeni ‘

!

’ piijemce informace ‘

Konstrukce kédovaciho a dekédovaciho zafizeni sleduje nékolik cili:
1. rychlé kédovani informace,
2. snadny prenos zakédované zpravy,
3. rychlé dekddovani prijaté zpravy,
4. opravu chyb zptsobenych Sumem v kanalu béhem pfenosu zpravy,
5. maximalizaci mnozstvi informace prenesené za jednotku Casu.

Hlavni je ctvrty z téchto cilti. Problém spociva v tom, Ze dosazeni ¢tvr-
tého cile neni v souladu s patym cilem, a nemusi byt ani pfili§ v souladu s
prvnimi tfemi cily. Jakékoliv feSeni tohoto problému je nutné kompromisem
mezi témito péti cily.

Nejbézneéjsi zptisob kédovani informace je mluvena fe¢. Kazdy prirozeny
jazyk mé v sobé zabudovinu moznost opravy chyb zptisobenych Sumem,
kterym muze byt v tomto pripadé sbijecka za oknem, $patna artikulace, ne-
doslychavost, preklepy, apod. Tato ochrana pfed Sumem je tak pfirozena,
Ze si ji ani neuvédomujeme. Odolnost pfirozeného jazyka viuci Sumu je za-
loZzena na redundanci, nadbytecnosti pouzivanych hlasek pro pienos dané
informace. Vétsiné Ceskych vét lze rozumét i kdyz vynechdme vsechny sa-
mohlasky: zkuste si sami domyslet, co jsem délal v sobotu vecer: “V sbt
v¢r jsm 8l s kmrdm n pv”. Obvykle se odhaduje, ze redundance pfirozeného
jazyka je vice nez 50%. To znamend, Ze stejné mnozstvi informace je mozné
sdélit s méné nez polovinou hlasek.

Nyni si fekneme nékolik zakladnich pfedpokladii. Informace budeme pte-
naset pomoci posloupnosti slozenych z ¢isel 0 a 1. Budeme jim fikat cifry.
Slovo je posloupnost cifer. Délka slova je pocet cifer ve slové. Tak napriklad
010010101 je slovo délky 9. Slovo prenasime tak, ze vysilame cifry jednu po
druhé bindrnim kandlem. Bindrni znamena, Ze pouzivame pouze dvé cifry
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— 0 a 1. Cifry lze pfenaset mechanicky, elektricky, magneticky nebo néjak
jinak pomoci dvou snadno rozlisitelnych impulst.

Bindrni kod je néjaka neprazdnd mnozina C slov. Tak napfiklad kod
tvoreny vSemi slovy délky 2 je mnozina

¢ ={00,01,10,11}.

Blokovy kdd je kéd, ktery obsahuje slova stejné délky. Délka téchto slov se
nazyva délka kodu. Budeme se zabyvat pouze blokovymi kédy. Kéd pro nas
bude vzdy bindrni blokovy kdd. Slova, ktera patii do daného kédu C, budeme
nazyvat kddovd slova. Pocet kédovych slov v kédu C budeme oznacovat |C|.

Dalsi predpoklady se tykaji prenosového kanalu. Prvni predpoklad je,
ze kédové slovo délky n je pfijato jako slovo délky n. Zadné cifry se bé-
hem pfenosu neztrati ani nepfibydou. Cifry se mohou béhem pfenosu pouze
zmeénit.

Druhy predpoklad je, ze umime vzdy poznat prvni cifru pfenasenych
slov. To znamena, Ze pokud pouZivame kod délky 3 a prijmeme posloupnost
011011101, tak jsme ptijali slova 011, 011 a 101.

Tteti a posledni predpoklad je, ze Sum je nahodny (random). To zna-
mend, ze pravdépodobnost, Ze se néjaka cifra béhem pfenosu zméni (po-
skodi), je stejnd pro vSechny cifry a neni nijak ovlivnéna chybami pii pre-
nosu sousednich cifer. Opakem nahodnych chyb jsou shiukové chyby (burst
errors). Shlukové chyby jsou zpisobené napiiklad skrabnutim kompaktniho
disku, blyskanim, slunecnimi erupcemi, apod. Pfedpoklad ndhodnosti chyb
neni prili§ realisticky. Teorie kodd odstranujicich ndhodné chyby je ale jed-
nodussi. Kédy pro odstranovani shlukovych chyb jsou zalozené na kédech
puvodné vytvorenych pro odstranovani nahodnych chyb.

V naprosto spolehlivém kanalu, kde neni zadny Sum, je kazda prijata
cifra stejna jako vyslana cifra. V takovych kanélech neni tfeba informaci
kédovat.

Redlné existujici kanaly vzdy néjaky Sum obsahuji. Binarni kanal se na-
zyva symetricky, pokud pravdépodobnost, Ze vyslana cifra je spravné prijata,
nezavisi na této ciffe. Spolehlivost binadrniho symetrického kanalu je realné
¢islo p € [0,1], kde p je pravdépodobnost, Ze vysland cifra je stejnd jako
cifra piijata. Cislo 1 — p je potom pravdépodobnost, Ze pfijata cifra je réizna
od cifry vyslané. Hodnota p = 1 znamena, Ze kandl je absolutné spoleh-
livy. Hodnota p = 1/2 znamend, Ze pfijmeme-li néjakou cifru, nemizeme
viibec nic fict o tom, jakad cifra byla vyslana. Obé jsou stejné pravdépo-
dobné. Takovy kanal je naopak zcela nepouzitelny. U pouzitelnych kanéla
vzdy je mozné predpokladat, ze p € (1/2,1). Pfesnou hodnotu spolehlivosti
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kanalu je obvykle obtizné urcit. Teorie kédovéani je ale na presné znalosti
spolehlivosti kanalu nezavisla.

Jaké moznosti mame pro odhaleni (detekci) chyb béhem pfenosu, a jaké
pro opravu (korekci) téchto chyb? Pokud pfijmeme slovo, které neni kédo-
vym slovem, tak pozname, ze béhem pfenosu doslo k chybé, prijaté slovo
je jiné, nez které bylo vyslano. Chybu jsme odhalili. Pokud pfijmeme ké-
dové slovo, tak nemiizeme zadnou chybu odhalit, b€hem pfenosu nemuselo
k zadné chybé dojit.
nost prirozeného jazyka opravovat chyby. Vidime-li nékde napsano slovo
“hospiurka”, tak si domyslime, Ze to asi mélo byt “hospidka”. Dame pred-
nost slovu “hosptidka” pred slovem “rozbuska”, protoze “hospiidka” se od
prijatého slova “hosptirka” lisi pouze v jednom pismenu, zatimco “rozbuska”
se lisi ve ¢tyfech pismenech. Pokud mtzeme predpokladat, ze je pravdépo-
zeno, tak je nas vybér opravnény. Pokud bychom piijali slovo “hoshtizka”,
tak nemame zadny dtvod dat prednost slovu “hospiidka” pred slovem “po-
chiizka”. Obé se od prijatého slova “hoshtizka” 1isi ve dvou pismenech.

Vratime-li se k binarnim blokovym kédtm, tak mtézeme usoudit, ze kod

¢, = {00,01, 10,00}

nedokaze odhalit Zadnou chybu, protoze vsechna slova délky 2 jsou kédova
slova. Nemtize ani zadnou chybu opravit, protoze zadné pfijaté slovo neni
tfeba meénit, aby se stalo kédovym slovem.
Upravime kéd C; tak, ze kazdé slovo délky 2 zopakujeme tiikrat. Dosta-
neme kod
C» = {000000,010101,1010101,111111}.

Takovému kédu se Fikd opakovaci kod (repetition code). Pokud pouzivame
kéd Co a pfijmeme slovo 110101, tak odhalime, Ze pri pfenosu doslo aspon
k jedné chybé — prijaté slovo neni kédové slovo. Kédové slovo 010101 do-
staneme z prijatého slova 110101 zménou jedné cifry, zatimco kazdé jiné
kédové slovo vyzaduje zménu nejméné dvou cifer. Rikdme, Ze slovo 010101
je nejblizsi kodovée slovo k prijatému slovu 110101. Diky pfedpokladu, Ze spo-
lehlivost kanélu je p > 1/2, 1ze dokazat, ze vyslani kédového slova 010101
je pravdépodobnéjsi, nez vyslani kterékoliv jiného kédového slova. Ve sku-
tecnosti, pokud je vyslano jakékoliv jiné slovo ¢ € Co a pfi prenosu dojde k
jedné chybé, pak je c jediné nejblizsi kédové slovo k prijatému slovu. Kod
Cy tak dokaze spravné opravit jednu chybu.
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Upravime kéd C; jesté jinym zpusobem. Ke kazdému slovu kédu C; pii-
dame jednu cifru tak, aby byl pocet cifer 1 v kazdém kdédovém slové sudy.
Dostaneme kéd

Cs = {000,011,101,110}.

Pridané ciffe se fikd cifra pro kontrolu parity (parity-check digit). Pokud
prijmeme slovo 010 s lichym poctem jednotek, tak odhalime, Ze pfi prenosu
doslo k chybé. Kazdé z kédovych slov 110, 000, 011 dostaneme z prijatého
slova, 010 zménou jedné cifry. Nemame zadny divod dat jednomu z téchto
t¥1 kédovych slov prednost pred ostatnimi. Kazdé z nich ale bylo vysldno
pravdépodobnéji, nez kédové slovo 101. Kéd Co tak dokaze jednu chybu
odhalit, nedokéaze ji ale opravit.

Efekt kontroly parity

Efekt pridani cifry pro kontrolu parity na spolehlivost prenosu informace
si ukdzeme na prikladu. Budeme predpokladat, Ze pro pienos informace po-
uzivame kéd Dy, ktery je tvoreny vsemi slovy délky 11. To znamena, ze kéd
nedokaze odhalit zddnou chybu. Déle budeme pfedpokléddat, ze spolehlivost
pouzitého kanalu je

p=1-1078,
a ze cifry jsou vysilany rychlosti 107 cifer za sekundu.

Pravdépodobnost, ze néjaké slovo je preneseno s jednou chybou, je

11p'°(1 — p),

pravdépodobnost, ze je pfeneseno se dvéma chybami, se rovné

(§>p%1—pf,

t¥i chyby maji pravdépodobnost

<§>p%1—pf,

a tak dale. Z téchto pravdépodobnosti je prvni fdadové mnohem vétsi nez
soucet vSech ostatnich. MuZeme tedy Tict, Ze pravdépodobnost chybného
prenosu slova je priblizné

11

11p°1 —p) ~ 05
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To znamena, Ze za jednu vtefinu se prenese chybné, aniz bychom si toho
v§imnuli, zhruba

11 107

108 11
To je ptiblizné jedno slovo za 10 sekund, 6 slov za minutu, 360 za hodinu,
atd.

Nyni zménime pouzity kéd D; tak, ze pridame cifru kontrolujici paritu.
Dostaneme tak kod Do, ktery je tvoreny vsemi slovy délky 12, které obsahuji
sudy pocet cifer 1. VSimnéte si, ze kod Dy ma stejny pocet slov, jako pavodni
kéd D;. Pri pouziti tohoto kédu odhalime kazdé slovo, které bylo preneseno
s jednou chybou. Chybné prenesené slovo tedy musi obsahovat aspon dvé
(a sudy pocet) chybné pfenesené cifry, abychom chybny pfenos neodhalili.
Pravdépodobnost, Ze slovo je pfeneseno se dvéma chybami, je nyni

(122>p1°(1 —p)?,

¢tyfi chyby maji pravdépodobnost

(f)m o),

se Sesti chybami je slovo preneseno s pravdépodobnosti

(182>p6<1 -p),

atd. Z téchto pravdépodobnosti je prvni fadové mnohem vétsi nez ostatni.
Pravdépodobnost, ze pfi pouziti kédu Dy piijmeme slovo s chybami aniz
bychom to odhalili, je tak priblizné

1-— N ——.

Tentokrat za jednu sekundu pieneseme chybné, aniz bychom si toho vSim-
nuli, priblizné

~0,1 slov.

66 107

1016 12

To je zhruba jedno neodhalené chybné pienesené slovo za 2000 dni, témér
6 let. Cena, kterou jsme zaplatili za takto dramatické zvysSeni spolehlivosti,

=5,5-1077  slov.
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je relativné mald. Pfenos informace se zpomali o 1/12, protoze kazda dva-
nacta prenasend cifra je kontrolni. Nenese zaddnou novou informaci, protoze
ji muzeme dopocitat z jedenacti predchazejicich cifer.

Rychlost prenosu informace kédem C délky n se definuje jako ¢islo

1
—1 Cl|.
n og2! |

Binérnich slov délky n je 2", proto 1 < |C| < 2" pro kazdy bindrni kéd délky
n. Rychlost pfenosu je tak vzdy néjaké ¢islo mezi 0 a 1. Rovna se 1, pokud
kéd C obsahuje vSechna slova délky n, a rovna se 0, pokud C obsahuje jediné
slovo. K6d D; tak pfendsi informace rychlosti 1, kéd Dy rychlosti 11/12.
Tato rychlost odpovida tomu, ze z 12 cifer v kazdém slové kédu Dy pouze
prvnich 11 je informacnich, zatimco dvanacta cifra je kontrolni. Podobné
rychlost pfenosu informace kédy Ci, Co a Cs je postupné 1, 1/3 a 2/3. Ve
vSech tfech pripadech jsou pouze prvni dveé cifry v kazdém kdédovém slové
informaéni, zbyvajici jsou kontrolni. Rychlost pfenosu informace kédem tak
tika, jaka Cast cifer v priméru v kazdém slové tohoto kédu nese informaci.

Uprava kédu D; pfidanim cifry pro kontrolu parity sice umozni odhalit
jednu chybu pfi pfenosu slova, nepomuze ale poznat, ktera cifra ve slové byla
Spatné pienesena. Aby to bylo mozné zjistit, miiZze byt nutné vyslat chybné
prijaté slovo jesteé jednou. To lze zaiidit naptiklad tak, ze vysila¢ po kazdém
slové ¢eka, az dostane z prijimace potvrzeni, Ze slovo bylo pfijato spravné.
To je velmi naro¢né na cas. Druhou moznosti je, Ze pfijimac¢ uklada celou
zpravu do paméti a po skonceni celého vysilani pozada o opétovné vyslani
téch slov, ve kterych odhalil chybu. Tento zptsob je zase hodné narocny
na velikost paméti pfijimace a vysilace. V nékterych ptipadech je opétovné
vysilani nékterych slov navic bud zcela nepouzitelné, naptiklad pfi poslechu
hudby z kompaktniho disku, nebo prili§ nékladné jako tfeba pii vysilani
fotografii vzdalenych planet ze sondy Voyager.

Jednoduchym zptisobem jak upravit kéd tak, aby byl schopen jednu
chybu nejen odhalit, ale i opravit, je pouzit opakovaci kéd, vyslat kazdé
slovo trikrat po sobé tak, jako to déla kéd Co. Délka kédovych slov se tak
prodlouzi trikrat, rychlost prenosu informace se snizi na tretinu. Pokud v
néjakém koédovém slové dojde k jedné chybé, tak ji opakovaci kéd nejen
odhali, ale i opravi. Nejméné dvé tretiny slova jsou prenesené spravné a
jejich porovnanim s tfetinou, kterd se lisi, pozname chybné pfijatou cifru v
této tiretiné. Nicméné snizeni rychlosti prenosu informace na jednu tretinu
je prilis velké a stejné spolehlivosti 1ze dosahnout lepsim vybérem kédovych
slov nez jak to déla opakovaci kéd.
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Hamminguv kéd (7,4, 3)

Prvni samoopravné kédy navrhnul americky matematik Richard W. Ha-
mming kratce po druhé svétové valce. Jeho navrh spocival v kombinaci né-
kolika testi na paritu. Ukazeme si to na nejjednodussim ptfipadu Hammin-
govych kddu, ktery se oznacuje (7,4, 3).

Tento kéd mé ¢tyrfi informacni a t¥i kontrolni cifry, jeho délka je tedy 7.
Kontrolni cifry jsou na prvnim, druhém a ¢tvrtém misté kédového slova,
informa¢ni cifry jsou na mistech 3,5,6,7. Nejdfive si mista cifer ve slové
vyjadiime ve dvojkové soustave:

= 001
= 010
= 011
100
101
110
= 111.

N T I N O
I

Jsou-li nyni dany informacni cifry as, as, ag, a7, potfebujeme v kédovém
slové
. as . asagay

dopocitat kontrolni cifry ai,as a a4. Kontrolni cifra a; zajisti, aby byl v
kédovém slové sudy pocet cifer 1 na mistech, kterd maji ve dvojkovém vy-
jadfeni jednotku na misté jednotek, tj. vpravo. To znamené, ze

a1 +asz+as+a7 =0, neboli a;=asz+as+as.

Podobné kontrolni cifra as zajisti, aby byl v kazdém kédovém slové sudy po-
¢et cifer 1 na mistech, kterd maji ve dvojkovém vyjadieni jednotku namisté
desitek, tj. uprostied. Proto

as +asz+ag+ a7 =0, neboli ay=as+ag+ ar.

A nakonec dopocitame kotrolni cifru a4 tak, aby byl v kazdém slové sudy
pocet cifer 1 na mistech, kterd maji ve dvojkovém vyjadfeni jednotku na
misté stovek, tj. vlevo:

as +as+ag+a7 =0, neboli a4 =as+ ag+ ar.
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Ve vsech tfech rovnostech je vzdy jedina kontrolni cifra a zbyvajici tfi jsou
informac¢ni. Kazda rovnost tak umoznuje jednoznacné vypocitat kontrolni
cifru.

Kazdé kédové slovo ajasasasasaga; Hammingova kédu H je tak fesSe-
nim nésledujici soustavy tfi rovnic o sedmi nezndmych nad dvouprvkovym
télesem Zs:

ar+az+as+ar = 0
az+az+ag+ar = 0
ag+as+ag+ar = 0.

A naopak, kazdé feSeni této soustavy je prvkem kédu H. Hammingtv kéd
tak mtzeme definovat jako mnozinu vSech feseni této soustavy. Matice této
homogenni soustavy

1
0
0

O = O

1 01
1 00
011

=)

1
1
1

ma hodnost 3, protoze je v redukovaném fadkové odstupniovaném tvaru.

A jak je to se schopnosti Hammingova kédu odhalit a opravit jednu
chybu? Pokud pfijmeme slovo b1bob3bsbsbgbr, dosadime cifry bq,...,b7 do
rovnic definujicich Hamminguv kéd a spocitame cisla ey, es, e € Zo

bi +b3+bs+br = e
by +b3+bs+br = e
by +bs+bg+br = es.

Pokud je e; = es = ez = 0, je slovo b1bab3bsbsbgby kédovym slovem.
Pokud je aspon jedno z cisel e, eq,e3 rizné od 0, tak pfi prenosu doslo
k chybé. Je-li e; = 1, pak k chybé doslo na nékterém z mist, kterd maji
ve vyjadreni ve dvojkové soustavé 1 na misté jednotek, tj. u jedné z cifer
b1, b3, bs, by. Je-li rovnéz es = 1, pak je chyba také u jedné z cifer na mistech,
kterd maji ve dvojkové soustavé 1 na misté desitek, tj. u cifer bs, b3, bg, b7.
Pokud je naopak es = 0, tak vime, Ze k chybé nedoslo na zddném z mist,
kterda maji ve dvojkové soustavé 1 na misté stovek, tj. chyba musi byt u
nékteré z cifer na mistech, kterd maji cifru 0 na misté stovek, tj. u nékteré
z cifer by, bo, bs. Chybné prenesend je tedy cifra bs. Vsimnéte si, ze misto
3 = egege; = 011 pii vyjadieni ve dvojkové soustaveé. Zmeénime-li cifru bs,
bude nové slovo vyhovovat vSsem tfem rovnicim definujicim Hammingtv kéd,
bude tedy kédovym slovem.
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Postup z pfedchoziho odstavce vede k odhaleni chybné pieneseného mista
zcela obecné. Prijmeme-li slovo b1bob3bsbsbgby, spocitame cifry ey, es, e3. Po-
kud jsou vSechny rovné 0, je bibabsbsbsbgby kédové slovo. Pokud nejsou
vSechny tii cifry e, e, e3 rovné 0, pak Cislo esese; vyjadiuje ve dvojkové
soustavé jednoznacné urcenou polohu cifry, jejiz zména udé€ld z prijatého
slova b1b2b3bsbsbgby kédové slovo. Hammingiv kéd tak nejenom odhali, ale
také opravi jednu chybu. Rychlost pfenosu informace Hammingovym kédem
je 4/7. To je vyrazné zrychleni oproti rychlosti 1/3, které lze doséhnout pfi
pouziti opakovaciho kdédu, ktery také dokaze spravné opravit jednu chybu.

Nyni za¢neme budovat souvislosti mezi linedrni algebrou a teorii samo-
opravnych kodd. Binarni slova by - - - b, délky n budeme povazovat za prvky
aritmetického vektorového prostoru Z3' dimenze n nad dvouprvkovym téle-
sem Zy = {0, 1}. Blokovy binarni kéd délky n je potom podmnozina C C Z¥.

Definice 8.1 Kod C C 23 délky n se nazyvd linearni, jestlize C je podpro-
stor prostoru Z3. Dimenze linedrniho kodu je dimenze dim C podprostoru

C.

Protoze pocet prvkl vektorového prostoru dimenze k nad dvouprvkovym
télesem Zs se rovna 2F, rychlost pienosu informace linedrnim kédem dimenze
k a délky n se rovna k/n.

Prakticky vSechny pouzivané kédy jsou linearni. Linearni kéd je jedno-
duché popsat, staci zadat néjakou jeho bazi. Bazi linearniho kédu zapisujeme
do fadkt matice.

Definice 8.2 Je-li ddn linedarni kod C C Z3 dimenze k, pak matice C =
(aij) tvaru k x n s proky z télesa Zy se nazyvd generujici matice kddu C,

jestlize C = R(C).

V generujici matici kédu jsou tedy fadky linedrné nezavislé. Matice

1110000
1001100
H=1l010101 0
1101001

je generujici matici Hammingova kédu (7,4, 3). Sestrojili jsme ji tak, Ze jsme
postupné zakddovali posloupnosti 1000, 0100, 0010 a 0001. Kvili tfetimu,
patému, Sestému a sedmému sloupci jsou fadky matice H linearné nezé-
vislé. Dimenze Hammingova kédu (7,4, 3) je 4, nebot jsme si uvedli, ze jeho
prvky jsou vSechna Teseni soustavy t¥i rovnic o 7 neznamych a matice této
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soustavy mé hodnost 3. Podle Dusledku 6.16 mé& podprostor vSech feSeni
takové soustavy dimenzi rovnou 4. Vynasobime-li generujici matici C né-
jakého linearniho kédu C dimenze k zleva néjakou regularni matici P radu
k, pak soucin PC je také generujici matice kédu C podle Ulohy 6.4. Kazdy
linearni kéd mé tak mnoho rtiznych generujicich matic.

To, patii-li n&jaky vektor v € ZJ do Hammingova kédu H, mizeme
ovéFit dvéma zpusoby. Protoze H = R(H), sta¢i ovétit, ze v € R(H) =
L(Hi., Hoy, Ha,, Hy, ). Musime tedy ovéfit, ze vektor v je linearni kombinaci
fadkil generujici matice kédu H, tj. ze v = uH pro né&jaky vektor u € Zj.
Soufadnice vektoru u € Z5 najdeme jako feseni vhodné soustavy linearnich
rovnic o ¢tyfech neznamych.

Maéame-li nyni dany ¢tyfi informacni cifry as, as, ag, a7 a chceme-li dopoci-
tat kontrolni cifry a1, ag, a4, ozna¢ime u = (as, as, ag,ay) € Z§ a spocitame
soucin

uH = (bl, bg, b3, b4, b5, bﬁ, b7).
7 tvaru matice H ihned dostaneme, Ze bs = a3, b5 = as, bg = ag a by = ary.
Protoze uH € H, je vektor uH kédovym slovem, jehoz informacni symboly
se rovnaji poradé as, as, ag, a7.

To, je-li vektor v = (aj,az,...,a7) € H, mizeme ovéfit také tak, ze
zjistime, vyhovuje-li rovnicim definujicim Hammingtv kéd. Oznac¢ime-li

I
el i el el == R = )]
— =0 OO
= O =) O - O

matici transponovanou k matici soustavy definujici Hammingav kéd, pak
plati
v EH pravée kdyz vD =0.

Druhy zptisob je mnohem jednodussi. Staci spocitat soucin vD, namisto
feSeni soustavy linedrnich rovnic. Zkuste si spocitat, kolik operaci kazda z
téchto dvou metod vyzaduje. Matice D umoziiuje nejen ovérit, plati-li pro
prijaté slovo v € H, ale také najit chybné prenesenou cifru, pokud vD #
0. V takovém pfipadé je chybné pfenesend cifra na misté i € {1,2,...,7}
prave kdyz vektor vD se rovna i-tému fadku matice D. Rozmyslete si proc.
Vsimnéte si, Zze fadky matice D tvoii vSechny nenulové vektory prostoru
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Z3. Matice D se nazyva kontrolni matice Hammingova kédu (7,4, 3). Tyto
uvahy vedou k nasledujici definici.

Definice 8.3 Je-li C linedrni kdd dimenze k a délky n, pak matici D tvaru
n x (n — k) nazgvame kontrolni matice kddu C, plati-li

veClC pravéekdyz vD =0, tj. plati-i C = M(D),
kde M(D) je levy nulovy prostor matice D.

Uloha 8.1 Predpokliddme, Ze C je linedrni kdd dimenze k a délky n a D
je kontrolni matice kodu C. Dokazte, Ze

e hodnost matice D je n — k, tj. sloupce kontrolni matice jsou linedrné
nezdavisle,

o je-li Q regularni matice rddu n — k, pak soucin DQ je také kontrolni
matice kodu C.

Reseni. Z Definice 8.3 vyplyva, ze C = M(D). Podle Tvrzeni 6.17 pak
plati

k=dim C =dim M(D)=n—r(D), tj. r(D)=n—k.

Abychom dokézali druhou ¢ast tlohy, staci si pfipomenout, Ze elemen-
tarni fadkové tipravy neméni nulovy prostor matice. Pfechodem k transpo-
novanym maticim dostaneme, Ze elementarni sloupcové tpravy nemeéni levy
nulovy prostor matice. Vynéasobit néjakou matici zprava reguldrni matici
znamena provést posloupnost elementarnich sloupcovych taprav. Proto

¢ = M(D) = M(DQ).

O

Kazdy linearni kéd méa proto také mnoho riznjych kontrolnich matic.
Nasledujici tvrzeni udava nutnou a postacujici podminku pro to, aby dveé
matice C a D byly generujici a kontrolni matici néjakého linearniho kédu.

Tvrzeni 8.4 Predpokladame, Ze C je matice tvaru kxn a D je matice tvaru
n x (n—k), obé s proky z dvouprvkového télesa Zy. Potom je ekvivalentni

o matice C a D jsou generujici a kontrolni matice néjakého linedrniho
kodu C dimenze k a délky n,
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e plati r(C) = k, tj. Tddky matice C jsou linedrné nezavislé, r(D) =
n — k, tj. sloupce matice D jsou linedrné nezdvislé, a CD = 0.

Dukaz. Je-li C generujici matice kédu C dimenze k, tvori fadky matice
C béazi podprostoru C C Zg, ktery ma dimenzi k. Proto jsou rfadky matice
C linearné nezavislé a tedy r(C) = k. Rovnost (D) = n — k pro libovolnou
kontrolni matici D linedrniho kédu dimenze k a délky n jsme dokéazali v
Uloze 8.1. Protoze D je kontrolni matice kédu C a C; € R(C) = C pro
kazdé i = 1,...,k, plyne odtud podle Tvrzeni 3.7, ze (CD);, = C;,D =0
prokazdé i =1,...,k, tj. CD = 0.

Abychom dokazali opa¢nou implikaci, definujeme linearni kéd C = R(C).
Protoze r(C) = k, jsou fadky matice C linedrné nezavislé, tvoii proto bazi
kédu C a matice C je proto generujici matici kédu C. Vzhledem k pred-
pokladu CD = 0 plati C;, € M(D) pro kazdé i = 1,...,k a proto také
C = L(Cis,...,Cly) € M(D). Protoze r(D) = n — k, plati podle Tvr-
zeni 6.17, ze r(M(D)) = n — r(D) = k. Kazda baze podprostoru C je proto
také bazi levého nulového prostoru matice D, a proto C = M (D). Matice D
je tak kontrolni matici linedrniho kédu C. O

Kazdy linearni kéd C C Z5 muzeme zadat dvéma zpusoby — bud po-
moci generujici matice nebo pomoci kontrolni matice. Tyto matice nejsou
kédem C jednozna¢né urcené. Stejné tak ani jedna z téchto matic neurcuje
jednoznacné tu druhou. Budeme se nyni zabyvat otazkou, jak rychle najit
kontrolni matici D kédu C, zname-li jeho generujici matici C, a naopak jak
najit generujici matici C, zname-li kontrolni matici D.

Nejjednodussi pripad nastava, je-li generujici matice ve specidlnim tvaru.

Definice 8.5 Generujici matice C linedrniho kodu C dimenze k a délky n
je ve standardnim tvaru, plati-li

C:(Ik X)

kde X je néjakd matice tvaru k x (n — k) s proky z télesa Zs. Kod C se na-
zyvd systematicky kéd, pokud md néjakou generujici matici ve standardnim
tvaru.

Cviceni 8.1 Dokazte, Ze je-li C = ( I, X ) generujict matice systema-

tického kodu C dimenze k a délky n ve standardnim tvaru a u € Z’Q“, pak

uC=(u uX ).
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To znamend, Ze v systematickém kodu dimenze k a délky n je v kaZdém
kodovém slovée prvnich k cifer informacnich a po nich ndsleduji kontrolni

cifry.

Tvrzeni 8.6 Je-li C = ( I, X ) generujict matice systematického kodu
C dimenze k a délky n ve standardnim tvaru, pak matice

je kontrolni matice kodu C.
Naopak, je-li

> (1)

kontrolni matice linedrniho kddu D dimenze k a délky n, pak matice C =
( I, X ) je generugjici matice kodu D.

Dukaz. Pfimym vypoctem dostaneme, Ze

CD:(Ik X ) ( IXk > — X +XI, ,=X+X=0,

protoze téleso Zs ma charakteristiku 2.

Vzhledem k pfitomnosti bloku I,,_; v matici D je hodnost (D) = n—k.
Podle Tvrzeni 8.4 je tak D kontrolni matice kédu generovaného matici C,
tj. kédu C.

Tvrzeni z druhého odstavce dokadzeme stejné. Protoze r(C) = k, je C
generujici matici kédu, jehoz kontrolni matici je D, tj. kodu D. O

Ne kazdy kdéd je ovSem systematicky a méa generujici matici ve stan-
dardnim tvaru. Z hlediska teorie kédovani je ale mozné omezit se pouze na
systematické kody. V libovolném linedrnim kdédu stac¢i zménit poradi cifer v
kédovych slovech tak, aby informacni cifry byly na pocatku kédovych slov
a informacni cifry az po nich.

Definice 8.7 Dva linedrni kédy C a C' dimenze k a délky n se nazyjvaji
ekvivalentni, pokud existuje generujici matice C kdodu C takovd, Ze zmeénou
poradi sloupct v matici C dostaneme generujici matici C' kddu C’.

Tvrzeni 8.8 Kazdy linedrni kdd C je ekvivalentni néjakému systematic-
kému kodu.



KAPITOLA 8. SAMOOPRAVNE KODY 158

Dukaz. Vezmeme libovolnou generujici matici kédu C a pomoci elemen-
tarnich radkovych dprav ji prevedeme do redukovaného radkoveé odstupno-
vaného tvaru C. Poté prehazime sloupce v matici C tak, aby prvni pivot
lezel v prvnim sloupci, druhy pivot ve druhém sloupci, atd. Dostaneme tak
matici C' = ( I, X ), ktera je ve standardnim tvaru a je proto generujici
matici systematického kédu, ktery je ekvivalentni kédu C. O

Hammingova vzdalenost

Dukazy schopnosti kédt odhalovat a opravovat nékteré chyby jsou zalo-
zené na nasledujici jednoduché, ale dulezité definici.

Definice 8.9 Jsou-liu,v € Z3 dvé bindrni slova stejné delky n, pak definu-
jeme jejich Hammingovu vzdalenost d(u, v) jako pocet souradnic, ve kterych
se oba vektory lisi. Hammingova vaha wt(u) slova u € Z§ se rovnd poctu
souradnic ve slové u rovngch 1. Je-li C kod obsahugjici aspon dvé slova, pak
definujeme Hammingovu vzdélenost d(C) kddu C jako nejmensi ze vzddle-
nosti d(u,v), kde u # v jsou libovolné dva rizné prvky kodu C.

Tak naptiklad d(01011,00111) = 2 a d(00111,00111) = 0. Podobné
wt(10101) = 3 a wt(00000) = 0. Snadno si sami dokédzete jednoduchou
ale dtlezitou rovnost

d(u,v) = wt(u+v)

pro libovolné dva vektory u,v € Z5. Také vSechny dikazy v nasledujicim
cviceni jsou jednoduché.

Cviceni 8.2 Dokazte, Ze pro kaZdé tri vektory u,v,w € Z% a libovolny
skaldr a € Zy plati

1. 0 < wt(v) <mn,

wt(0) =0,

je-li wt(v) =0, pak v =0,
d(v,v) =0,

je-li d(v,w) =0, pak v=w,
d(v, w) = d(w,v),

S N e

wt(v +w) < wt(v) + wt(w),
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8. d(u,w) <d(u,v) +d(v,w) (trojuhelnikova nerovnost),
9. wt(av) = a - wt(v),

10. d(av,aw) =a-d(v,w),

11. je-li C linedrni kod, pak d(C) = min{wt(v): 0 # v € C}.

S pouzitim definice Hammingovy vzdalenosti mtzeme formélné defino-
vat, co to znamena, ze néjaky kdd odhali nebo opravi néjakou chybu.

Definice 8.10 Libovolné binarni slovo e € Z% délky n nazyvdme typ chyby.
Je-li C C Z3 kod délky n, pak rikame, Ze kod C dokaze odhalit chybu typu
e #£ 0, jestlize pro kazdé kodové slovo v € C plati v+e & C.

Rikdme, %e kod C dokaze odhalit t chyb, jestlize dokdZe odhalit kazdou
chybu e # 0 s vdhou wt(e) < t.

Ddle tikdme, Ze C dokaze opravit chybu typu e # 0 jestlize pro kazdé
slovo v € C plati

d(v,v+e) <d(v+e,w) pro libovolné slovo w € C rizné od v.

Konecné rikdme, Ze kod C dokaze opravit t chyb, jestlize dokdze opravit
kazdou chybu e # 0 s vahou wt(e) < t.

Véta 8.11 Ma-li kdd C délky n vzdalenost d(C) = d, pak dokdze odhalit
vSechny chyby typu e # 0 s vahou d — 1 a existuje asponi jedna chyba s
vdhou d, kterou odhalit nedokdzZe. Takovy kod tak dokdzZe odhalit d — 1 chyb
a nedokdze odhalit d chyb.

Dukaz. Je-li 0 < wt(e) < d pro nenulovy vektor e € Z5 a v € C, pak
d(v,v +e) = wt(e) < d. Protoze d = d(C), neni vektor v + e prvkem kdédu
C.

Jsou-li v,w € C dvé kédova slova takova, ze d(v,w) = d = d(C), pak
definujeme e = v+ w. Plati wt(e) = wt(v+w) = d a kéd C neodhali chybu
typu e, nebot v4+e=w (. O

Ve formulaci nésledujici véty se objevuje oznaceni |z] pro redlné ¢islo
x. Symbol | x| oznacuje celou cdst ¢isla z, tj. nejvétsi celé ¢islo mensi nebo
rovné z. Napiiklad |3/2] = |1| =1, [—(3/2] = -2, atd.

Véta 8.12 Md-li kod C délky n vzddlenost d(C) = d, pak dokdZe opravit
vSechny chyby s vahou mensi nebo rovnou |(d—1)/2] a existuje aspon jedna
chyba s vahou 1+ |(d — 1)/2], kterou kod C odhalit nedokaze. Kod C tak
dokdze opravit |(d —1)/2] chyb a nedokdze opravit 1+ |(d — 1)/2] chyb.
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Dukaz. Predpokladame, Ze e # 0 je typ chyby s vahou wt(e) < (d—1)/2.
Nyni vezmeme libovolna dveé riizna kédova slova v, w € C. Potom plati
dw,v+e)+d(v+e,v)>dw,v)>d.

Dale plati

dw,v+e)+wtle) > 2wt(u)+1
dw,v+e) > wt(u)+1
> d(v,v+e)+1,

nebot wt(e) = d(v + e,v) a 2wt(e) + 1 < d. Tim je dokdzano, ze kéd C
opravi chybu typu e.

Existuji dvé kédova slova v,w € C, pro kterd plati d(v,w) = d. Vy-
tvorime typ chyby e tak, ze v sou¢tu v + w zménime d — 1 — |(d — 1)/2]
soufadnic 1 na 0. Potom

div,iv+e) = wtle)=1+|(d—1)/2], a
dw,v+e) = wit(w+v+e)=dv+w,e)
= d—(1+[(d—-1)/2]).
Je-li d liché ¢islo, tj. d = 2t + 1, potom

dv,v+e) = wtle)=1+4+(2t)/2=1+1t, a
dw,v+e)=2t+1—(1+1t)=t,

takze d(v,v +e) > d(w,v + e). A je-li d sudé ¢islo, tj. d = 2¢t, pak

diviv+e) = 1+[t—1/2]=t a
dw,v+e)=2t—t=t.

V obou pfipadech plati d(v,v + e > d(w,v + e) a proto v + e neni blize ke
kédovému slovu v nez ke kédovému slovu w. Kéd C tak nedokaze opravit
chybu typu e.

Proto kdéd C (jehoz vzdalenost je d) nedokdze opravit 1 + |(d — 1)/2]
chyb, dokaze ale opravit |(d — 1)/2| chyb. O

Vzdélenost linearniho kédu C miizeme velmi dobfe zjistit pomoci kont-
rolni matice D.

Véta 8.13 Je-li D kontrolni matice linedrniho kodu C, pak plati, Ze vzdd-
lenost kodu C se rond d prdve tehdy kdyz je libovolngch d — 1 rizngch rdadkid
matice D linedrné nezdvislych a existuje d tadku v matici D, které jsou
linedrné zdvislé.
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Dukaz. Je-li v libovolné slovo, pak vD je linearni kombinaci pfesné
wt(v) Fadka matice D. Je-li tedy 0 # v € C, pak plati vD = 0 a proto
existuje wt(v) Ffadkd matice D, které jsou linedrné zavislé.

Pokud je vzdalenost kédu C rovna d, pak existuje vektor 0 # v € C,
ktery méa vdhu wt(v) = d a proto také existuje d linedrné zavislych radku
matice D. Kromé toho pro kazdy nenulovy vektor w s vahou wt(w) < d—1
plati w ¢ C, tj. wD # 0, tj. kazdych d — 1 radkd matice D je linedrné
nezavislych.

Opacna implikace se dokaze podobné O

Nyni si fekneme, jak jsou definovany obecné Hammingovy kdédy.

Definice 8.14 Pro prirozené cislo r > 2 definujeme Hamminguv kéd délky
2" — 1 jako linedrni kod, jehoZ kontrolni matice D je tvorena vsemi nenulo-
vymi vektory délky r. Délka tohoto kodu je zrejmé 2" — 1.

Véta 8.15 Hamminguv kod délky 2" — 1 dokdZe opravit jednu chybu.

Dikaz. Staci ukazat, Ze vzdalenost Hammingova kédu je 3, tj. libovolné
dva fadky kontrolni matice D jsou linedrné nezavislé, a dale ze existuji tii
radky, které linearné zavislé jsou. To je ale zfejmé, protoze libovolné dva
ruzné nenulové vektory v,w téze délky nad dvouprvkovym télesem jsou
linearné nezavislé. Tti vektory v, w, v 4+ w linearné zavislé jsou. O



