1. Èísla a tìlesa

De˛nice 1.1. Buï X neprázdná mno¿ina. Binární operací na mno¿inì X rozumíme libo-

volnou funkci f : X × X → X.

Vlastnosti sèítání a násobení reálných (komplexních, racionálních) èísel: A: Ka¿dé dvojici èísel a, b odpovídá èíslo a + b, nazývané souèet èísel a, b a platí (A1) sèítání je komutativní, tj. platí a + b = b + a pro ka¿dá dvì èísla a, b, (A2) sèítání je asociativní, tj. platí (a + b) + c = a + (b + c) pro ka¿dá tøi èísla a, b, c, (A3) existuje neutrální (nulový) prvek vzhledem ke sèítání, tj. èíslo 0 takové, ¿e platí a + 0 = 0 + a = a pro ka¿dé èíslo a, (A4) ke ka¿dému èíslo a existuje opaèné èíslo −a, pro které platí a+(−a) = (−a)+a = 0.

B: Ka¿dé dvojici èísel a, b odpovídá èíslo ab nazývané souèin èísel a, b a platí (B1) násobení je komutativní, tj. platí ab = ba pro ka¿dá dvì èísla a, b, (B2) násobení je asociativní, tj. platí a(bc) = (ab)c pro ka¿dá tøo èísla a, b, c, (B3) existuje neutrální (jednotkový) prvek vzhledem k operaci násobení, tj. èíslo 1 takové, ¿e platí 1a = a1 = a pro ka¿dé èíslo a, (B4) pro ka¿dé èíslo a ≠ 0 existuje inverzní prvek a�^1 takový, ¿e aa�^1 = a�^1a = 1.

C: Násobení je distributivní vzhledem ke sèítání, tj. platí a(b + c) = (ab) + (ac), (b + c)a = (ba) + (ca) pro ka¿dá tøi èísla a, b, c. D: 0 ≠ 1.

De˛nice 1.2. Buï T libovolná mno¿ina (její prvky budeme nazývat èísla nebo skaláry) a

sèítání (+) a násobení (·) dvì binární operace de˛nované na T. Splòují-li tyto dvì operace podmínky (A1)-(A4), (B1)-(B4), C, D, pak nazýváme mno¿inu T spolu s pøísluźnými operacemi sèítání a násobení tìleso.

Pøíklad 1.1. Známá tìlesa. a) Obvyklé operace sèítání a násobení racionálních èísel

mají uvedených 10 vlastností. Mno¿ina vźech racionálních èísel s obvyklým sèítáním a násobením je tedy tìleso. Budeme mu øíkat tìleso racionálních èísel a oznaèovat ho Q.

b) Tìleso reálných èísel R. c) Tìleso komplexních èísel C.

Pøíklad 1.2. Nìkterá koneèná tìlesa. a) Na mno¿inì {0, 1} de˛nujeme operace sèítání

a násobení takto:

0 + 0 = 1 + 1 = 0, 0 + 1 = 1 + 0 = 1,

0 · 0 = 0 · 1 = 1 · 0 = 0, 1 · 1 = 1.

Jsou to vlastnì sèítání a násobení modulo 2. Ovìøte si, ¿e mno¿ina {0, 1} s takto de˛novaným sèítáním a násobením splòuje vźech 10 podmínek a je tedy tìlesem. Oznaèujeme ho

Z_2.

Typeset by AMS-TEX 1

b) Podobnì na mno¿inì {0, 1, 2} de˛nujeme operace sèítání a násobení takto:

0 + 0 = 1 + 2 = 2 + 1 = 0, 0 + 1 = 1 + 0 = 2 + 2 = 1, 0 + 2 = 2 + 0 = 1 + 1 = 2,

0 · 0 = 0 · 1 = 1 · 0 = 0 · 2 = 2 · 0 = 0, 1 · 1 = 2 · 2 = 1, 1 · 2 = 2 · 1 = 2.

V tomto pøípadì jde o sèítání a násobení modulo 3. Ovìøte, ¿e jde o tìleso. (V pøípadì asociativity nebo distributivity je nutné ovìøit 27 rovností.) Toto tìleso oznaèujeme Z_3.

c) Mno¿ina {0, 1, 2, 3} spolu se sèítáním a násobením modulo 4 není tìleso, proto¿e prvek 2 nemá ¿ádný inverzní prvek. Pøesto ètyøprvkové tìleso existuje, operace sèítání a násobení je ale tøeba de˛novat jinak.

d) Mno¿ina {0, 1, 2, 3, 4} spolu s operacemi sèítání a násobení modulo 5 je tìleso. e) Mno¿ina {0, 1, 2, 3, 4, 5} spolu s operacemi sèítání a násobení modulo 6 není tìleso, èísla 2, 3, 4 nemají ¿ádný inverzní prvek. őádné źestiprvkové tìleso neexistuje, na mno¿inì {0, 1, 2, 3, 4, 5} nelze de˛novat sèítání a násobení tak, aby mìly vźech 10 vlastností, které musí tìleso mít.

f) Platí, ¿e poèet prvkù jakéhokoliv koneèného tìlesa musí být roven p^k, kde p je nìjaké prvoèíslo, a k ≥ 1 je pøirozené èíslo. A naopak, je-li p prvoèíslo a k ≥ 1 pøirozené èíslo, existuje \právì jedno" koneèné tìleso, které má p^k prvkù.

Vìta 1.1. Základní vlastnosti sèítání a násobení v tìlesech. Buï T libovolné tìleso.

Potom platí:

a) nulový prvek (neutrální prvek vzhledem ke sèítání) je urèený jednoznaènì, b) prvek −a je urèený jednoznaènì prvkem a, c) jednotkový prvek (neutrální prvek vzhledem k násobení) je urèený jednoznaènì, d) prvek a�^1 je urèený jednoznaènì prvkem a ≠ 0, e) 0 · a = 0 pro ka¿dé a ∈ T, f) je-li a · b = 0, pak buï a = 0 nebo b = 0, g) (−1)a = −a pro ka¿dé a ∈ T, h) rovnice ax = b, a ≠ 0, má právì jedno øeźení, i) rovnice c + x = d má právì jedno øeźení, j) z rovnosti ab = ac, a ≠ 0, plyne b = c, k) (−a) · (−b) = ab, l) z rovnosti a + b = a + c plyne b = c.

Dùkaz. a) Pøedpokládejme, ¿e dva prvky 0_1 a 0_2 jsou neutrální vzhledem k operaci sèítání.

Potom platí 0_1 = 0_1 + 0_2 = 0_2.

b) Buï x libovolný prvek tìlesa T, který je opaèný k prvku a, tj. pro který platí a + x = x + a = 0. Pak platí

x = 0 + x = ((−a) + a) + x = (−a) + (a + x) = (−a) + 0 = −a.

c),d) za domácí úkol.

e) Platí 0 · a = (0 + 0) · a = 0 · a + 0 · a. K obìma stranám rovnosti 0 · a = 0 · a + 0 · a pøipoèteme prvek −(0 · a) opaèný k 0 · a. Dostaneme tak

−(0 · a) + 0 · a = −(0 · a) + 0 · a + 0 · a,

a tedy také 0 = 0 · a.

f) Je-li a · b = 0 a a ≠ 0, pak vynásobíme obì strany rovnosti prvkem a�^1, který existuje díky pøedpokladu a ≠ 0. Potom platí

b = (a�^1 · a) · b = a�^1 · (a · b) = a�^1 · 0 = 0.

g) Platí 0 = 0a = (−1 + 1)a = (−1)a + 1a = (−1)a + a a rovnì¿ 0 = (1 + (−1))a = 1a+(−1)a = a+(−1)a. Prvek (−1)a je tedy opaèným prvkem k prvku a a z jednoznaènosti opaèného prvku (tvrzení b) plyne (−1)a = −a.

h) Vynásobením rovnice a·x = b zleva prvkem a�^1 dostaneme postupnì a�^1(ax) = a�^1b, tj. (a�^1a)x = a�^1b, 1x = a�^1b, x = a�^1b.

i), j), k), l) za domácí úkol. �

V nìjakém tìlese T je de˛nováno sèítání pouze dvou prvkù T. Chceme-li seèíst více prvkù, musíme pomocí závorek urèit, jaké dvojice prvkù postupnì sèítáme. V pøípadì souètu a + b + c jsou pouze dvì mo¿nosti a axiom (A3) øíká, ¿e obì mo¿nosti vedou k tému¿ výsledku, neboż a + (b + c) = (a + b) + c.

V pøípadì souètu a + b + c + d existuje celkem pìt rùzných uzávorkování (jakých?) a opìt s pou¿itím axiomu asociativity sèítání v T lze dokázat, ¿e vźech pìt mo¿ností vede k jednomu a tému¿ výsledku.

Vìta 1.2. Obecná asociativita pro sèítání. V ka¿dém tìlese T platí, ¿e souèet

a_1 + a_2 + · · · + a_n

libovolného nenulového poètu prvkù nezávisí na uzávorkování, které k jeho výpoètu pou- ¿ijeme.

Dùkaz. Indukcí podle n. Zaèátek indukce je snadný, pro n = 1, 2 není co dokazovat. Pro

n = 3 to platí podle axiomu (A2). Pøedpokládejme, ¿e tvrzení platí pro vźechna pøirozená èísla menźí ne¿ n ≥ 4. Uva¿ujme nyní dvì mo¿ná uzávorkování souètu a_1 + · · · + a_n. Pøi výpoètu podle jednoho uzávorkování je poslední krok souèet

(a_1 + · · · + a_k) + (a_{k+1} + · · · + a_n)

pro nìjaké 0 < k < n. V ka¿dé závorce je souèet ménì ne¿ n prvkù tìlesa T a jsme tedy oprávnìni pou¿ít indukèní pøedpoklad a pro souèty v závorkách u¿ nemusíme konkrétní uzávorkování vypisovat, neboż vźechny vedou k tému¿ souètu.

Pøi druhém výpoètu je poslední krok souèet

(a_1 + · · · + a_l) + (a_{l+1} + · · · + a_n),

kde 0 < l < n.

Oba souèty se rovnají, je-li k = l. Je-li k ≠ l, mù¿eme pøedpokládat, ¿e k < l. Opìt pou¿ijeme indukèní pøedpoklad a napíźeme si první souèet jako

(a_1 + · · · + a + k) + ((a_{k+1} + · · · + a_l) + (a_{l+1} + · · · + a_n)).

Podobnì druhý souèet mù¿eme vyjádøit ve tvaru

((a_1 + · · · + a + k) + (a_{k+1} + · · · + a_l)) + (a_{l+1} + · · · + a_n).

Oba souèty se potom rovnají podle axiomu (A2). �

V celém dùkazu jsme nepou¿ili ¿ádný jiný axiom ne¿ (A2). Pokud bychom vźude nahradili sèítání násobením a axiom (A2) axiomem (B2), dostali bychom dùkaz obecné asociativity i pro násobení v tìlese T.

De˛nice 1.3. Charakteristika tìlesa. Existuje-li v tìlese T nìjaké kladné pøirozené

èíslo n takové, ¿e platí 1 + 1 + · · · + 1

| {z }

n = 0.

pak nejmenźí takové kladné èísla nazýváme charakteristika tìlesa T. Pokud ¿ádné takové kladné n neexistuje, øíkáme, ¿e tìleso T má charakteristiku 0.

Vìta 1.3. Charakteristika ka¿dého tìlesa T je buï 0 nebo prvoèíslo. Dùkaz. Jestli¿e charakteristika T není rovna 0, je rovna nìjakému kladnému pøirozenému

èíslu n. Pokud n není prvoèíslo, existují kladná pøirozená èísla p, q, obì menźí ne¿ n, pro která platí pq = n. Potom platí

(1 + 1 + · · · + 1

| {z }

p )(1 + 1 + · · · + 1

| {z }

q ) = 1 + 1 + · · · + 1

| {z }

n=pq = 0.

V tìlese ale mù¿e být souèin dvou prvkù roven 0 pouze je-li jeden z tìchto prvkù roven 0 (Vìta 2f). Proto platí buï 1 + 1 + · · · + 1

| {z }

p = 0 nebo 1 + 1 + · · · + 1

| {z }

q = 0.

V obou pøípadech to je ve sporu s pøedpokladem, ¿e n bylo nejmenźí kladné pøirozené èíslo takové, ¿e 1 + 1 + · · · + 1

| {z }

n = 0. � V tìlese s nenulovou charakteristikou nejsou obsa¿ena pøirozená èísla, proto¿e souèet p jednotek se rovná 0. Naproti tomu ka¿dé tìleso charakteristiky 0 \obsahuje" nejenom pøirozená èísla, ale i èísla racionální. Obsahuje-li toti¿ pøirozená èísla, musí na základì axiomu (A4) obsahovat i celá èísla, a v dùsledku axiomu (B4) také podíly celých èísel neboli èísla racionální.

Pøíklad 1.3. Charakteristiky tìles Z_2, Z_3, Z_5, Q, R, C.

Problémy k pøemýźlení. a) Sestrojte ètyøprvkové tìleso.

b) Doka¿te, ¿e mno¿ina Z_p = {0, 1, . . . , p − 1} spolu s operacemi sèítání a násobení modulo p je tìleso právì kdy¿ je p prvoèíslo.