Marie Turéicova

Centralni limitni véta

Centrdlni limitni véta (déle jen CLV, angl. central limit theorem) je izce spjata s normdlnim rozdélenim.
Tomuto rozdéleni se nékdy také fika Gaussovo, ale Carl Friedrich Gauss nebyl prvni, kdo ho vymyslel.
Autorem normalniho rozdéleni byl Abraham de Moivr(ﬂ, ktery ho roku 1733 publikoval ve svém ¢lanku
prave spolecné s tvrzenim, kterému dnes fikdme centrdlni limitni véta. Podivejme se nyni na situaci, ktera
odpovidé jeho pristupu.

Predstavme si, ze budeme hdzet sadou minci. Pocet téchto minci bude ruzny, ozna¢me si ho jako n.
Mince vzdy hodime a spoc¢itdme, na kolika z nich padl lic. Pocet licu si oznacme X. Déle si uvédomme,
jaké jsou pro dané n pravdépodobnosti ruznych poctu licu. Je-li n = 1, tj. hdzim pouze jednou minci, tak
X muze nabyvat hodnoty 0 nebo 1, pficemz P(X = 0) = % aPX=1)= % Zakresleme si to do grafu:
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Budeme-li hdzet dvéma mincemi (n = 2), tak pocet lici X muze nabyvat hodnot 0, 1, nebo 2. Pfitom
PX=0=PX=2)=3-3=1aP(X=1)=2-1 =1 (rozmyslete si, ze to tak opravdu je).
Vynesme si to opét do grafu:

pocet minci n=2
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Pron=3je P(X =0)=P(X=3)=faP(X=1)=P(X=2)=%

Pron =4 pak médme P(X =0)=P(X =4)=1;, P(X =1)=P(X =3)=1a P(X =2) = 3.

IMoivre je autorem fady dalsich matematickych vysledki, napiiklad véty o umochovani komplexnich &isel, kterou si
moznd pamatujete ze stfedni skoly.




Graficky to vypada takto:

pocet minci n=3 pocet minci n=4
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Kdybychom takhle pokracovali dal a dél... stile s vétsim poctem minci, za¢al by nas graf vypadat
takto:

pocet minci n=100
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... tedy zacal by pfipominat hustotu normélniho rozdéleni, tzv. Gaussovu kiivku. Toto pozorovani je
vlastné obsahem centrdln{ limitn{ véty. Ta fikd, ze pravdépodobnostni rozdélen{ souctu velicin (v tomto
piipadé soucet lict z n mincf) se pro velkd n (tj. kdyZz minci bude hodné) bude blizit normélnimu rozdéleni.

Pokusme se toto pozorovani formulovat trochu piesnéji. Asi jste si uvédomili, ze vysledek hodu minci
je ndhodnd veli¢ina s alternativnim rozdélenim. Oznac¢me si tuto veli¢inu jako Y a ,zakédujme“ si 0 =
rub, 1 = lic. Pak P(Y = 1) = 1. Symbolicky to miZeme zapsat jako Y ~ alt(3). Minci mame celkem n,
tedy mame vlastné n veli¢in: Y7, Ys, ... Y, . Predpoklddame, Ze vSechny mince jsou stejné a spravedlivé,
tedy viechny veli¢iny Vi, ...,Y, maji stejné rozdéleni alt(1). Navic to, co padne na jedné minci, nijak
neovlinuje vysledky na dalsich mincich, tedy Y7, ...,Y, jsou navic nezavislé. N4s soucet licu je pak veli¢ina
X=Y1+Ys+...4Y,, tedy soucet nezavislych stejné rozdélenych nahodnych veli¢in. Na zdkladé nasich
obrazkii bychom ted mohli vyslovit jakousi neformalni verzi CLV:

CLV neformalné:

Uvazujme soucet n nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych
veli¢in. S rostoucim n se rozdéleni tohoto souctu (za urcitych
predpokladu) blizi k normélnimu rozdéleni.




Nejspis jste si vSimli, ze veli¢cina X m& binomické rozdélen{ s parametry n=podet minci a p = 1/2,
symbolicky zapsdno X ~ Bi(n, %) Tento nés piiklad s hazenim mincemi tedy ilustruje i aproximaci
binomického rozdéleni normélnim, o niz jste také slyseli na prednasce.

Nyni se podivame, co jsou to ty ,urcité predpoklady“ z naseho tvrzeni v ramecku. Zakladni verze
CLV pozaduje pouze to, aby veli¢iny byly nezavislé, mély stejné pravdépodobnostni rozdéleni, koneénou
stfedni hodnotu a nenulovy rozpty]ﬂ Zejména ty posledni dva jmenované predpoklady jsou jen tech-
nické pozadavky, které jsou potieba k formalnimu matematickému dukazu tohoto tvrzeni, ale v praxi
nepredstavuji vyrazné omezeni.

CLV formalné:

e Mam Y7,...,Y, nezavislé, stejné rozdélené a takové, ze
EY,=a vary; = b2, kde 0 < b? < o0
pro v8echna ¢ =1,...,n.

e Pak plati, ze

Z Y; ¥ N(na,nb?)
i=1

(&ti: rozdéleni souctu velic¢in se pro velkd n blizi normalnimu rozdéleni se
stfedn{ hodnotou na a rozptylem nb?.)

. -« , . o o1 n .
e Ekvivalentné lze tvrzeni formulovat i pro primér Y = 37" | ¥;:

_ b2

Y % N(a, —
(a,>)
Y
nebo

;“\F %% N(0,1).

Této verzi CLV se tikd Lindebergova, ale existuje spousta dalsich verzi, které se zpravidla lisi v
predpokladech. Jesté dopliime, Ze zkratka as. znamend, ,,asymptoticky®, to jest ,pro velkd n“. Znacka “
pak znamend ,pro velkd n ma rozdéleni“.

CLV je vzacnym piikladem matematického tvrzeni, které za zcela minimalnich pfedpokladi déva
silny vysledek. Takovych pfipadi moc neni. Je to jako byste do vydejniho automatu vhodili pétikorunu
a dole vam vypadl dvoupatrovy dort :0)

Poznamka 1 Normdlni rozdéleni se diive s iuspéchem pouZivalo k modelovani chyb fyzikdlnich mérent
a samotnd CLV se tehdy nazyvala ,zdkon chyb®. Vychdzelo to z predstavy, Ze kaZdé méreni md chybu,
kterd je souctem velkého mnoZstvi drobnych ndhodnijch chybicek. Dle CLV md pak vyslednd chyba priblizné
normdlni rozdélend.

Pozndmka 2 (pro zdjemce) Centrdlni limitni vétu lze velmi pékné demonstrovat pomoci tzv. Galtonova
prkna (angl. Galton boardﬂ. Jednd se o svislé prkno, do néhoz jsou v nékolika raddch zatluceny hiebiky.
Ze zasobniku nahote se pak vysypou kulicky, které se béhem pddu dolu odrdzZeji od hiebiku. Kazdd kulicka
se na daném hrebiku odrazi vpravo nebo vlevo, obé strany maji pritom shodnou pravdépodobnost p = % Ve
spodni ¢dsti prkna jsou prihrddky (predstavugici jednotlivé ,suplicky“ histogramu), ve kterych se kulicky
hromadi. Ndzorné si to muzZete prohlédnout na jednom z videt, kterych lze na internetu nalézt celou Fadu:
https: //www. youtube. com/ watch? v=4HpvBZnHOVI. Oznacime-li si pocet fad hiebiki nad prihrddkami
jako m, pak kazdd kulicka provede prdvé n odrazi. KaZdyj odraz je pritom ndhodnd veli¢ina s alternativnim
rozdélenim alt(%) (zakdédujme se napriklad, Ze 0 = vlevo, 1 = vpravo). Oznaéme si vysledek odrazu na
i-tém hrebiku jako Y;. Viyslednd poloha kulicky (tj. to, do které prihrddky nakonec spadne) je ddno tim,

2Spliiuje nds experiment s hdzenim mincemi tyto predpoklady?
3Jeho autorem je Francis Galton (1822-1911), viestranny anglicky védec, ktery za pomoci statistiky posunul vpfed fadu
védnich obort, zejména védy o ¢lovéku (antrolopogie, daktyloskopie, sociologie, psychologie a dalsf).


https://www.youtube.com/watch?v=4HpvBZnHOVI

kolikrdt nastal odraz vpravo a jde tedy o soucet velicin Y1 + ...+ Yy, coZ je opét velicina s binomickijch
rozdélenim. Pocet kulicek v dané prihrddce pak odpovidd tomu, jak pravdépodobnd je hodnota prislusného
souctu. Dle CLV lze (pro velkd n) tuto pravdépodobnost modelovat Gaussovou krivkou. Je to zcela analo-
gicky priklad jako pri hdzeni mincemi, akordt misto n minci mdame nyni n hitebiki. V prikladu s mincemi
jsme také uvaZovali presné pravdépodobnosti, zde je mdme pouze odhadnuti pomoci podilu kulicek.

Pro zajimavost dodejme, Ze sdm Galton si pti popisu tohoto prkna ve své prdci poznamenal: , Statistika
je jedingm ndastrojem, jimz lze prosekat otvor do hrozivého housti potizi branicich v cesté tém, kde se vénugi
véde o cloveku. “

To, 7ze chovani pruméru (nebo sou¢ti) z rozsdhlych vybéru lze dobie popsat pomoci normélniho
rozdélent jste vidéli i na pitkladu z prednésky (slide 166). Vezmeéme si velky soubor redlnych dat naméreny
v 90. letech, ktery obsahuje pies 10 tisic idaju o novorozenych détech a jejich matkédch. Tento soubor je
tak velky, ze ho nyni ze studijnich duvodu prohldsime za celou vysetfovanou populaci. Z této populace
budeme postupné pofizovat vybéry s riznym rozsahem.

Ze vSech namérenych idaji néds nyni bude zajimat pouze vék matek. Z histogramu (viz zluty histogram
nize) je vidét, ze rozdéleni véku matek neni symetrické, takze urcité nejde o normélni rozdéleni.

Nyni si zvolime néjaké n a nechdme z nasi populace pofidit 1000 ndhodnych vybéru s rozsahem n.
U kazdého takového vybéru spoéitdme prumér. Spocitané pruméry si zapamatujeme a ndsledné vykreslime
do histogramu. Postupné zvolime n = 5,10, 20,100 a pokazdé vykreslime tento histogram prameéru (viz
modré histogramy nize). Z obrazku je patrné, ze pro velké n histogram prumeéru jiz velmi dobfe pfipomind
normalni rozdéleni, prestoze samotny vék matek normalnimu rozdéleni neodpovida. To je opét projev
centralni limitni véty.

Rozdéleni véku matek v populaci
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Pozndmka 3 Centrdini limitni véta md dalekosdhlé dusledky. Na jejim zakladé je naptiklad odvozena
Tada statistickijch testu, se kterymi se potkdme pozdéji v semestru.
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Histogram praméra vypocitanych z vybérua
o rozsahu n= 100
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