
Cvi£ení 1 � Komplexní analýza 2024/2025
Týden 1

Úloha 1. Ur£ete reálnou a imaginární £ást komplexního £ísla z. Dále ur£ete velikost z.

(a) z = (3− i)2 + 1+i11

1+i

(b) z = i12

(1+2i)2

Úloha 2. Ur£ete r > 0 a (n¥jaké) φ ∈ R tak, aby platilo z = r(cosφ+ i sinφ) = reiφ, kde

(a) z = −2 + i;
(b) z = −1 + 3i43;

(c) z = i31

2−i .

Úloha 3. Ur£ete velikost a v jakém leºí kvadrantu komplexní £íslo z. P°ibliºn¥ ho zakreslete do komplexní
roviny. Dále ur£ete hlavní hodnotu argumentu £ísla z.

(a) z = 5
(
cos(− 399

200π) + i sin(− 399
200π)

)
;

(b) z = (−3− 3i)e
π
3 i;

(c) z = (5− 5i)11.

Úloha 4. Nech´ z, w ∈ C \ {0}, φ ∈ Arg z a ψ ∈ Argw. Dokaºte1, ºe z = w tehdy a jen tehdy, kdyº
|z| = |w| a φ = ψ + 2kπ pro n¥jaké k ∈ Z.

Úloha 5. Nalezn¥te v²echna °e²ení následujících binomických rovnic.

(a) z4 = 81i
(b) z5 = 1
(c) z2 − 2− 2i = 0

Pro nudící se

Úloha 6. O £íslu z ∈ C víme, ºe leºí na p°ímce Re z = Im z a jeho velikost je 4. Najd¥te algebraický tvar
£ísla (−4 + 4i)z.

Úloha 7. Pro dané n ∈ N nalezn¥te v²echna °e²ení rovnice zn = z̄.

Úloha 8. Popi²te geometricky mnoºinu v²ech z ∈ C spl¬ujících

(a) |z + 1| = 2;
(b) |z − 1| < 1 a |z| = |z − 2|;
(c) |z|2 > z + z̄;
(d) Re z = |z − 2|.

1Alespo¬ p°esv¥d£ivým obrázkem.



Komplexní £ísla, úvod

P°ipomenutí.

• M¥jme z = x+ yi, kde x, y ∈ R. x je reálná £ást £ísla z, y je imaginární £ást £ísla z. Pí²eme
Re z = x a Im z = y. Reálná i imaginární £ást jsou reálná £ísla. Geometricky je z bod v rovinn¥
o sou°adnicích (x, y).

• Velikost komplexního £ísla z = x+ yi je |z| =
√
x2 + y2.

• Komplexn¥ sdruºené £íslo k £íslu z = x+ yi je £íslo z̄ = x− yi.

• Platí zz̄ = |z|2 ≥ 0.

• Goniometrický tvar komplexního £ísla z ̸= 0 je vyjád°ení

z = |z|(cosφ+ i sinφ),

kde φ ∈ R. Pí²eme φ ∈ Arg z. Ozna£íme-li pro φ ∈ R
(cosφ+ i sinφ) = eiφ,

pak m·ºeme psát stru£n¥ji
z = |z|eiφ.

To budeme nazývat exponenciální tvar kompexního £ísla z ̸= 0. Goniometrický/Exponenciální
tvar není jednozna£ný (je-li φ ∈ Arg z, pak také φ + 2kπ ∈ Arg z pro kaºdé k ∈ Z). Je-li navíc
φ ∈ (−π, π], °íkáme, ºe φ je hlavní hodnota argumentu £ísla z, a pí²eme arg z = φ.

• Moivreova v¥ta °íká, ºe pro kaºdé n ∈ Z a φ ∈ R platí

(cosφ+ i sinφ)n = cos(nφ) + i sin(nφ).

Stru£n¥ji:

(eiφ)n = einφ.

• Binomické rovnice jsou rovnice tvaru

zn = w,

kde n ∈ N a w ∈ C\{0} jsou dána. Binomická rovnice má práv¥ n r·zných °e²ení (v komplexním
oboru). Geometricky °e²ení binomické rovnice tvo°í vrcholy pravidelného n-úhelníku.



Výsledky
Úloha 1: (a) Re z = 8, Im z = −7, |z| =

√
113

(b) Re z = − 3
25 , Im z = − 4

25 , |z| =
1
5

Úloha 2: (a) r = |z| =
√
5, φ = π

2 + arctg 2 (toto je navíc hlavní hodnota argumentu z)
(b) r = |z| =

√
10, φ = −π + arctg 3 (toto je navíc hlavní hodnota argumentu z)

(c) r = |z| =
√
5
5 , φ = − arctg 2 (toto je navíc hlavní hodnota argumentu z)

Úloha 3: (a) |z| = 5, 1. kvadrant, arg z = 1
200π

(b) |z| =
√
18, 4. kvadrant, arg z = − 5

12π

(c) |z| =
(√

50
)11

, 3. kvadrant, arg z = − 3
4π

Úloha 5: (a) zk = 3ei(
π
8 + kπ

2 ), k = 0, 1, 2, 3

(b) zk = ei
2kπ
5 , k = 0, 1, 2, 3, 4

(c) zk = 4
√
8ei(

π
8 +kπ), k = 0, 1

Úloha 6: (−4 + 4i)z = −4
√
32

Úloha 7: Pro n = 1 je °e²ení libovolné z ∈ R; pro n > 1 je °e²ení z = 0 a také zm = cosφm + i sinφm,
kde φm = 2mπ

n+1 , m = 0, 1, . . . , n.
Úloha 8: (a) Kruºnice o st°edu −1 a polom¥ru 2.

(b) Úse£ka bez krajních bod· 1 + i a 1− i.
(c) Mnoºina bod· leºících vn¥ kruºnice o st°edu 1 a polom¥ru 1.
(d) Parabola o rovnici 4(x− 1) = y2.


