Cviceni 13-14 — Komplexni analyza 2024 /2025
Tyden 13-14

Uloha 1. Mé&jme posloupnost (a,)S = (1,0,1,0,1,0,1,...).
(a) Uréete Z[ay](z).

(b) Uréete Z[3"ay|(z).

Uloha 2. Urcete.

(a) Z[nsin(§n)](z)

(b) 2[n?](2)

(c) Z{cos(n + 2)](2)

(d) Z (Zn’I’L) * 7L_1~_2](Z) [Vyuzijte skutecnosti, Ze Z[%ﬂ](z) =—zln(1-1)J

Uloha 3. Urcete Z-transformaci Y (z) FeSent diferencéni rovnice
Ynt3 + 3Ynt2 + 13Ynt1 — yn = (=1)"
s pocdtecnimi podminkami yo = —1, y1 = 3, yo = 4.
Uloha 4. Urcete Fesend y, fesent diferencni rovnice, je-li Z-transformace fesent rovna
(a) Y(z) = m
(b) Y(2) = crpan

Uloha 5. Urcete vybrané koeficienty inverzni Z-transformace (a,)3%, funkce F(z). Urcete

[Ndpovéda: Rozvirite funkci F(z) do Laurentovy Tady na okoli co.]

(a‘) ap, az, as a ar, je_li

2 3 =
F(z):;+?+ZW,ZEU(m);

n=0
(b) ai, as, ag a ay2, je-li
1
F(z)= ——:
()= 5
(c) a0, @14, a15 @ ags, je-li ,
FG) = g

(d) ag, ai, a1 a a3, je-li
1
F(z)=5 z?’ln(l——).
(2) =5+ 5
[Vyuzijte zndmého rozvoje funkce Inz.]
Uloha 6. Urcete Z-transformaci Y (z) FeSent diferencéni rovnice

(a)

n
Ynt2 + Z 2y e =n splitugict pocatecni podminky yo = y1 = 0;
k=0

(b)
n
Ynt2 — Ynt1 + 2yn = Z k(—2)"* splriujici pocdtecni podminky yo = 2, y1 = 1.
k=0

Uloha 7. Pomoci Z-transformace naleznéte tesSeni diferencéni rovnice

Yn+2 + 3y7z+1 + 2yn - (_2)71
s pocdtecnimi podminkamsi yo = y1 = 0.

Uloha 8. Pomoci Z-transformace naleznéte feiend diferencéni rovnice
n
kan—k
Yni1 +dyn = Y 2F3"
k=0

s pocdteéni podminkou yo = 4.



Z-transformace

Pripomenuti.
e Z-transformace posloupnosti (a,,)22, € Zy je funkce

Zla)(z) = F(z) =) —=
kterd je holomorfni na jistém okoli nekonecna.
o Koeficienty posloupnosti (an)S> tedy kéduji koeficienty u (—n)tgch mocnin z. ag je absolutni
célen, a1 je koeficient u 27, as je koeficient u 272, ag je koeficient u 23 atd.

e Zakladni aritmetika Z-transformace:

* Z-transformace je linedrni.

* Pro a # 0 plati Z[a"a,](z) = Zla,] (£). [$kdlovdni vzoruf
e Par zndmych obrazi:

x Pro a € C plati Z[a"|(z) = 2, specidiné tedy Z[1](z) = =5.

* Z[n](z) = ﬁ

x Prow € C jest Z[sin(wn)](z) = 2329 ¢ Z[cos(wn)](z) = 22 —zcosw

22—2zcosw—+1 22—2zcosw—+1 "

e Pravidlo o derivaci obrazu:

d
Z[nay(z) = fz&Z[an](z)
e Pravidlo o obrazu posunu (vlevo):
Zlanir](2) = 28 Z[an)(2) — apz® —a12¥ 7V — . —ap_12 kde k € N
Specidlné:

Zlant1](2) = 2Z[an)(2) — a0z
Zlant2](z) = 2Z[an](z) —apz” — a1z
Zlanis](2) = 22 Z[a,](2) — ap2® — a12® — azz

* Posloupnost (an+x)5>g, kde k € N, odpovidd posunu posloupnosti (an)eeq doleva o k pozic:

) posun ﬂgva ok (

(an)?f;o = (a07a17a27 e Ak, k41, Ok+2, - - -) = (an+k)3°=o-

e Konvoluce posloupnosti (a,)3%, (b,)5% je posloupnost (cp)org = (an)olg * (bn)oeg, kde

n
n — E akbnflw
k=0

Pro obraz konvoluce plati:
Zlan * bn](2) = Z[an](2) Z[bn](2)

e Inverzni Z-transformace. K dané funkci F(z) € Ho chceme najit posloupnost (a,)52 tak,
aby Zlay](z) = F(2).
* Jedna moznost je najit rozvoj funkce F(z) do Laurentovy fady F(z) = Y ", %2 konvergujici
na okoli nekonecna a z ni vycist koeficienty (a,)5,.
* Druhd moznost je vyuZit integrdlniho vyjddieni koeficienti v Laurentové rozvoji, coZ vede
na kiivkovy integrdl, ktery lze casto spocitat pomoct reziduové véty. Specidlné pro raciondlni
funkei F(z) = P(g , kde st Q > st P, dostaneme

an = Zreszj ggz;z”_l,
kde z; jsou vSechny poly funkce SEZ) 2L
— Rychld metoda pro mczonalm funkce, kde jmenovatel nemd ,prilis§ vysoky stupern®.
Napft. pro funkci F(z) = &= by to ale byla sebevraZda (pocitali bychom 58 rezi-
dut). Na druhou stranu bychom rychle mohli najit rozvoj do Laurentovy fady na okoli
nekonecna.
* VZdy plati ag = lim,_, o, F(2).
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Uloha 1:

Uloha 2:

Uloha 3:
Uloha 4:

Uloha 5:

Uloha 6:

Uloha 7:
Uloha 8:

Vysledky

(a) ==

(b)

(@)t

(b) #2453

(c) Zfi(;z_i;(:ﬁl — 22— zcos1
(d) (zi)z (=2%In(1 - 1) —2)

2(z2+2%-1)
Y(z) = T 1322 +182—1) (21 1)

(
(@) yn = § — 2%2(=2)""L pron >0
(b) yn = (2@')”*2(% — %)z pron>14=0
(a) ap=0,a2=6,a5 =4,a7 =0
(b) a1 =0,a4=1,a9=0,a12=9
() a10 =0, a14 =0, a15 = —3%, ass = —3
(d) ap =5, a1 =—1,a11 =0, a13 = —
() V() = 22
22 2222
(b) Y(2) = copgrer—ry T 2oeee

Yn = (—1)" = (=2)"(1 = §), n € Ny

3n+1

yn =3 (4" = F + 5 +4(-4)", n €Ny




