
Cvi£ení 2 � Komplexní analýza 2024/2025
Týden 2

Úloha 1. Ur£ete reálnou u(x, y) a imaginární £ást v(x, y) funkce f(z), z = x+ iy, kde

(a) f(z) = Im(z2)
iz̄ ;

(b) f(z) = |z + i|2 + ez−z̄.

Úloha 2. Ur£ete v²echny body, kde je funkce

f(z) = i (Re z)
2 − (Im z)

2
, z ∈ C,

diferencovatelná, a v t¥chto bodech ur£ete f ′(z).

Úloha 3. Rozhodn¥te, zda je funkce

f(z) = Re(z2) + i(z + z̄)2 + 2i Im z, z ∈ C,
diferencovatelná v bod¥ z = 1 + 4i. Pokud ano, ur£ete f ′(1 + 4i).

Úloha 4. Pro jaké hodnoty parametr· α, β ∈ R je funkce

f(z) = x2 + αx+ αy + i(y2 − 5βy + βx), z = x+ iy ∈ C,
diferencovatelná v bod¥ 1 + 3i. Pro tyto hodnoty parametr· ur£ete f ′(1 + 3i).

Úloha 5. Rozhodn¥te, zda je reálná £ást funkce

f(z) =
(
Im(z2)

)3
+ iz̄, z ∈ C,

harmonická funkce.

Úloha 6. Nalezn¥te v²echny hodnoty parametr· α, β ∈ R tak, aby funkce

u(x, y) = ey sin(αx) + 3xy + x2y + βy3, x, y ∈ R,
byla harmonická.

Pro nudící se

Úloha 7. Pro jaké hodnoty parametr· α, β ∈ R je funkce

f(z) = x2 + αx+ αy + i(y2 − 5y + βx), z = x+ iy ∈ C,
diferencovatelná na p°ímce Im z = Re z + 2? Pro tyto hodnoty parametr· ur£ete f ′(z) na této p°ímce.

Úloha 8.
Je dána funkce

f(z) = x(x2 − αy2) + iy(βx2 − y2), z = x+ iy ∈ C,
kde α, β ∈ R jsou parametry. Nalezn¥te v²echny hodnoty parametr· α, β tak, aby f(z) byla

(a) diferencovatelná na p°ímce o rovnici Im z = 0;
(b) celistvá.

Úloha 9. Je dána funkce
u(x, y) = xn − yn + eαy sin(4x)− 2y,

kde n ∈ N0 a α ∈ R jsou parametry. Nalezn¥te v²echny hodnoty parametr· n ∈ N0 a α ∈ R tak, aby
u(x, y) byla harmonická funkce na R2.



Funkce komplexní prom¥nné, Cauchyovy-Riemannovy podmínky,
harmonické funkce

P°ipomenutí.

• Je-li z = x + iy a f(z) = u(x, y) + iv(x, y), kde u, v jsou reálné funkce, pak u = Re f (reálná
£ást funkce f) a v = Im f (imaginární £ást funkce f).

• M¥jme funkci f(z) = u(x, y) + iv(x, y) takovou, ºe funkce u(x, y) a v(x, y) mají spojité parci-
ální derivace. Potom f ′(z) existuje práv¥ tehdy, kdyº jsou spln¥ny Cauchyovy-Riemannovy
podmínky:

∂u

∂x
(x, y) =

∂v

∂y
(x, y)

a
∂u

∂y
(x, y) = −∂v

∂x
(x, y).

V takovém p°ípad¥ platí

f ′(z) =
∂u

∂x
(x, y) + i

∂v

∂x
(x, y).

• Funkce u : Ω → R je harmonická, kde Ω ⊆ R2 je otev°ená mnoºina, jestliºe má spojité druhé
parc. derivace a platí

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
≡ 0 na Ω.

Podstatné je, ºe sou£et ∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2 je nulový v kaºdém bod¥ mnoºiny Ω. Tj. ne°e²íme, pro jaké body

(x, y) ∈ Ω je sou£et nulová, ale zda je nulový vºdy nezávisle na (x, y) ∈ Ω. V na²ich p°íkladech
bude typicky Ω = R2.



Výsledky

Úloha 1: (a) u(x, y) = 2xy2

x2+y2 , v(x, y) = − 2x2y
x2+y2

(b) u(x, y) = x2 + (y + 1)2 + cos 2y, v(x, y) = sin 2y
Úloha 2: Funkce je diferencovatelná v bodech spl¬ující Re z = Im z, tj. na p°ímce x = y. V t¥chto bodech

platí f ′(z) = 2xi = 2iRe z.
Úloha 3: Ano, je. Máme f ′(1 + 4i) = 2 + 8i.
Úloha 4: α = −1, β = 1, f ′(1 + 3i) = 1 + i
Úloha 5: Není harmonická.
Úloha 6: α ∈ {−1, 0, 1} a zárove¬ β = − 1

3

Úloha 7: Funkce je diferencovatelná na p°ímce Im z = Re z + 2 práv¥ tehdy, kdyº α = −1, β = 1. Pro
tyto hodnoty parametr· platí v bodech na p°ímce f ′(z) = 2x− 1 + i = 2Re z − 1 + i.

Úloha 8: (a) α ∈ R, β = 3.
(b) α = β = 3.

Úloha 9: n = 0, 1, 2 a α = ±4.


