Cvi¢eni 2 — Komplexni analyza 2024 /2025
Tyden 2

Uloha 1. Urcete redlnou u(z,y) a imagindrni édst v(x,y) funkce f(2), z = x + iy, kde

(a) f(z) =22,
(b) F(2) = |2 +if2 + &,

Uloha 2. Urcete vsechny body, kde je funkce
f(z) =i(Rez)’ — (Imz)?, z €C,
diferencovatelnd, a v téchto bodech urcete f'(z).
Uloha 3. Rozhodnéte, zda je funkce
f(2) =Re(2?) +i(z +2)* +2iImz, 2z € C,
diferencovatelnd v bodé z = 1 + 4i. Pokud ano, urcete f'(1 + 43).
Uloha 4. Pro jaké hodnoty parametri o, 8 € R je funkce
f(z)=2*+azr+ay+i(y*> — 56y + Bx), z=x+iy € C,
diferencovatelnd v bodé 1+ 3i. Pro tyto hodnoty parametri urcete f'(1+ 3i).
Uloha 5. Rozhodnéte, zda je redlnd cdst funkce
f(z)= (Im(zQ))3 +iz, z € C,

harmonickd funkce.
Uloha 6. Naleznéte viechny hodnoty parametri o, 3 € R tak, aby funkce

u(z,y) = e¥sin(ax) + 3zy + 2%y + By°, =,y €R,

byla harmonickd.

Pro nudici se

Uloha 7. Pro jaké hodnoty parametri o, 8 € R je funkce
f()=a2*+azr+ay+i(y®> —5y+pz), z=x+iycC,
diferencovatelnd na primce Im z = Re z + 2% Pro tyto hodnoty parametri uréete f'(z) na této primce.

Uloha 8.
Je dana funkce

f(2) = z(2* — ay®) +iy(Bx?® — y?), z =z +iy € C,
kde o, B € R jsou parametry. Naleznéte vsechny hodnoty parametri «, 8 tak, aby f(z) byla
(a) diferencovatelnd na piimece o rovnici Im z = 0;
(b) celistva.
Uloha 9. Je dina funkce

u(z,y) =2 —y" + e*sin(4dx) — 2y,

kde n € Ny a a € R jsou parametry. Naleznéte vSechny hodnoty parametri n € Ny a a € R tak, aby
u(z,y) byla harmonickd funkce na R?.



Funkce komplexni proménné, Cauchyovy-Riemannovy podminky,
harmonické funkce

Piipomenuti.
o Je-li z=x+1iy a f(2) = u(x,y) + w(z,y), kde u,v jsou redlné funkce, pak v = Re f (redlna
¢ast funkce f) a v =Im f (imaginarni ¢ast funkce f).

o Méjme funkci f(z) = u(z,y) + w(x,y) takovou, Ze funkce u(x,y) a v(z,y) maji spojité parci-
dlni derivace. Potom f'(z) existuje prdavé tehdy, kdyz jsou splnény Cauchyovy-Riemannovy
podminky:

ou v

Ju v

V takovém pripadé plati
ou

7 = 2 ay) i 0% ).

o Funkce u: Q2 — R je harmonicka, kde Q C R? je oteviend mnoZina, jestlize md spojité druhé
parc. derivace a plati

Pu ot

0x2 = Oy?

Podstatné je, Ze soucet %Jrg% je nulovy v kazdém bodé mnoziny Q). Tj. neiesime, pro jaké body

=0 naf

(z,y) € Q je soucet nulovd, ale zda je nulovy vzdy nezéavisle na (z,y) € Q. V nagich prikladech
bude typicky Q = R2.



Vysledky

Uloha 1: (a) u(z,y) = %, v(x,y) = 7%
(b) u(w,y) = a2+ (y + 1) + cos 2y, v(x,y) = sin2y

Uloha 2: Funkce je diferencovatelna v bodech spliwjici Re z = Im z, tj. na pfimce x = y. V téchto bodech
plati f/(z) = 2xi = 2iRe 2.

Uloha 3: Ano, je. Mame f'(1 + 4i) = 2 + 8i.

Uloha 4: a=—1,8=1, f/(1+3i)=1+1

Uloha 5: Neni harmonicka.

Uloha 6: « € {—1,0,1} a zérovei § = —3

Uloha 7: Funkce je diferencovatelna na piimce Im z = Re z + 2 pravé tehdy, kdyz o = —1, § = 1. Pro
tyto hodnoty parametri plati v bodech na piimce f'(z) =2x —1+i=2Rez—1+1.

Uloha 8: (a) a € R, 3 =3.
(b) aa=p=3.

Uloha 9: n=0,1,2 a o = +4.



