Cvi¢eni 3 — Komplexni analyza 2024 /2025
Tyden 3
Uloha 1. Méjme funkci
u(z,y) = 2® —y? — 4oy + 3z — vy, (x,9) € R%.
Naleznéte viechny funkce v(z,y): R? — R takové, Ze:
(a) funkce f(2) = u(z,y) + iv(z,y) je celistvd;
(b) funkce f(z) jako vyse je celistvd a navic f(i) = —2 + 4i.
Uloha 2. Mé&jme funkci
u(z,y) = €** cos(2y) + 2° — 3xy®, (z,y) € R%
Naleznéte viechny funkce v(z,y): R? — R takové, Ze:
(a) funkce f(z) = u(z,y) + iv(z,y) je celistvd;
(b) funkce f(2) jako vyse je celistvd a navic f(1+ir) =1+ €? — 3w? + 3mi.
Uloha 3. Dokaste, Ze pro kazdé z,w € C a n € Z plati
(a) [e*] = eRe=;
(b) e* #0;
(c) € = €Y prdivé tehdy, kdyZ z = w + 2kmi pro néjaké k € Z;
(d) (ez)n — nz
4—30L 45

Uloha 4. Urcete velikost a v jakém lezi kvadrantu komplezni ¢islo = = e*~ 200
Uloha 5. Vyjddiete funkci sin(—5iz3) pomoci exponencidlni funkce.

Uloha 6. Urcete redlnou a imagindrni c¢dst ¢isla z, je-li
(a) z = 6(2—31')2’.

(b) z =1In(-2 — 2i);

(c) z=cos(m+iln2).

Uloha 7. Naleznéte viechna feseni ndsledujicich rovnic.
(a) e0i+3iz +6=0

(b) (e2)* =i

Pro nudici se

Uloha 8. Méjme funkci

v(x,y) = —coshxcosy — 2, (z,y) € R%.
Naleznéte vsechny funkce u(x,y): R? — R takové, Ze funkce f(z) = u(x,y) + iv(x,y) je celistvd a plati
flim) = —i.

[PFipomenuti: Plati (sinh)’ = cosh a (cosh)’ = sinh.]

Uloha 9. Naleznéte viechna feseni ndsledujicich rovnic.
(a) cosz =4

(b) e +e*+1=0

(c) In(z* —1) = i3

Uloha 10. Dokaste, Ze je-li funkce f(z) = u(x) + iv(y) celistvd, potom f(z) je nutné polynom stupné
nejvyse jedna.
[Ndpovéda: Podstatné je, Ze funkce u(z,y) = u(x) zdvisi pouze na Rez a funkce v(z,y) = v(y) zdvisi pouze na Imz. Vyuzijte toho,

Ze redlnd a imagindrni édst celistvé funkce jsou harmonické funkce na R2.]



Cauchyovy-Riemannovy podminky
Piipomenuti.
o Je-li z=x 41y a f(2) = u(x,y) + w(z,y), kde u,v jsou redlné funkce, pak v = Re f (redlna
éast funkce f) a v =Im f (imaginarni €ast funkce f).
o Méjme funkci f(z) = u(x,y) + iv(z,y) takovou, Ze funkce u(x,y) a v(x,y) maji spojité parci-
dlni derivace. Potom f'(z) existuje prdve tehdy, kdyZ jsou splnény Cauchyovy-Riemannovy
podminky:

ou dv

V takovém pripadé plati
ou v

fl(z) = 871:(1"1/) + Z%(‘Tvy)

Elementarni funkce

PFipomenuti.

e Pro z =1z + iy € C definujeme

e® =¢e” (cosy +isiny),

etz — e—iz
ging = ——
20
eiz +e—iz
COSZ = —m——
2

Pro z € C\ {0} definujeme hlavni hodnotu logaritmu
Inz=1In|z| +iarg 2.

Pro kazdé z € C\ {0} plati e™* = 2.

e Pozor, v opacném potadi to obecné neplati. Tj. obecné neni pravda Ine® = z.

z

o ¢ =¥ pravé tehdy, kdyzZ z = w + 2kwi pro néjaké k € Z
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Vysledky

=¢*, z lezi v 1. kvadrantu
3

5z3 —5z
e -5

2i
Rez=e"%cos12, Imz = —e ?sin 12
Rez = ln\/g, Imz = —%”
Rez = —%, Imz=0
=—2+5+ 2% 106 kde ke Z
k= —5i— kmi, kde k € Z
sinh x sin y
zp = —iln(4 & V/15) + 2k7, kde k € Z
2z = £25 4 2kmi, kde k € Z

<
NP
I

(¢) 212 = +/2¢'F; ekvivalentnd (napr.) z; = v/2ei% a zp = v/2ei'F

)



