
Cvi£ení 4 � Komplexní analýza 2024/2025
Týden 4 a £ást 5

Úloha 1. Nalezn¥te sou£et f(z) mocninné °ady na jejím kruhu konvergence a ur£ete jeho parametry.
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Úloha 2.

(a) Víme, ºe mocninná °ada
∞∑

n=0

an(z + 3)n

má polom¥r konvergence R = 6. Konverguje tato mocninná °ada v bod¥ z = 4?
(b) Víme, ºe mocninná °ada

∞∑
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an(z − 2i)n

má polom¥r konvergence R = 4. Konverguje tato mocninná °ada v bod¥ z = 2 + 3i?

Úloha 3. Rozvi¬te funkci f(z) do mocninné °ady se st°edem v z0 a ur£ete parametry jejího kruhu kon-
vergence.
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Pro nudící se

Úloha 4. Nalezn¥te sou£et f(z) mocninné °ady na jejím kruhu konvergence a ur£ete jeho parametry.
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Úloha 5. O mocninné °ad¥ se st°edem z0 = i víme, ºe konverguje v bodech 0, −i a 5
2 i. Dále víme, ºe

nekonverguje v bodech 3i, 4 + 2i a −2i. Jaký je její polom¥r konvergence?

Úloha 6. Rozvi¬te funkci f(z) do mocninné °ady se st°edem v z0 a ur£ete parametry jejího kruhu kon-
vergence.

(a) f(z) = z2, z0 = 1
(b) f(z) = 1

z(z+1) , z0 = i

(c) f(z) = z3−2z+1
z+2 , z0 = 1



Mocninné °ady

P°ipomenutí.

• Mocninná °ada je °ada tvaru
∞∑

n=0

an(z − z0)
n,

kde {an}∞n=0 je daná £íselná posloupnost (tzv. koe�cienty mocninné °ady), z je prom¥nná
a z0 je pevné dané £íslo (tzv. st°ed mocninné °ady).

⋆ Pro kaºdou mocninnou °adu existuje (práv¥ jedno) R ∈ [0,∞] takové, ºe °ada absolutn¥
konverguje na otev°eném kruhu se st°edem v z0 a polom¥ru R, a diverguje na mnoºin¥
{z ∈ C : |z−z0| > R}. Toto R se nazývá polom¥r konvergence mocninné °ady. Otev°ený
kruh se st°edem z0 a polom¥ru R se nazývá kruh konvergence mocninné °ady.

⋆ R = ∞ znamená, ºe kruh konvergence je celá komplexní rovina. Pokud je R = 0, tak je tento
otev°ený kruh vlastn¥ prázdná mnoºina. P°ípad R = 0 nastat m·ºe, ale takové mocninné
°ady jsou pro nás nezajímavé, protoºe s nimi nejde nic moc dále d¥lat.

⋆ Mocninná °ada neobsahuje záporné mocniny (z − z0).

• Pro ur£ení sou£t· mocninných °ad je t°eba znát n¥které známé sou£ty, zejména:
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1−z pro |z| < 1 (geometrická °ada)
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n! = ez pro libovolné z ∈ C (rozvoj exponenciály)

• Mocninnou °adu (s kladným polom¥rem konvergence) lze na jejím kruhu konvergence derivovat
a integrovat £len po £lenu. Výsledkem je zase mocninná °ada, která má stejný kruh konvergence.
Na kruhu konvergence platí:
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• Jednoduché parciální zlomky (tj. s lineárním polynomem ve jmenovateli) rozvíjíme pomocí zná-
mého sou£tu geometrické °ady.

• Správný st°ed si vyrobíme p°epsáním z = (z − z0) + z0.

• Parciální zlomky odpovídající vy²²í násobnosti ko°ene p°evedeme pomocí integrování na jednodu-
ché, které umím rozvinout. Následn¥ derivujeme, abychom získali poºadovaný rozvoj.



Výsledky
Úloha 1: (a) z+i

1−3(z+i)2 pro |z + i| < 1√
3
(z0 = −i, R = 1√

3
)

(b) z2

4 e−
z3

4 pro kaºdé z ∈ C (z0 = 0, R = ∞)

(c) z3ez
2

(2z2 + 1) pro kaºdé z ∈ C (z0 = 0, R = ∞)
(d) z6+4z5

(z+2)2 pro |z| < 2 (z0 = 0, R = 2)

(e) z2(ln(z + 5)− ln 5) pro |z| < 5 (z0 = 0, R = 5)
(f) z3

4 (e2z
2 − 1) pro kaºdé z ∈ C (z0 = 0, R = ∞)

Úloha 2: (a) Nekonverguje.
(b) Konverguje.

Úloha 3: (a) f(z) =
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(c) f(z) = e6
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n! pro kaºdé z ∈ C (tj. R = ∞)

(d) f(z) = − 1
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2n+1 pro |z + 1| < 1 (tj. R = 1)
Úloha 4: (a) 2z

(1−z)3
pro |z| < 1 (z0 = 0, R = 1)

(b) ln (2 + z)− ln 2 pro |z| < 2 (z0 = 0, R = 2)
Úloha 5: Polom¥r konvergence je 2.
Úloha 6: (a) f(z) = 1 + 2(z − 1) + (z − 1)2 pro z ∈ C
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