Cviceni 4 — Komplexni analyza 2024 /2025
Tyden 4 a ¢ast 5
Uloha 1. Naleznéte soucet f(z) mocninné fady na jejim kruhu konvergence a urcete jeho parametry.
(a) 3o (2 1)
(b) Zn 0 7§l4711)+1 Z3n+2
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Uloha 2.

(a) Vime, Ze mocninnd Fada

Z an(z +3)"
=0

md polomeér konvergence R = 6. Konverguje tato mocninnd fada v bodé z = 47
(b) Vime, Ze mocninnd Tada
o0
Z an(z —24)"
=0

md polomeér konvergence R = 4. Konverguje tato mocninnd Fada v bodé z = 2 + 3i %

Uloha 3. Rozviiite funkci f(z) do mocninné fady se stiedem v zy a urcete parametry jejiho kruhu kon-
vergence.

(¢) f(2) = 1= QZ;ZO:?’

(b) f(Z) Z+6 z16)27 20 = —4
(c) f(2) = ( 2)%e, 20 =2
(d) f(Z) Z(Zzizl) 27 20 = -1

Pro nudici se

Uloha 4. Naleznéte soucet f(z) mocninné fady na jejim kruhu konvergence a urcete jeho parametry.

(@) SZantn+ D2

(b) Zn 1 2" z"

Uloha 5. O mocninné fadé se stiedem zy = i vime, Ze konverguje v bodech 0, —i a %z Dadle vime, Ze
nekonverguje v bodech 3i, 4 + 2i a —2i. Jaky je jeji polomér konvergence?

Uloha 6. Rozviiite funkci f(z) do mocninné fady se stiedem v zo a urcete parametry jejiho kruhu kon-
vergence.

() 5= 20 =1
0) 1) = ey, 0=

(c) f()Z%,ZOZI



Mocninné fady

Piipomenuti.

e Mocninna fada je fada tvaru

oo
Z an(z — 20)",
n=0

kde {a,}22 je dand ciselnd posloupnost (tzv. koeficienty mocninné fady), z je proménnd
a zo je pevné dané ¢islo (tzv. stfed mocninné Fady ).

* Pro kaZdou mocninnou fadu existuje (prdvé jedno) R € [0,00] takové, Ze fada absolutné
konverguje na otevieném kruhu se stfedem v zy a poloméru R, a diverguje na mnoziné
{z € C: |z—2p| > R}. Toto R se nazyvd polomér konvergence mocninné fady. Otevieny
kruh se stiedem zy a poloméru R se nazgvd kruh konvergence mocninné fady.

* R = 0o znamend, Ze kruh konvergence je celd komplexni rovina. Pokud je R = 0, tak je tento
otevieny kruh vlastné prdzdnd mmnoZina. Pripad R = 0 nastat miZe, ale takové mocninné
fady jsou pro nds nezajimavé, protoZe s nimi nejde nic moc ddle délat.

* Mocninnd Fada neobsahuje zaporné mocniny (z — 2p).

e Pro uréeni soucti mocninngch fad je tfeba znat nékteré zndmé soucty, zejména:
* 3o 2= proz| <1 (geometrickd Fada)
* >, 2—7 = e® pro libovolné z € C (rozvoj exponencidly)
e Mocninnou Tadu (s kladngm polomérem konvergence) lze na jejim kruhu konvergence derivovat

a integrovat ¢len po Clenu. Visledkem je zase mocninnd fada, kterd md stejng kruh konvergence.
Na kruhu konvergence plati:

* (0 gan(z — z2)") = S0 ann(z — 29)" !
C
* [ nlgan(z = 20)")dz = 307 225 (2 — 20)" !
o Jednoduché parcidlni zlomky (tj. s linedrnim polynomem ve jmenovateli) rozvijime pomoci znd-
mého souctu geometrické Tady.

o Sprdavny stfed si vyrobime pfepsinim z = (z — zo) + 20-

e Parcidlni zlomky odpovidagici vy$si ndsobnosti korene prevedeme pomoci integrovani na jednodu-
ché, které umim rozvinout. Ndsledné derivujeme, abychom ziskali poZadovany rozvoy.



Vysledky

Uloha 1: (a) % pro |z +1| < % (z0=—1, R= %)
(b) %e‘zf pro kazdé z € C (29 =0, R = x0)
(c) = 2(222—1—1) pro kazdé z € C (29 =0, R = o0)
(d) ?Ziéfz pro |z| <2 (20 =0, R = 2)
(e) 22(In(z +5) — In5) pro |z| <5 (20 =0, R =5)
() %(6222 —1) prokazdé z € C (20 =0, R = 00)
Uloha 2: (a) Nekonverguje.
(b) Konverguje
Uloha 3: (a) f(2) = X020 iymer (2 = 3)"! pro |2 = 3] < § (tj. R=3)
0o ntl _
(b) f(2) = ¥y SGrn(z+4)" ! pro |2 +4| < 2 (tJ R=2)
() f(z) =832, D" bio kazde z € C (1. R = - 00)
) (d) f(2) = =3 02 (~1)" (2 + )™ — 15702 CEUEE pro |2+ 1] < 1 (t). R = 1)
Uloha 4: (a) (127) pro |z <1 (20 =0, R=1)
(b)y n(2+2) —In2pro |z] <2 (20 =0, R=2)

I:Jloha 5: Polomér konvergence je 2.
Uloha 6: (a) f(2)=1+2(z—1)+(z—1)?proz € C
(

) f
b) f(2) =X, (z'"*l + %) (z— )" pro |z —i| <1 (tj. R=1)
) f(2)=(z—=1)2 =302, S (2= 1)" pro |z — 1| <3 (tj. R=3)

n=1 3n




