Cviceni 5 — Komplexni analyza 2024 /2025
Tyden 5

Uloha 1. Rozviiite funkci f(z) do mocninné fady se stiedem v zo a urcete parametry jejiho kruhu komn-
vergence.

(a) f(2) = {55 20 =3

1—
(b) f(Z) = (z+16)2’ 20 = —4
() §(z) = (=~ D)'e”, 2 =2
(d) f(z) = 525, 20 =1
Uloha 2
(a) Laurentova Fada
Z an(z +4)"
md vnitini polomér konvergence r = 3 a vnéjsi R = 9. Konverguje v bodé z = —6%
(b) Laurentova fada
> an(z—i)"

md vnitini polomér konvergence r = 1 a vnéjsi R = 4. Konverguje v bodé z = 27
Uloha 3. Rozviiite funkci
1
f(z) = 10,2 2
(z4+5)(z — 3)4(22 + 22 — 15)
do Laurentovy Tady na maximdlnim prstencovym okoli bodu zy = 3 a urcete jeho parametry.

Uloha 4. Klasifikujte typ izolované singularity funkce f(z) v bod¢ z, je-li

(a) z=-2a
9 8 > N
f(z)——(z+2)5+(z+2)3 Z+22+;n2+23+4,26P( 2);
(b)) 2=1ia
f(z):(Z% o+ S (n 4 3= - )2, 2 € P,
n=-—>5

Uloha 5. Urcete koeficient o € C a exponent k € 7 tak, aby funkce
-3

@ 7 o (z —1)"
f(z):(z_l)k+3(z_1)2+;( 3n) , z€ P(1),

mela v bodé 1 jednoduchy pdl.

Pro nudici se

Uloha 6. Rozvirite funkci f(z) = % do mocninné Tady se stiedem v 1 a urcete parametry jejiho
kruhu konvergence.

Uloha 7. Rozviiite funkei f(z) = W
a urcete jeho parametry. Ddle klasifikujte typ izolované singularity funkce v bodé 1.

do Laurentovy fady na co nejvétsim prstencovim okoli bodu 1

Uloha 8. O funkci f(z) vime, Ze md v bodé i pdl ¥ddu 1. Ddle o ni vime, Ze spliiuje (z — z)f(z)|z i =bi
a (z—1)f(2)|.=0 = —3. Klasifikujte typ izolované singularity funkce g(z) = f(z) +3+2>— 2 2 € P(i),
v bodé€ i.



Mocninné fady

Pfipomenuti.

e Mocninna fada je fada tvaru

oo
Z an(z — 20)",
n=0

kde {a,}32 je dand ciselnd posloupnost (tzv. koeficienty mocninné fady), z je proménnd
a zo je pevné dané cislo (tzv. stfed mocninné fady ).

* Pro kaZdou mocninnou fadu ezistuje (prdvé jedno) R € [0,00] takové, Ze Tada absoluiné
konverguje ma otevieném kruhu se stfedem v zy a poloméru R, a diverguje ma mnoZiné
{z € C: |z—z9| > R}. Toto R se nazjvd polomé&r konvergence mocninné fady. Otevieny
kruh se stiedem zo a poloméru R se nazgvd kruh konvergence mocninné fady.

* R = 0o znamend, Ze kruh konvergence je celd komplexni rovina. Pokud je R = 0, tak je tento
otevreny kruh vlastné prazdnd mnoZina. Pripad R = 0 nastat miZe, ale takové mocninné
rady jsou pro nds nezajimavé, protoZe s nimi nejde nic moc dale délat.

* Mocninnd fada NEobsahuje zdporné mocniny (z — zp).

o Zndmé soucty/rozvoje, které bychom méli bezpecné zndt:

* (geometrickd Fada:) >0 (2" = 1= pro |z < 1;

* (rozvoj exponencidly:) e* = > 'Z—T: pro libovolné z € C.

o Jednoduché parcidlni zlomky (tj. s linedrnim polynomem ve jmenovateli) rozvijime pomoci znd-
mého souctu geometrické Tady.
o Sprdavny stfed si vyrobime pfepsinim z = (z — zp) + 20-

e Parcidlni zlomky odpovidajici vy3si ndsobnosti kofene prevedeme na jednoduché, které umim roz-
vinout, pomoci integrovani. Ndsledné derivujeme, abychom ziskali poZadovany rozvoj.

Laurentovy rady

Pfipomenuti.

e Laurentova rada je fada tvaru

oo
Z an(z — 20)",
n=-—oo
kde {a,}S2 ., je dand ciselnd posloupnost (tzv. koeficienty Laurentovy fady), z je proménnd
a zo je pevné dané cislo (tzv. stfed Laurentovy fady).

e Narozdil od mocninnijch Fad Laurentova Tada obsahuje i zdporné mocniny (z — 2p).
e Laurentovy Tady konverguji na mezikruZich.
* P(z0;7; R), kde zg je stfed, r je vnitini polomér a R je vné&jsi polomér.
* Specidlné P(zo; 0; R) je prstencové okoli bodu zy, tj. otevieny kruh se stfedem v zy a poloméru
R bez svého stredu.

o Pfi rozvoji raciondlni funkce do Laurentovy fady na prstencovém okoli bodu zy € C postupujeme
stejné jako uw mocninnijch Fad.

Klasifikace izolovanych singularit (pomoci Laurentova rozvoje)

Pfipomenuti.
o Necht f(z) = > 0" an(z — 20)" je Laurentiv rozvoj funkce f na prstencovém okoli izolované
singularity zo € C. RozlisSujeme tii typy izolovaniyjch singularit.

(1) Pokud a, =0 pro kazdé n < 0, pak 2o je odstranitelna singularita.

*x f(2) = a0+ a1(z — 20) + az(z — 20)> + -+ na prstencovém okoli 2
(2) Pokud a_j # 0 pro néjaké k € N a a,, = 0 pro kaZdé n < —k, pak zy je p6l ¥adu k.
*x f(z) = (z‘i;z’;)k 4o (:7%0) +ap + ai1(z — z9) + -+ na prstencovém okoli zy, kde
a_k 75 0

(8) Pokud a,, # 0 pro nekonecné mnoho n < 0, pak zo je podstatna singularita.

e Mdme-li k dispozici Laurentiv rozvoj (na spravném prstencovém okoli!), vyéteme typ izolované
singularity z rozvoje.



Uloha 1:

Uloha 2:

Uloha 3:
Uloha 4:

Uloha 5:
Uloha 6:
Uloha 7:
Uloha 8:

Vysledky

(a) f(2) = ol maymer (= 3)" T pro [z = 3| < § (tj. R=3)

n+1
(b) f(2) = 0, Gn(z +4)" L pro |2 + 4 <2 (. R=2)

n n+4
(¢) fz)=¢€%>00, % pro kazdé z € C (tj. R = o0)
(@) f(2) = —§ ToZo(=D" (e + 1™ = § 300 ) CEUT pro e+ 1] <1 (4. R=1)
(a) Ne.
(b) Ano.
f(z)zézzozz(é;—?l m—1(z=3)"%pro0<|z—-3|<8(tj. r=0a R=28)
(a) Pol radu 3.
(b) Odstranitelna singularita.
k=2,a= —%
f)=(-12- G5 —1)" pro |2 — 1| < 3 (tj. R = 3)

n+3 2

fz)=>2 . %n:_i;),(z —1)"pro0<|z—1 < oo (tj. r =0 a R = o0); pol fadu 3

Odstranitelna singularita.



