Cviceni 6 — Komplexni analyza 2024 /2025

Tyden 6

Uloha 1. Klasifikujte vsechny izolované singularity funkce f(z), kde
(a) () = FEim
() 1) = s

(e*—1)(1—cos 2)*
S11

(2)

(2)
(4) f(2) = 35225
(¢) f(2) = aoamtpss

Uloha 2. Urcete reziduum funkce f(2) v bodé z, je-li

(a) z=—2a
f(Z)Zﬁ z+2 i 2z 42)3%0 2 € P(—
(b) 2=0a
flz) = 223+ Z (n+ 1)zt z € P(0).
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Uloha 3. Urcete koeficient o € C a exponent k € 7 tak, aby platilo

« 2 — (z—1)" 3\ 4
rest <(z—1)k HECEE +23n> )

n=1

Uloha 4. Spoctéte:

(a) res, Z(CZOS;)Q

(b) resg Z(zosj)z
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(C) resz 51;1)(22)

(d) res sin z

er—1—=z

2
(¢) reso =053
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Klasifikace izolovanych singularit

Pripomenuti.
o Necht f(z) = > o2 an(z — 20)™ je Laurentiv rozvoj funkce f na prstencovém okoli izolované

n=—oo

singularity zg € C. Rozlisujeme tri typy izolovanych singularit.
(1) Pokud a, =0 pro kazdé n < 0, pak zy je odstranitelna singularita.

*x f(2) =ag +a1(z — 20) + az(z — 20)% + - -+ na prstencovém okoli 2o
(2) Pokud a_y, # 0 pro néjaké k € N a a, = 0 pro kaZdé n < —k, pak zo je pol ¥adu k.
* f(z) = (z‘i;z(’j)k +e 4 (Za_;zlo) + ap + a1(z — 20) + - ma prstencovém okoli zq, kde
a—g 75 0

(8) Pokud a,, # 0 pro nekonecné mnoho n < 0, pak zy je podstatna singularita.

o Mdme-li k dispozici Laurentiv rozvoj (na spravném prstencovém okoli!), vycteme typ izolované
singularity z rozvoje.

e Pokud ne, casto se hodi ndsledujici pravidlo. UvaZme funkci f = {, pFicemz g md v bodé zy € C
koten ndsobnosti k € Ng a h md v bodé zy koten ndsobnosti | € N. Potom f md v zg:

* odstranitelnou singularitu, pokud k > [;
* pol fadu | — k, pokud k <.

o Funkce f # 0, kterd je holomorfni na okoli zy € C, md v zy kofen nasobnosti k € Ny, pokud
flzo) = f'(z0) = = f* D) =0 o fP() #0.

x Polynom (z — z)*, k € N, md v bod¢ zy koren ndsobnosti k.

o Md-li funkce f v bod€ zg € C koten ndsobnosti k a g ndsobnosti I, potom funkce f(z)g(z) md
v bod€ zy koten ndsobnosti k + 1.

Reziduum

Pripomenuti.
(1) Necht f(z) =Y 07 an(z — 20)" je Laurentiv rozvoj funkce f na prstencovém okoli izolované
singularity zo € C. Koeficient a_y1 (tj. koeficient u (2 — z9)~') nazjvime reziduem funkce f
v bodé zy a znacime res,, f(z) = a_1.

(2) Mdme-li k dispozici Laurentiiv rozvoj (na spravném prstencovém okoli!), vycteme reziduum z roz-
voje.

(8) Pokud ne, casto se hodi ndsledujici pravidla pro vyéet rezidud.
e Ma-li f(z) v bodé 2y pol fadu k € N, potom
1 . _
res;, f(z) = W Zlgglo[(z - Zo)kf(z)}(k Y.
o Je-li funkce f tvaru f = i, kde g je holomorfni na okoli zy a h méa v bodé zy jednonasobny
koren, potom
o 9(2) _ gl0)
P h(z)  W(z0)
e Reziduum v izolované singularité je vZdy dobre definované komplexni ¢islo. Turdit, Ze rezi-
duum ,neexistuje” nebo je ,nekonecné” neddvd Zadniy smysl. . .




Vysledky
Uloha 1: (a) Izolované singularity jsou body 4i. Bod i je pdl fadu 2. Bod —i je pol fadu 1.
(b) Izolované singularity jsou body 0 a 7. Bod 0 je pol fadu 2. Bod 7 je pol fadu 1.
(¢) Jedina izolovana singularita je bod 0. Bod 0 je pol fadu 2.
(d) Izolované singularity jsou body 2kw pro k € Z. Body 2kw pro k # 0 jsou odstranitelné
singularity. Bod 0 je pol fadu 4.
(e) Izolované singularity jsou body % 4 2km pro k € Z. Body § + 2km pro k # Z jsou poly
fadu 2. Bod 7 je pdl radu 3.
Uloha, 2: res_o f =6
Uloha 3: k=1laa=
Uloha 4: (



