Cviceni 8 — Komplexni analyza 2025/2026

Uloha 1. Spoctéte.
(a)
z
——=d
/C(Z+2)(Z—5)2 B

kde C je kladné orientovand kruznice o rovnici |z — 4| = 2.

(b)
1 sin z
/ : c dz,
c #Zsinz z+3

kde C' je kladné orientovand hranice trojihelnika s vrcholy —2, 3“ + 24, =% — 2i.
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kde C' je kladné orientovand hranice obdélnika s vrcholy T +1i, 7 —i, m+1i, m — 1.

Uloha 2. Urcete, cemu se rovnd
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kde C je kladné orientovand kruznice o rovnici |z + 1| = 3.

Uloha 3. Spoctéte.

(a) |75 7= 63c+25d

(b) f— :52+4 dz
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(c) J°% (;c2+1)(;c2+9) dz
(@) |72 gy do

Pro nudici se

Uloha 4. O funkcich f1(2), fa(2) a f3(z) vime, Ze magi v bodé 2o € C jednoduchyj pdl a platires,, f1(z) = 2,
res,, fa(z) = —1 a res,, f3(z) = —2. Urcete, jaky typ izolované singularity maji v bodé zy € C funkce

9(2) = f1(2) + f2(2) a h(z) = f1(2) + f5(2).

Uloha 5. Spoctéte
JERREE
= smm| ——
o 2 —10) "

kde C je kladné orientovand kruznice o rovnici |z — 1| = 3.

Uloha 6. Vime, ze
f(z)dz=5 a f(z)dz = -3,

L1 L2
kde f(z) je celistvd funkce, Ly je dsecka s pocdtecnim bodem —2 a koncovym i a Lo je usecka s pocdtecnim
bodem i a koncovygm 2. Urcete
JRCLE
c

kde C je zaporné orientovand polokruznice se stiedem v 0, poloméru 2 a pocdtecnim bodem 2.



Reziduum

Pripomenuti.
(1) Necht f(z) = Y07 an(z — 20)™ je Laurentiv rozvoj funkce f na prstencovém okoli izolované

singularity zo € C. Koeficient a_y (tj. koeficient u (2 — 29) ™1 ) nazjvdme reziduem funkce f v bodé
zo a znacime res,, f(z) = a_1.

(2) Mdme-li k dispozici Laurentiv rozvoj (na sprdvném prstencovém okoli!), vycéteme reziduum z rozvoje.

(8) Pokud ne, casto se hodi ndsledujici pravidla pro vycet rezidud.
e Ma-li f(z) v bodé& 2y pol fadu k € N, potom
1 . -
res,, f(z) = G- Zlgleo[(z — 20)* £ (2)) 7.
Specidalné pro
* k=1:res,, f(z) =lim,,, (2 — 20) f(2);
* k=2:res; f(z) =lim.., ((z — zo)zf(z)),.
o Je-li funkce f tvaru f = ¥, kde g je holomorfni na okoli zy a h ma v bodé z; jednonasobny
koten, potom
9(z) _ g(20)

res,, —= = .
* h(z)  R(20)
e Reziduum v izolované singularité je vidy dobie definované komplexni ¢islo. Turdit, Ze reziduum
»neexistuje”, nebo je ,nekonecné“ neddvd Zddny smysl. . .

Reziduova véta

Pripomenuti.
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Integraly typu f—oo Q(x) dz a f—oo Q@) ° dz
Pripomenuti.

e Necht P, Q jsou nenulové polynomy, o € R. Necht st Q > st P41 (pokud a = 0, takstQ > st P+2)
a Q nemd Zddné redlné koteny. Potom
(a) pokud o > 0, pak
< Px) ;
e'“* dx = 2mi resy,
[ aw 3

weS 4

P(Z) eiaz
Qlz)
kde
Sy ={2€C:Q(z) =0,Imz > 0};
(b) pokud o < 0, pak

= M o — ; T P(Z) iz
/_Oo Q(m)e dr = 27721”;7 €Sy Q(z)e ,

kde
S_={2€C:Q(z) =0,Im=z < 0}.



