Komplexni analyza a transformace 2024 /2025

Domaéaci kol 7

Uloha 1. Spoctéte

rosy sin(z)

...a pripravte se na pisemku :-)

Vzorové piiklady k Uloze 8 z Moodlu

Uloha 2. Klasifikujte vsechny izolované singularity funkce
(2) [(z) = S=t:x (DU 6)




Laurentovy rady

Pripomenuti.
e Laurentova Fada je Tada tvaru

oo
Z an(z — 20)",
n=—oo

kde {an}52 o je dand éiselnd posloupnost (tzv. koeficienty Laurentovy fady ), z je proménnd
a zo je pevné dané ¢islo (tzv. stfed Laurentovy fady ).

e Narozdil od mocninngjch Tad Laurentova Tada obsahuje i zdporné mocniny (z — 20).
e Laurentovy Tady konverguji na mezikruzich.
* P(z0;7; R), kde zo je stied, r je vnitini polomér a R je vnéjsi polomér.
* Specidlné P(z9;0; R) je prstencové okoli bodu zy, tj. otevieny kruh se stiedem v zg a poloméru
R bez svého stredu.

o Pii rozvoji raciondlni funkce do Laurentovy fady na prstencovém okoli bodu zy € C postupujeme
stegné€ jako u mocninngch rad.

Klasifikace izolovanych singularit

Piipomenuti.

o Necht f(z) =Y 00 an(z— z9)" je Laurentiv rozvoj funkce f na prstencovém okoli izolované

singularity zg € C. Rozlisujeme t¥i typy izolovanijch singularit.
(1) Pokud a,, =0 pro kazdé n < 0, pak 2y je odstranitelna singularita.

*x f(2) =ag +a1(z — 20) + az(z — 20)% + - -+ na prstencovém okoli 2o
(2) Pokud a_j # 0 pro néjaké k € N a a,, = 0 pro kaZdé n < —k, pak 2y je pol Fadu k.
* f(z) = (zci;zz)k + -+ (Za_;zlo) +ag + a1(z — 20) + -+ na prstencovém okoli zy, kde
a_k 75 0

(8) Pokud a,, # 0 pro nekonecné mnoho n < 0, pak zy je podstatna singularita.

o Mdme-li k dispozici Laurentiv rozvoj (na spravném prstencovém okoli!), vycteme typ izolované
singularity z rozvoje.

e Pokud ne, casto se hodi ndsledujict pravidlo. Uvazme funkci f = &, pFicemz g md v bodé zy € C
koten ndsobnosti k € Ng a h md v bodé zy koten ndsobnosti |l € N. Potom f md v zg:
* odstranitelnou singularitu, pokud k > 1;
* pol fadu | — k, pokud k < .

o Funkce f # 0, kterd je holomorfni na okoli zy € C, md v zy kofen nasobnosti k € Ny, pokud
flzo) = f'(z0) = = f* V() =0 o fP() #£0.

x Polynom (z — z)*, k € N, md v bod¢ z koren ndsobnosti k.

o Md-li funkce f v bode zy € C koren ndsobnosti k a g ndsobnosti I, potom funkce f(z)g(z) md
v bodé€ zy koten ndsobnosti k + 1.



Reziduum

Pripomenuti.

o Necht f(z) =Y 00 an(z— z9)" je Laurentiv rozvoj funkce f na prstencovém okoli izolované

singularity zo € C. Koeficient a_y (tj. koeficient u (z — 20) ') nazgvdme reziduem funkce f
v bodé€ zp a znacime res,, f(z) = a_1.

o Mdme-li k dispozici Laurentiv rozvoj (na sprdvném prstencovém okoli!), vycéteme reziduum z roz-
voje.

e Pokud ne, casto se hodi ndsledujici pravidla pro vycet rezidui.
* Ma-li f(z) v bodé& z, pol fadu k € N, potom
1

ressy /() = gy Jim [(z = 20)* 7 (4.

x Je-li funkce f tvaru f = £, kde g je holomorfni na okoli zy a h ma v bodé z, jednonasobny
koten, potom
s, 9) _ 9(z0)
h(z)  W(z0)
* Reziduum v izolované singularité je vidy dobie definované komplexni ¢islo. Turdit, Ze rezi-
duum ,neezistuje nebo je ,nekonecné” neddvd Zdadny smysl. . .




