Cviceni 4
Uloha 1. Spoctéte parcidlni derivace funkci viude, kde existuji.
(a) f(ﬂU y) = mey”, kde m,n € N
Y) =
,2) =xy +yz + zx
) le 1yl

z

(o) flxy 3 \/x+y2

Dale festé ulohy ze zadani Smérova a parcialni derivace (viz Moodle nebo té7 tfeti strana tohoto doku-
mentu).

Domaci tikol: Uloha 1(d).



Pripomenuti
Smérova derivace
e At f: D C R*™ = R™, a je vnitini bod mnoziny D a v € R™. Vektor V, f(a) € R™ se nazyva
smérova derivace (Fadu 1) funkce f v bodé a podle v, jestlize

Vo f(a) = lim flattv) — fla)

t—0 t

e Polozme ¢(t) = f(a+ tv). Potom
Vyf(a) = lim

kde ¢/(0) = (¢4(0), - ¢}, (0)):

o Vof(a)=0.

e Smérova derivace nemusi byt linearni (ale pro hezké funkce je).

Parcialni derivace

e Necht f: D C R" — R™ a a je vnitini bod mnoziny D. Pak je parcialni derivace podle i-té

proménné v bodé a definovana jako g—i(a) = Ve, f(a)

e Parcialni derivace druhého Fadu: %(a) = % (%) (a). Analogicky pro vyssi fady.

e Schwarzova véta: At f: D CR™ - R ai,j€ {1,...,n}. Jestlize existuji 8328’;, (a) a 3326’; (a) na
jOTi 10Tj

néjakém okoli bodu a a jsou spojité v bodé a, potom
0% f o*f
5w 0r. ) = 55 (@)
2;0; 20
e Metoda: pro body, kde se funce sklada ze znamych funkci, derivujeme parciélné tak, Ze derivujeme
podle dané proménné a ostatni chapeme jako konstanty. Pro body, kde je funkce dodefinovana
hodnotou, je pot¥eba pocitat parcialni derivaci z definice.




Smeérova a parcialni derivace

Zadani

1. Z definice naleznéte V, f(a), jestlize

(a) flz,y,2) =2**(22+ 1) a=(1,-1,1), v = (0,1, 3);
(b> ( ) = x+y7 a = (27 _1)7 V= (47 1>;
(c) flz,y) = 3 cos(x —y), a=(0,5),v=(1,2).

. At f(x,y) = /|zy|. Naleznéte viechny vektory v tak, aby smérova derivace
V. f(0,0) existovala a tuto derivaci urcete.

. Je dédna funkce
’ 0, je-li (,y) = (0,0).

Naleznéte vsechny vektory v tak, aby smérové derivace V,, f(0,0) existovala a
tuto derivaci urcete. Je zobrazeni v — V, f(0,0) linedrni? Je funkce f spojita?

. Naleznéte vsechny parcidlni derivace (1. fadu) funkce f v bodé a, jestlize

(a) fla,y) =2* =32’y +5y°, a = (=2, 1);

(b) f(x,y) = /322 +y, a=(1,2);

. Naleznéte vsechny parcidlni derivace (1. fadu) funkce f ve vSech bodech, kde
existuji, jestlize

(a) f(z,y) = zsin(zy);

(b) f(x,y,2) = /22 + y?cos? 2 + 1;
(¢) f(t,z,y,z) = xycos

(@) floy) = 22,

(e) flz,y)=aY;

(£) flz.y) = va?+y?%

(8) flz.y,2) = Iyln(ifz)'

(h) f(z,y) f cos (

6. Vypoctéte vsechny parcialni derivace (1. tddu) funkce f a urcete vsechny body,

ve kterych jsou spojité, jestlize

[ (@) £ 0.0
flew) = {o,+ (2,9) = (0,0);

~—~
~—

7. Ukaite, ze 2L 3 °1.(0,0) # 8y8:t(0 0), jestlize

vy, |x] >y,
flz,y) =
0, lz| < |yl



10.

11.

12.

13.

92f

Je ddna funkce f(z,y) = 2x—1i!-3y' Piimym vypoctem ovéite, ze m(w,y)
62
ayéfw ('/I/‘7y)'

Vypoctéte vsechny parcialni derivace 1. a 2. fadu funkce f ve vSech bodech,

kde existuji, jestlize

(a) flz,y) =e"siny;

(b) f(z,y) = arctg ¥;

(c) flz,y) = 23y* — 2zy + cos(z? — y?);
(d) flz,y) = /1+ay>

Je déna funkce f(z,y,z2) = \/ﬁ Ukazte, ze Af =0 na R3\ {0}.
24+y%+2z

Je déna funkce f(t,2) = cos(x — ct) + sin(y + ct), kde ¢ > 0. Ukazte,

0%f _ 20%f

W_C ox?"

12
Ukazte, ze f(t,z) = \/Lafte’m, kde o > 0, vyhovuje rovnici 5 = Oz%
(0,00) x R.
& -« o ¢ z . . . ﬂ o 262_f
Ukazte, ze f(t,z) = e *cos (a), kde a > 0, vyhovuje rovnici g; = a*5-
R2.

ze

na

na



Vysledky
1. Naleznéte V, f(a). jestlize

(C) va(a) = -1

2. V,f(0,0) existuje pravé tehdy, kdyz alesponi jedna komponenta vektoru v je
nulova. V tomto piipadé je V, f(0, 0) = 0.

3. V0,0/(0,0) =0, V(y,0,)f(0,0) = 4+ 2, pro kazdé (vy,vq) # (0,0). Zobrazeni
v — V, f(0,0) nenf linedrni. Funkce f je spojita.

4. (a) %(a) =8, %(a) =3
(b) §h(a) = %, 5t(a) = 3%5;

5. () Pro (a,y) € R je % (a,y) = sinxy) + aycos(ey), & (z,y) = 2% cos(ay).
)

(b) Pro (=, € R3 je
8f( ) x 8f( ) Y COS 2
- 0, Yy,2) = ) - \IY,2) = )
Ox Vi +y?cos2z+1 Oy Vo2 +y2cos? z + 1
af( ) y?sin z cos z
—(x,y,2) = — .
0z \/x2+y20052z+1

(¢c) Prot#0ax,y,z€Rje

0 T7yzsin £ 0

a{(t T,Y,% ) yt—gv a_i(t7x7yvz) = 2.Z'yCOS§,
of s 2z Of 2%y sin 2
(¢ - 0 2Lt .
ay( 7x’y7z) I COS t? az( 7'/’U7y7 Z) t

(d Proy%?ﬂije ( Y) = ﬁ? g£< Y) = (y— 396)2

)
(e) Prox>0ayeRje %(m,y):yxy L f(x y) =2YInz.
o Of - _ =z of - Y
(f> PI‘O (I7y) % (070) .]e ax(x7y) \/m7 3y<x7y) \/m
(g) Prozz>0ayeRje
af B of _
%($,Q,Z> —y(ln(xz)—l—l), ay($ay7z) —xln(mz),
0_f(x =24
82’ ay7 - > .

(h) Pro (z,y) € R? je %L (z,y) = cos (e7), g—i(a:,y) = —cos (eY).

6. Pro (z,y) # (0,0) je gh(x,y) = % a §£ (z,y) = —(izjéy Navic 2£(0,0) =

g—g(O, 0) = 0. Parcidlni derivace nejsou spojité jen v bodé (0, 0).



*f _ 6y—4z __ 9°f
8. Ozxdy (%y) - (254—3;)3 ~ Oydx (x,y)

9. (a) Jeli (z,y) € R? pak

af _ TY o3 8f _ xy .

g (0Y) =y siny, 9 (z,y) = ™ (zsiny + cosy),

2 2
%(% y) = y’e"siny, Z—yé(:v,y) =™ [(z* — 1)siny + 2z cos y|

*f 0*f TY (o o :
axﬁy(x’y) = 8yax(a:,y) =" (xysiny +siny + ycosy) .

(b) Je-li z #0 ay € R, pak

of —y af x
%('xvy) = 22 _|_y27 a—y(l‘ay) = m,
N R0 o —
ox* (24922 oy* (22 4 y?)?

O )= 2 = 55
0xdy Y= OyOx Y= (22 + y2)2

(c) Je-li (z,y) € R, pak

%(% y) = y(32%y — 2) — 2z sin(z? — y?)
0
a—;(:p,y) =2 [2%y + ysin(2® — y?) — 2],
O’ f .o 9 ) S )
F(%y) =2 [SlH(I —y*) 4 2z° cos(z® — y°) — 3zy } )
T
o' f 3 <2 2 2 2 2
W(%y) =2 [2® + sin(2” — ) — 2y® cos(z”® — ¢°)]
Y
0*f % f

_97 _ 2 .2 2
3x8y(x’y)_8y8x(x’y) dxy cos(z® — y?) + 62y — 2.

(d) 1+ zy* > 0, pak

O o= - Uy W

Oz Vitay?2 Oy V1+ay?

2 A4 2

aé(x7y): y 2;7 aé(xvy): - 2;7
>*f *f y(ry* +2)




