Cviceni 5
Uloha 1. Spoctéte parcidlni derivace funkce h v bodé a.
(a) h(z1,22) = g(fi(z1,22), f2(x1,22)), a = (1,0), kde
fi(wy,xe) = i, folwr, x2) = 221 + 22, 9(y1,92) = Yiye + 1y + €.
(b) h(l’,y) = f(u(x,y),v(:my)), a= (1a0)7 kde
u(z,y) =xcosy — 1, v(z,y) = ysinzx,
d f(0,0) ezistuje a V£(0,0) = (2,7)
(c) hiz,y) = g(x? — 3%, e*¥,sinx + cosy), a = (0,0), kde
dg(0,1,1) existuje a Vg(0,1,1) = (3,-2,1).
(d) h(?“, (b) = g(fl(r’ (rb)a fQ(Ta ¢))7 a= (7’, ¢) € Rz; kde
£1(r,8) = rcosd, fa(r,6) = rsing, g(z,y) = 2 + 12

Uloha 2. Mé¢jme zobrazeni f: R® — R2, g: R? — R* takovd, Ze
flz,y,2) = (2® +e¥ + z,sinz + 2?), (z,y,2) € R?,
diferenidl d g(1,0) existuje a je reprezentovdin matici
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Ukazte existenci diferencidlu d(g o £)(0,0,0) a spoctéte jeho reprezentujici matici.

0 O = N

Uloha 3. Bud f = (f1, f2): R® = R? zobrazeni definované predpisem
flz,y,2) = ((x +1)(y + 1)%(z + 1)3,sinz cos(y + 22)), (z,y,2) € R3.

Zobrazeni g : R? — R3 md v bodé (1,0) diferencidl reprezentovansj matici
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(a) Ukazte existenci diferencidlu d(go £)(0,0,0) a spoctéte jeho reprezentujict matici.
b) Spoctéte V0.1)f1(0,0,0), tzn. derivaci funkce f1 v bodé (0,0,0) podle vektoru (2,0,1).
( tat )

Dale festé tlohy ze zadani Diferencial (viz Moodle nebo téz tieti strana tohoto dokumentu).

Domici tikol: Uloha 1(b).



Pripomenuti
Diferencial
e At f: D CR"™ — R™ a a je vnitini bod mnoziny D. Linearni zobrazeni L se nazyva diferencial
funkce f v bodé a, jestlize
iy J@+h) — f(a) — ()

h0 k] =0

Diferencial funkce f v bodé a budeme oznacovat symbolem d f(a) a jeho hodnotu v bodé h
budeme oznacovat jako d f(a)(h).
o Jestlize f : D C R™ — R ma v8echny parcialni derivace (1. fadu) v bodé a, potom vektor

of of
v
1@ = (@ @)
se nazyva gradient funkce f v bodé a.
o Jestlize slozky f1, ..., fmn vektorové funkce f : D C R™ — R™ maji v bodé a vSechny parciilni
derivace (1. fadu), potom matice m x n

Vfl (a)
Vfomla)

se nazyva Jacobiho matice funkce f v bodé a.

e Pokud diferencial existuje, je reprezentovan gradientem, respektive Jacobiho matici: d f(a)(h) =
Jf (a) - h.

e Jestlize vektorova funkce f je diferencovatelna v a, pak je v a spojita.

o Jestlize vektorova funkce f ma na okoli bodu a spojité vSechny parcialni derivace (1. fadu), pak
je v bodé a diferencovatelna.

e Vf(a) je smér nejvétsiho ristu a —V f(a) je smér ngjvétsiho poklesu

Jy(a) =

Te¢na nadrovna
e Te¢na nadrovina ke grafu funkce v bodé (a, f(a)) je graf afinnf funkce
9(x) = f(a) + Vf(a)- (x —a) = f(a) +d f(a)(x — a).
e Je-li x blizko bodu a, pak mtuzeme psat
fx)~ f(a)+Vf(a) (x—a).
Retizkové pravidlo

o At f: E C R™ — R je diferencovatelna v bodé ba g : D C R® — R™ je diferencovatelna v bodé
a. Jestlize g(a) =bah= fog, potom pro kazdé i € 1,...,n je

Oh ag
ox; oz, @ = V/(b) Z 8yJ 8:1012 a).




Diferencial

Zadani

1. Je ddna funkce

_[EL (@) £0,0),
Fey) {0, (x.9) = (0,0).

Ukazte, ze V,f(0,0) = 0 pro vSechna v € R? (tj. smérovd derivace je déna
linedrnim zobrazenim), ale f neni v (0,0) spojita (a odtud nemda v (0, 0) dife-
rencidl).

2. Naleznéte diferenciél funkce f(z,y) = 22 — 2y® v bodé a = (2, 1). Déle urcete
Vof(a), jestlize v = (3,2).

3. Je ddna funkce f(z,y) = 2* — 3zy + 4y. Naleznéte viechny jednotkové vektory
v tak, aby

(a) V'uf(L 1) =—1
(b) Vo f(1,1) = V2.

4. Je ddna funkce f(x,y) =
tak, aby

xz””TyQ. Naleznéte vsechny jednotkové vektory v € R?

(a) v udaval smér nejvétsiho rustu funkee f v bodé (1,2);
(b) v udédval smér nejvétstho poklesu funkce f v bodé (1,2);

(c) Vouf(1,2)=0.

5. Je déna funkce f(z,y) = (2 + 2y?)®. Naleznéte vSechny jednotkové vektory
v € R? tak, aby

(a) v udaval smér nejvétsiho rustu funkce f v bodé (\/Li, %),
(b) v udédval smér nejvétsiho poklesu funkce f v bodé <\/L§, %)

6. Naleznéte Jacobiho matici a diferencial vektorové funkce f v bodé a, jestlize

(a> f(.T,y,Z) - (xyzax22)7 a = (17 _27 1)7
(b) flx,y) = (ye*,2° —y,2x + 1), a = (0,1).

7. Urcete Jacobiho matici vektorové funkce f(z,y) = (z+y, z%y) v obecném bodé
(z,y) € R? a uréete, v kterych bodech mé tato matice nulovy determinant.

8. Naleznéte rovnici tec¢né roviny ke grafu funkce f v bodé a, jestlize

(o) Flr.y) =22 447 — 5y, a=(1,2,—4)
(b) f(z,y) =arctg¥, a = (1,1, %);

(c) flz,y) =22+ y?% a=(3,4,5).



10.
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Naleznéte vsechny body v grafu funkce f, ve kterych je tecna rovina rov-
nobézna s rovinou z = 0, jestlize

(a) f(z,y) = 2%y +ay® — ;
(b) fla,y) =2y + 5+

Pomoci diferencidlu naleznéte ptiblizné hodnotu 1, 0239,

Dva rezistory o odporech R; = 102 a Ry = 15€) jsou zapojeny paralelné.
Vyuzijte diferencial k aproximaci celkového odporu paralelniho zapojeni téchto

rezistoru, jestlize z duvodu teploty odpor R; vzrostl o %Q a Ry o %Q.

Pomoci diferencidlu naleznéte aproximaci délky uhlopticky v obdélniku, jehoz
strany maji délky 30,3 cm a 39,9 cm.

Piedpoklddejte, ze f : R* — R a g : R — R? jsou diferencovatelné, g(0) =
(1,3),9'(0) = (—2,2) a Vf(1,3) = (5,—2). Naleznéte h'(0), kde h(t) =
f(g(?)).

Je déna diferencovatelnd funkce f : R? — R a h(u,v) = f(g(u,v)). Vypoctéte

(a) 92(0,0) a 92(0,0), vite-li, ze g(u,v) = (e"+sinv, e +cosv) a V f(1,2) =

(b) 2(1,-1) a 22(1,-1), vite-li, ze g(u,v) = (u® + 2w? — v3,v? — 3u) a

(c) 2L(2,3) a 8—5(2,3), vite-li, ze g(u,v) = (u+ulnv,“) a Vhi(2,1) =
(3,1).

Q

Pomoci véty o derivaci slozeného zobrazeni vypoctéte ¢’ (t), jestlize g(t) vznikne

z f(z,y) = ==L tak, ze polozime x = €' a y = e .

42y
Pomoci véty o derivaci slozeného zobrazeni vypoctéte g—Z(u, v) a %(u, v), jestlize
g(u,v) vznikne z f(z,y,2) = x? + y* + 2* tak, ze polozime z = usinuw,

Yy =ucosv a z = u’v.

Ukazte, ze je-li f : R — R spojité diferencovatelna funkce, pak g(z,y) =

f(x2 + y2) vyhovuje rovnici yg—g — xg—z =0.

At funkce L : R® x R™ — R m4 spojité viechny parcidlni derivace do druhého
Fadu véetné a © : R — R" je vektorova funkce, jejiz druhd derivace x”
je spojita. Prvnich n proménnych funkce L oznacme uq,...,u, a zbylych n
proménnych pak vy,...,v,. Ptedpokladejte, ze

oL ) " oL .
(5 (@2 - 5 @0, 2(0) =0
pro kazdé i = 1,...,n. Ukazte, ze funkce

OL (@(t). @' (1) 2(t) — L (2(t), @'(1)

— v,
=1

je konstantni.



Vysledky
df(a) (h, k) = 4h — 6k, V,f(a) =
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6. (a) Jf(a)—<_2 ; _12),df(a)(h,k,l)—(—2h+k—2l,2h+l);
1

2
1
(b) Jg(a)= |0 —1],df(a)(hk) = (h+k —k, 2h).
2 0
1 1 . .
7. Jg(x,y) oy a2 a detJ¢(z,y) = 0 prave tehdy, kdyz = = 0 nebo
T = 2y.
8. (a) z =4z —y—6;
O) s=—F+1+5
(c) z=2a+ 2y
9. (a) (0,—1,0) a (0,1,0);
(b) (1,1,3)

10. 1,023% =~ 1, 06.

11. Piiblizné 6,2 9.

12. Piiblizné 50, 1 cm.

13. —14.

14. (a) 2¢(0,0) = —1 a 22(0,0) = 2;

(b) 28(1,-1)=5a %8(1,-1) = —16;

o
(c) Z(2,3)=1a8(23) =-1
_ 6
15. g/(t) = m.

16. 22(u,v) = 2u (1 + 2u*v?), 2 (u,v) = 2u'v;



