Cviceni 9
Uloha 1. Vyjddiete integrdl If A [ v poldrnich soutadnicich v potadi dr dp, kde M je vnitiek trojihelnika
s vrcholy (1,0),(2,0), (1,1).

Uloha 2. Prepiste integrdl

2 pvb—22
/ / fdydx
11

nejprve v opacném potadi integrace a pak ho také zapiste v poldrnich soutadnicich v potadi dr de.

Uloha 3. Pomoct poldrnich souradnic spoctéte
1 V2—x2
/ / _r dy dx
0 Ja Va2 +y?
Uloha 4. Pomoci poldrnich soufadnic naleznéte obsah plochy ohranicené kiiwkami

x2+y2:2x, x2—|—y2:4x, y=ux, y=0.

Uloha 5. Pomoci vhodné modifikovanijch poldrnich soufadnic spoctéte integrdl

//M \/1_ ((x—41>2 R <y+91)2)

(=17 (y+17

kde M je oblast dand nerovnosti

<1
4 9 -
[Nezapomenite, Ze je potreba prepocditat jakobidn.|
Uloha 6. Zapiste integrdl
1 pV/1=y2 py/a?+y?
/ / / xy?zdz dz dy
-1J0 x24y?

ve vdlcovijch soutadnicich.

Uloha 7. Zapiste integrdl

3 \/9—y2 \/18—12—y2
/ / / 2?2 +y? + 22 dzdady
0 Jo Vz2+y?

ve sférickych souradnicich.

Uloha 8. Naleznéte teziste (hmotny stied) telesa P, které je ohraniceno plochami x =0, y =0, z =0,
x+y+z=1, jehoZ hustota je f(x,y,z) =y.

Uloha 9. Spoctéte moment setrvacnosti J vzhledem k ose y homogenniho (tj. s konstantni hustotou
f=1) télesa P, které je ddano nerovnostmi 2% +y? + 22 <2, 22 + 22 < 1, 2,9,z > 0.

Uloha 10. Spoctéte hmotnost télesa P, které tvori oblast mezi sférami x> +vy?> 422 =12 a a2 +y% + 2% =
4r?, kterd lezi v priniku poloprostori x > 0 a z > 0. Hustota télesa P je neprimo umérnd vzddlenosti od
pocdtku.

Dale Testé tlohy ze zadani Lebesguetv integral (viz Moodle nebo téZ pata strana tohoto dokumentu).

Domaci tkol: Uloha 6.



Véta o substituci, polarni soutradnice, vilcové soutradnice a sférické soufadnice
e Véta o substituci pro dvojny integral mé formélné tvar
| twanw) = [ 5(@@) et Ja(@)] dr (@), 1)
& (M) M

kde det J ¢ je tzv. jakobian transformace ®: M — R", tedy napiiklad

9P, 9P,
_ ox Jy 2
det Jo = det <a<1>2 a<1>2>VR'

ox oy

— Zapomenout na velikost jakobidnu v je hrubéa chyba...

e Velmi diilezita substituce/transformace v R? jsou tzv. polarni soufadnice. V jejich nejzaklad-
néjsi podobé maji tvar
T =rcosp
Yy =rsing.
— Jejich geometricky vyznam je, Ze r méfi vzdalenost od poCatku a ¢ je orientovany thel,
ktery svird spojnice poc¢atku a bodu (z,y) s kladnou ¢asti osy «.

— Jakobian polarnich soufadnic je 7.
* Polarni soutfadnice v podobé vySe odpovidaji zobrazeni

B(r, ) = (r cos gp)

rsin @

cosp —rsing

deth>:det< > =rcos? o +rsin®p=r.

sing rcosep
— Pii préaci s polarnimi soufadnicemi se nam ¢asto mohou hodit riizné goniometrické identity.
Napft.
1 =sin? o + cos? ¢
sin(2¢) = 2sin(p) cos(p)
cos(2¢) = cos® p — sin? @
9 1+ cos(2¢)

cos” p = 5
1 — cos(2
sin? o= CC;( ®)

e Diilezita substituce/transformace v R? jsou tzv. valcové (cylindrické) soufadnice.
— V jejich nejzékladnéjsi podobé maji tvar
T =TCosg,
Yy =rsing,

zZ=Z.



* Jejich geometricky vyznam je, Ze r méfi vzdalenost od osy z a ¢ je orientovany thel,
ktery svira spojnice primétu bodu (z,y, z) do roviny zy a kladna ¢ast osy x.

x Jakobian valcovych soufadnic je r.

x Plati 22 + y2 = 2.

x Valcové soufadnice ve formé vySe odpovidaji valci s osou soumeérnosti z. Na ose z
samoziejmé neni nic magického, vhodnou permutaci souradnic dostaneme jiné osy
soumérnosti. Napf. méa-li byt osa soumérnosti osa y, tak mizeme pouzit

T =T COS p,
Y=y,
z =rsinp,

a pak plati 2 + 22 = r2.

e Dalsi diilezita substituce/transformace v R? jsou tzv. sférické soufadnice.
— V jejich nejzékladnéjsi podobé maji tvar
x = rsinf cos p,
y = rsinfdsinp,
z =rcosf.
* Jejich geometricky vyznam je, Zze r mé¥i vzdalenost od pocatku, ¢ je orientovany thel,
ktery svira spojnice pramétu bodu (z,y,2) do roviny zy a kladna ¢ast osy z, a 6 je
orientovany thel, ktery svira spojnice bodu (z,y, z) a kladna ¢ast osy z.

* Jakobian sférickych soufadnic je r?sin 6.
* Aby byla transformace prosta (a tedy abychom neitegrovali pfes n&jakou ¢ast vicekrat),
thel 6 se pohybuje pouze v intervalu (0, 7).




_ N prf(z,y,2)
Ty = m )

v = fffp yﬁ%y,z)

ety

kde m je hmotnost télesa P, tj.

o ] s

e Moment setrva¢nosti J télesa P o hustoté f(x,y,z) vzhledem k ose [ se spocte jako

= / / /P (@, 2) (@, . 2),

kde v(z,y, ) je vzdalenost bodu (z,y, z) od osy I.



Lebesguetnv integral

Zadani

1. Zameénte poradi integrace v nésledujicich dvojnasobnych integréalech:

fo 20z, y) dy da;

32
f fo f(z,y)dy dz.
2. Zaménou poradi integrace vypoctéte
(a) fol f;w 4ev” dy du;
(b) f02 fy42 cos Va3 dz dy.

3. Vypoctéte fM f, jestlize

(a) f(z,y) = [y —sinz|, M = [0,7] x [0, 1];

(b) f(x,y) = xcosy a M je ohranicend kiivkami y = 0, y = 22, z = 1;

(c) fla,y)=e"¥ M =(0,+00)%

d) flz,y,2)=evaM={(z,y,2) eR}|0<y<1,y<z<1,0<z<ay};

(e) f(z,y,2) = y a M je mnozina v prvnim oktantu ohrani¢end rovinami
r+y=lay+z=1;

(f) f(z,y,2) =y a M je ohraniceno paraboloidem y = 4z% + 422 a rovinou
y=4.

4. Zameénte poradi integrace v dvojnasobném integralu

I—// f(z,y)dxdy.

Krome toho vyjadiete I v polarnich souradnicich se stfedem v po¢étku (v obou
poradich).

5. Zameénte poradi integrace v souctu

]:/01/;f(m,y)dydx—|—KQ/in(x,y)dydx.

Kromé toho vyjadrete I v polarnich soutadnicich se stfedem v pocatku, kde
vnitini integrace bude podle proménné r.
6. Vhodnou substituci vypoctéte [ o o jestlize
(a) f(z,y) = m21y2 a M je ohranicena kiivkami y = 22, y = 222, 2 = 3% a
z = 3y* (Ndpoveda: u = % av= 75
(b) f(x,y) = (z 4+ y)cos(m(x — y)) a M je ohranicena kiivkami = + y = 0,
r=1laxz=1+y;, (Ndpoveda: u=z+yav=x—y.)



© Sy =1-5-Ead={@yeR|5+E <1} kdeab>0;
(d) f(a:, y) — e VoY o M = R2'

(e) f(z,y) = atymr a M ={(z,y) ER?|2* +° > Lz > [y[};

(f) f(x,y,2z) = z a M je ohrani¢ena plochami z = x* + 3* a 2z = 4;

(8) f(x,y,2) = ze”t¥"T=* a M je prinik prvniho oktantu s koul, jejiz stred

je v pocatku a polomér je 1;
7. Naleznéte obsah plochy ohranic¢ené kiivkami

(a) y=sinz ay = cosz, kde z € [T, 2T];
(b) 2¢ —3y=0,z4+y=5ay=0;
Dy=Ltz+2%r=y—L z=-2ay=-2.
Yy=3 Y= Y
8. Naleznéte hmotny stfed homogenni rovinné desky M ohranicené kiivkami y =
ar+y=2
9. Naleznéte objem mnoziny M, jestlize

(a) M je ohrani¢end plochami y = 2% + 2% ay = 8 — 2% — 2%

(b) M je ohranicena plochami y =22, 2 =0ay+ 2z = 1.
10. Naleznéte hmotny stied télesa M, jestlize
(a) M je ohranic¢ené plochami x =0,y =0,z =0,z +y + 2z = 1 a hustota je
o(z,y,2) =y;

(b) M je prunik koule o stfedu 0 a poloméru R > 0 s poloprostorem z > 0 a
hustota je o(x,y,z) = k > 0.

11. Uvazme téleso M = {(a:,y, z) eR? ’ Vet +y? <z < 1} s hustotou o(x,y, 2) =
z. Naleznéte a > 0 tak, aby rovina z = a rozdélila téleso M na dvé stejné tézké
casti.

12. Naleznéte moment setrvacnosti homogenniho télesa M o hmotnosti m vzhle-
dem k ose p, jestlize

(a) pjeosaxa M =][0,4] x[0,2] x [0,1];

(b) pjeosaza M = {(az‘,y, )€R3‘\/x2+y2§z§h},kdeh>0;
(c) pjeosazaM={(z,y,2) € R®|2* +1y? <a*0<2z<h}, kde a,h > 0;
) p 2)

(d) pjeosaza M ={(r,y,2) € R¥| 2* + y* + 2% < a?}, kde a > 0.



Vysledky

@) Y fay) dedys

() [ 2 feyy) dedy + [0 [ f(z,y) dedy.
2. (a) et —1;

(b) 2sin8.
3. (a) m—2;

(b) 3 (1—cosl);

(©) L

(d) £—%

(e) 13

(f) %
4.

2v2
I_/ /fxydydx—i—/ / f(x,y)dydx

arctg Qf
:/ / f(rcos g, rsinp)rdrde +
0 arctg

:/ /2 f(rcosw,rsingo)rdgpdr%—/ / Tf(TCOS(p,T‘SingD)ngpdr.
o Jo L Jo

/Mw rcos @, rsin@)rdrde

0 1+4/1— 2cos
I:/ / (z,y dxdy—/ / f(rcosg,rsinp)rdrde.
—1 \/Ty

s sin gp
4 cos?
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