5. cviceni
Sikmost, Spic¢atost, CebySevova nerovnost, piiklady spojitych a diskrétnich
rozdéleni

1. Hazime Sestisténnou hraci kostkou. X mnecht oznacuje, kolik hodu piedchédzelo, nez padla
jednicka.
(a) Urcete P(X = k) pro k=0,1,2,... O jaké se jedna rozdéleni?
(b) Urcete pravdépodobnost, ze k hozeni jednicky budete potiebovat méné nez 7 hodu.
(c) Urcete EX a Var X.
(d) Porovnejte E H% a H—ﬁ
(e) Necht Y zna&i pocet ,netspésnych® hodu nez padlo n jednicek. Uréete P(Y = k) pro
k=0,1,2,...
. Mnozstvi ndpoje v pullitrovych plechovkach mé normalni rozdéleni se stfedni hodnotou 5 dl a
rozptylem 0,04 d12. Urcete pravdépodobnost, Ze mnozstvi napoje v ndhodné vybrané plechovce
je v intervalu (4,78;5,19) decilitru.

. Doba opravy televizoru mé rozdéleni s hustotou
e ™M x>0,
0, jinak,

f)={

kde x predstavuje ¢as v minutach.
(a) Urcete parametr \, jestlize vite, ze do 60 minut je opraveno 30 % televizoru.
(b) Urcete sikmost a Spicatost tohoto rozdéleni.
(c) Spoctéte EeX.

. Ovéite, ze rozdéleni z piikladu 3 je ,bez paméti“, tj. plati
P(X >r+y| X > y) = P(X > x), pro vSechna z,y > 0.
. Nahodna veli¢ina X mé rozdéleni dané hustotou

[ 2z, x€(0,1),
flw) = { 0, jinak.
Urcete stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny ¥ =1 + \/%

. Hodime tisickrat Sestisténnou kostkou a X znaé¢i soucet Cisel které padly ve vSech hodech.
Pomoci CebySevovy nerovnosti dokazte, ze P[X € [3200, 3800]] > 0,95.

. Rozhodnéte, zda muze existovat ndhodnd veli¢ina X takova, ze
1
PEX—mNmXSXSEX+QVWuﬂ<§.

. Krajta naklade N vajicek, kde N je ndhodna veli¢ina s Poissonovym rozdélenim Po()), tj.
AFe=A

k7
Pravdépodobnost, ze se z vajicka vylihne ziva krajticka, je p € (0, 1) a vylihnutich zivych
krajticek z ruznych vajicek jsou nezavislé jevy.

PIN = k] = k=0,1,2, ...

(a) Jaka je pravdépodobnost, ze se vylihne préavé k krajticek?
(b) Jaky je otekdvany pocet vylihnutych krajticek?
(c) Jaké je rozdéleni N, jestlize vime, ze se vylihlo k krajticek?



Opakovani z prednasky

Momenty:

o ., =EX k¥ se nazyva k-ty moment ndhodné veliciny X (typicky je k piirozené, ale nemusi

to tak nutné byt)

o . = E(X — EX)* se nazyva k-ty centralni moment nihodné veliciny X

e E|X|* se nazyva k-ty absolutni moment nihodné veliciny X

Stfedni hodnota E X ndhodné veli¢iny X je jeji prvni moment. Plati

E(a+bX+cY) =a+bEX +cEY.

Rozptyl Var X ndhodné veli¢iny X je jeji druhy centralni moment, tj. Var X = E (X — E X)2.
Rozptyl se muze také znacit agf nebo o2. Plat{ Var (a + bX) =b?Var X.

Pro nezavislé ndhodné veli¢iny X7, ..., X, pak plati: Var (31, X;) = Y1, Var (X))

Sikmost 3 ndhodné veli¢iny X je definovéna jako 3 = 3 /0.

Spicatost 4 nahodné veliciny X je definovana jako y4 = jus /0.

Jensenova nerovnost: Necht X je ndhodn4 veli¢ina s hodnotami v intervalu Z C R (muze byt
nekoneény), tj. P[X € Z] = 1. Necht g je [neostie] konvexn{ funkce na Z takovd, ze existuje E g(X).
Pak

Eg(X) = g(EX)

a rovnost nastava pravé kdyz g(z) = a + bx nebo X je konstanta.

Markovova nerovnost: Nechf X je ndhodnd veli¢ina a r > 0. Pak pro libovolné € > 0

P[IX|>¢] < ELT‘T

Cebysevova nerovnost: Nechf X je ndhodnd veli¢ina s koneénou stiedni hodnotou. Pak pro

libovolné € > 0 plati
Var X
5

PlIX ~EX| 2] < 72

Pii vypoctech momenti se nékdy hodi pouzivat tzv. gama funkci, kterd je pro p > 0 definovand
jako
o
L(p) = / 2P le ™ dg.
0
Plati

e I'(p+1) =pI'(p). Speciélné, je-lin € N, pak I'(n) = (n — 1)!,
o T(1/2) = \/x,

e pro libovolné a > 0 plati

0 I
/ 2P le™ @ qg = @
0 aP



