Priklady na procvic¢eni z NMFM202
Naposledy zménéno: 24. fijna 2013

1 Klasicka pravdépodobnost

1. 7Z karticek s cCisly 1,2,3,4,5 ndhodné vybereme tii a polozime je v poradi, v némz jsme je
vybrali. Jaka je pravdépodobnost, Ze vzniklé trojciferné ¢islo je sudé?

2. Ve sportce se sazi 6 Cisel, losuje se 6 ze 49. Spoctéte pravdépodobnost, ze pravé 4 Cisla vsadime
spravné.

3. Skupina 10 studentti, z nichz 3 jsou z MFF, se ndhodné sefadi do fronty. Urcete pravdépodob-
nost, ze 3 studenti z MFF budou vedle sebe.

4. Uvazujme n ruznych dopisii a n raznych obalek (jiz s nadepsanou adresou). Zmatena sekretérka
umisti dopisy do obalek zcela ndhodné.
(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze je alespon jeden dopis ve spravné obalce?
(b) S jakou pravdépodobnosti neni zadny dopis ve spravné obélce? Spoctéte limitu této pravdé-
podobnosti pro n — oo.

5. Mé&jme skupinu n osob (n > 5) o kterych miZzeme predpokladat, Ze se narodili nezévisle na
sobé. Spocitejte pravdépodobnost, ze

(a) Zadny z nich se nenarodil ve stedu;

(b) pravé dva se narodili v pondéli a pravé tii v sobotu;

(c) existuje den v tydnu, ve kterém se nikdo z nich nenarodil.

2 Nezavislost, podminéna pravdépodobnost, uplna pravdépodob-
nost, Bayestiv vzorec

6. Trikrat po sobé hodime minci a zaznamenadme vysledek. Oznacme rub jako R a lic jako L.
Rozhodnéte, zda jsou jevy A = {RRR,LRR,RLL,LLL}, B = {RRL,RLR,LLR,LLL} a C =
{RRL,RLR,LRL,LLL} nezavislé.

7. Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni. Své rozhodnuti vzdy fadné zdivodnéte (uvedte
dukaz nebo protipiiklad).

(a) Jestlize jsou jevy A, B nezéavislé, pak o nezavislosti jevi A® B® obecné neumime rozhodnout.
(b) Jestlize P (A|B) > P (A) > 0, pak P (B|A) > P (B).

(¢) Existuji A, B neslucitelné jevy, tj. AN B = 0, takové, ze P (A) # 0, P(B) # 0 a A, B jsou

nezavislé.
(d) Jestlize plati P (A|B) = P (A|BY), pak jsou jevy A, B nezavislé.
(e) Jestlize P (B) > 0, pak P (A|B) > P (4).

8. Roztrzity profesor zapomene v obchodé destnik s pravdépodobnosti 1/4. Cestou ze $koly na-
vs§tivil ¢tyfi obchody a domi pfisel bez destniku. Jaka je pravdépodobnost, ze destnik zapomnél ve
étvrtém obchodé?



9. Tii skupiny studentt fesi obtizny piiklad. Ve skupiné A jsou 3 velmi chyt¥i studenti a kazdy
z nich vytesi pfiklad s pravdépodobnosti 0.8. Ve skupiné B jsou 4 priamérni studenti a kazdy z nich
vyresi priklad s pravdépodobnosti 0.6. Ve skupiné C jsou 2 slabi studenti a kazdy z nich vytesi
priklad s pravdépodobnosti pouze 0.4.

(a) S jakou pravdépodobnosti ndhodné vybrany student vyfesi priklad?

(b) Nahodné vybrany student pfiklad nevyfesil. Ze které skupiny nejpravdépodobnéji byl?

(c) Studenti pracuji nezavisle. S jakou pravdépodobnosti bude pfiklad vyfeSen alespon jednim

studentem?

10. V krabici je 15 tenisovych micka, z toho 9 Gplné novych. Pro prvni hru si ndhodné vybereme
3 micky a po skonceni hry je vratime zpatky. Pro druhou hru vybereme opét 3 micky. Urcete
pravdépodobnost toho, jsou Ze vSechny 3 micky pouzité v druhé hie nové.

11. Slovo ,humor® se v americké anglictiné pise jako HUMOR a v britské angli¢tiné jako HU-
MOUR. Na zahradni slavnosti byly 2/3 Ameri¢and a 1/3 Britt. Ndhodné vybrany ¢lovék napsal
slovo ,humor“ (svym zpusobem) a z tohoto slova bylo ndhodné vybrano jedno pismeno. S jakou
pravdépodobnosti byl dany ¢lovek Brit, jestlize bylo vybrano pismeno ”U”?

12. V truhle je nezndmy pocet minci: jedna zlatd mince a ndhodny pocet st¥ibrnych minci, pfi¢emz
. z z v v z 71 z Y . .

sttibrnych minci je pravé k s pravdépodobnosti <5 pro k = 0,1,.... Ndhodné vylosujeme jednu

minci a ta je zlata. Jaké je pravdépodobnost, ze v truhle bylo pravé k stfibrnych minci za této

dodatecné informace?

13. Ve shirce 50 obrazi je 5 padélki. Jestlize je obraz falesny, znalec to pozna s pravdépodobnosti
80%. Je-li obraz originél, znalec ho mylné posoudi s pravdépodobnosti 5%. Urlete
(a) pravdépodobnost, Ze obraz je originél, jestlize byl znalcem oznaden za origindl,

(b) pravdépodobnost, ze obraz je padélany, jestlize byl znalcem oznacen za padélek.

14. Kazdy lékarsky test je charakterizovan svoji senzitivitou a specificitou, kde

e senzitivita = pravdépodobnost pozitivniho vysledku, je-li testovana osoba nemocné,
e specificita = pravdépodobnost negativniho vysledku, je-li testovana osoba zdrava.
Pro test zjistujici ptitomnost HIV viru v téle se uvadi senzitivita 99.9% a specificita 99.7%. Uva-
zujme hypotetickou populaci, ve které se vyskytuje 1% lidi s virem HIV.
(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze je osoba s pozitivnim vysledkem testu skutecné HIV pozitivni?

(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze je osoba ve skutecnosti HIV pozitivni, dava-li test negativni
vysledek?

-----

¢lovék skuteéné HIV pozitivni, byl-li i druhym testem oznacen za HIV pozitivniho?

15. Na stole jsou dvé kostky — riizova a bledé zelend. Rizova kostka je pravidelnd devitisténna
kostka, bledé zelena je pravidelnd dvanactisténna kostka.
(a) Nahodné vybereme kostku a hodime. Jaka je pravdépodobnost, ze padne Sestka? Jaka je prav-
dépodobnost, ze padne jedenactka?
(b) Padla jednicka, jaka je pravdépodobnost, ze jsme hazeli rizovou kostkou?
(¢) Nyni pfedpokladejme, ze dévéattim se vice libi rizova kostka, a tak si ji vyberou s pravdépo-
dobnosti 4/5. Naopak, chlapci si vyberou bledé zelenou kostku s pravdépodobnosti 2/3.

e Jaka je pravdépodobnost, ze padne Sestka, hazel-li chlapec?



e Jaky je pravdépodobnost, ze padne Sestka, hazela-li divka?

o Jaka je pravdépodobnost, Ze padne Sestka, hazel-li ndhodny student ze tiidy, ve které je
10 chlapct a 5 divek?

3 Nahodna veli¢ina — diskrétni rozdéleni

16. Diskrétni ndhodnéa veli¢ina X nabyvéa pouze hodnot 1,2,3 s pravdépodobnostmi P (X = k) =
c-k® k=1,2,3. Spocitejte konstantu c, stiedni hodnotu E X a rozptyl var X, distribuéni funkci
F a pravdépodobnost P (X > 2). Uréete déle rozdéleni veliciny Y = (X —2)2 a EY.

17. Nahodna veli¢ina X nabyva pouze hodnot —1,0, 1,2, a to s pravdépodobnosti P (X = —1) = %,
P(X=0)= %, P(X=1)= % a P (X = 2) = a. Urcete konstantu a, tak aby se jednalo o prav-
dépodobnostni rozdéleni. Spoditejte stfedni hodnotu E X a rozptyl var X. Urcete rozdéleni veli¢iny
Y = X2 a spoditejte EY'.

18. Basketbalista hazi na kos, jeho pokusy jsou nezavislé a v kazdém z nich se trefi s pravdépodob-
nosti p € (0,1). Rozhodl se, Ze skon¢i teprve az vhodi k kost. Ozna¢me X pocet netspésnych hodu
predchazejicich k-tému tGspéchu (k-tému vhozenému kosi). Urcete rozdéleni ndhodné veli¢iny X.

19. Nastole lezi N kostek, kde N je ndhodna veli¢ina s rozdélenim P (N =4) =1/6,i=1,...,6.
(a) Spoctéte stiedni hodnotu a rozptyl veli¢iny N.
(b) Urcete rozdéleni N za podminky, Ze soucet ¢isel na vSech kostkach dohromady je roven 5.

(c) Urcete rozdéleni N za podminky, ze na kostkdch padly pravé 4 Sestky.

20. Adam a Bedfich hraji nasledujici hru. Kazdy hodi jednou (pravidelnou Sestisténnou) kostkou.
Pokud je na obou kostkdch soudet pét, tak vyhravd Adam. Pokud je souet sedm, tak vyhrava
Bedfich. Pokud neni soudet ani pét ani sedm, tak toto kolo skoncilo nerozhodné a oba dva hézeji
Znovu.

(a) Urcete pravdépodobnost, ze Adam vyhraje v k-tém kole.

(b) Urcete pravdépodobnost, Ze Adam vyhraje.

(c) Urcete stiedni hodnotu poc¢tu odehranych kol.

21. Karel, Franta a Cyril postupné hazi kostkou v pofadi K — F — C. Komu prvni padne Sestka,
ten vyhrava, a hra v takovém piipadé konci.

(a) Urcete pravdépodobnost, s jakou Cyril vyhraje v k-tém kole.

(b) Urcete pravdépodobnost, ze Franta hodil kostkou pravé k-krat.

)
(c) Urcete, s jakou pravdépodobnosti vyhraje Karel (resp. Franta, Cyril).
(d)

Jaky je ocekavany pocet Cyrilovych hodt kostkou?

22. Predpokladejme, Ze pocet aut, kterd projedou mezi 7. a 8. hodinou pracovniho dne prazskou
ulici 5. kvétna se fidi Poissonovym rozdélenim s parametrem A\ > 0. Pfedpokladejme déale, ze p 100
% (0 < p < 1) fidi¢a prekro¢i na méfeném tseku povolenou rychlost 50 km/h. Urcete, jakym
rozdélenim se Tidi pocet prestupkd zaznamenanych meéficem rychlosti na prazské ulici 5. kvétna
mezi 7. a 8. hodinou pracovniho dne.



4 Nahodna veli¢ina — spojité rozdéleni
23. Nahodné veli¢ina X mé rozdéleni s hustotou

) ce® prozxze|0,1],
f@) = { 0 jinak.

Urdete konstantu e, distribu¢ni funkci F(x), kvantilovou funkci F~!(u), stiedni hodnotu E X a
rozptyl var (X).

24. Necht k£ > 1 a uvazujme rozdéleni s hustotou f(z) = ¢/|z| pro k < |z| < k+1a f(z) =0
jinak. Spoététe konstantu ¢ > 0, E X, var (X) a median X.

25. Nahodné veli¢ina X ma distribu¢ni funkci Fx.

Fx(z) = 1—1—12,9521,
= 0, jinak

Urcete hustotu f a kvantilovou funkei Fi*(u).

26. Nahodn4 veli¢ina X m4 rozdéleni s hustotou f(z) = 322 pro 0 < z < 1 a f(x) = 0 jinak.

Urcete stfedni hodnotu a rozptyl velic¢iny Z = %

27. Nahodna veli¢ina X mé rozdéleni dané hustotou
_[a-lnz, ze(le),
fw) = { 0, jinak.

Urcete konstantu a, distribuc¢ni funkci ndhodné veli¢iny X a jeji stfedni hodnotu.

28. Méjme 100 studentt jejichz ve€k se d& povazovat za nezavislé ndhodné velic¢iny, z nichz kazda
mé stfedni hodnotou 22 a smérodatnou odchylkou 6 let. Dokazte, Ze pravdépodobnost, zZe jejich
prumérny veék lezi v intervalu od 20 do 24 let je alespon 0,9.

29. Nihodné veli¢ina X mé rozdéleni dané hustotou

1, z€(0,1),
f(@) _{ 0, jinak.
(a) Urcete sikmost a Spicatost X.
(b) Uréete absolutni tfeti centrdlni moment, tj. E|X — E X|3.

(c) Rozhodnéte, zda plati E (TIX) < \/ﬁ

30. Veli¢ina X mé rozdéleni s hustotou

c-sinz pro0 <z <m,
fz) = .
0 jinak.

(a) Urcete konstantu ¢ > 0 a distribuéni funkci F' (nacértnéte).

(b) Spocitejte stiedni hodnotu E X.

(c) Vyjadtete kvantilovou funkci F~! a uréete median.

(d) Urcete stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny ¥ = 1 — cos(X).



5 Nahodné vektory

31. Mame modrou a zelenou pravidelnou Sestisténnou kostku. Na kazdé z kostek je kazdé z Cisel
1,2, 3 pravé dvakrat. Obéma kostkami hodime zaroven. Oznacme X celkovy soucet na obou kostkach

a Y rozdil mezi ¢islem padlym na modré kostce a na zelené kostce.

(a) Urcete sdruzené rozdéleni vektoru (X,Y).

(b) Urcete margindlni rozdéleni X a Y. Jsou ndhodné veli¢iny X a Y nezavislé?
(c) Urcete kovarianci X a Y.

32. Nahodny vektor (X, Y)’ ma rovnomérné rozdéleni na jednotkovém kruhu, tj. jeho hustota je
déna jako f(z,y) = ¢ pro 22 +y? < 1a f(x,y) = 0 jinak. Uréete konstantu ¢ a marginalni rozdélen{

velicin X a Y. Rozhodnéte, zda jsou veli¢iny X a Y nezavislé.

33. Necht (X,Y) je ndhodny vektor s hustotou f(z,y) =c(z?2 +y?>) pro0 <z <1, 0<y<la

f(z,y) = 0 jinak.
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Urcete konstantu c.

Jsou veli¢iny X a Y nezavislé?
Spoctéte cov (X,Y).

Spoctéte P (X > Y).

Spoctéte E (ﬁ) .

. Ndhodna veli¢ina X ma hustotu f(z) = %e"”"‘ pro z € R.

Ozna¢me Y = X?2. Spoététe kovarianci velicin X a Y. Jsou X a Y nezavislé?
Oznac¢me Z = 54 — 5,2 X. Spoctéte koeficient korelace px 7.

. Hustota nadhodného vektoru Z = (X,Y)7T

cxy pro0<z<1 0<y<2 y<2z,
fz,y) = .
0 jinak.

Urcete konstantu c.
Urcete marginalni hustoty fx a fy.

Jsou ndhodné veli¢iny X a Y nezavislé?

d) Urcete konstantu P (X > Y).

Urcete E (X Y).

6 Podminéna rozdéleni

36. Chystate oslavu narozenin ve své oblibené restauraci a zvete vSechny své pfibuzné (budete za
né platit). Mnozstvi penéz, které vsichni Vasi hosté dohromady proji a propiji (v tisici K¢), jsou
ndhodné veli¢iny X a Y. Ze zkuSenosti vite, ze vektor (X,Y")’ ma spojité rozdéleni charakterizované
sdruzenou hustotu

Foy) = z4+y prol0<z<l O0<y<l,
7Y o jinak.

(a) Najdéte podminénou hustotu ttraty za jidlo pfi dané utraté za alkohol.



(b) Najdéte podminénou stfedni hodnotu utraty za jidlo pfi dané utraté za alkohol.

37. Hustota ndhodného vektoru Z = (X,Y)7 je

cy, jeli |z < L,y >0,z 4+y<ly—xz<1

fz,y) = .
0 jinak.

a) Urcete konstantu c.

(c) Urcete E(Y | X ) a nakreslete si E(Y | X = z) jako funkci z.

d) Urcete E(X | Y) a nakreslete si E(X | Y = y) jako funkci y.

(e) Ovéite, 7e E(E(Y | X)) =EY.

(f) Urcete var (Y]X).

(a)

(b) Uréete podminénou hustotu Y, je-li dano X = z.
)

(d)

38. Necht ma nahodny vektor (X, Y)’ rozdéleni s hustotou

f(z,y) = cyly(z,y),

kde M = {(x, y): 0<y<l,y<z<y+ 1} a ¢ > 0 je vhodné konstanta. Urcete
E 911X — log(+Yy) | Y]

39. Podminéna hustota veli¢iny X je

2x
Fxpy(zly) = ¥ ?TO 1<z<y, 1<y<2,
0 jinak.

Hustota veli¢iny Y je

4,02

ou(y"—1)  prol<y<2,
fr(y) = {9 ) .

0 jinak.

Najdéte hustotu fx veli¢iny X.

40. Nahodny vektor (X,Y)T m4 sdruzenou hustotu

cx?(y + x)2, kdyz (z,y) € [0,1)?,
flz,y) = y+2) . (=9 €10 1]
0 jindy.

Najdéte podminéné hustoty.

41. Necht X a Y jsou nezavislé s geometrickym rozdélenim s parametrem p € (0,1). Urcete
PIX=k| X+Y =5s]

42. Necht X a Y jsou nezavislé R(0, 1) rozdélené. Urcete

E[X +Y|X], E[XY|X].



7 Transformace nahodnych veli¢in

43. Necht X mé binomické rozdéleni s parametry (n1,p) a ¥ ma binomické rozdéleni s parametry
(n2,p), X a'Y jsou nezavislé. Urcete rozdéleni Z = X + Y.

44. Veli¢ina X ma rozdéleni s hustotou

fz) =

c-sinx pro0<ax<m,
0 jinak.

(a) Jaké rozdéleni ma ndhodna veli¢ina Y =1 — cos(X)?

45. Nahodn4 veli¢ina X mé rozdéleni s hustotou f(z) = 322 pro 0 < z < 1 a f(z) = 0 jinak.
Urcete

(a) Rozdéleni veli¢iny Y = X3.

(b) Stiedni hodnotu a rozptyl veli¢iny Z = %

46. Nechf ma nahodnd veli¢ina X rovnomérné rozdéleni na intervalu [0, 7]. Definujme veli¢iny
Y = X% a Z = sin(X). Urcete
(a) rozdéleni (hustotu) veli¢iny Y a jeji stfedni hodnotu,

(b) rozdéleni (hustotu) a stfedni hodnotu veli¢iny Z.
47. Necht X ~ Exp()). Urcete rozdéleni veli¢iny Y = X/\.
48. Nechf X ~ Exp()). Urcete rozdéleni veliciny ¥ = X* k € N.

49. Urcete rozdéleni objemu a povrchu krychle s ndhodnou délkou hrany s rovhomérnym rozdeéle-
nim na (0, 1). Urcete stfedni hodnoty téchto hodnot.

50. Necht ndhodnd veli¢ina X mé rovnomérné rozdéleni na (0,1). Najdéte hustotu nahodné veli-

dny Y = (X — 2)%

51. Necht X méa gama rozdéleni G(n, \), kde n € N, A > 0 jsou parametry. To jest, X méa hustotu

AT et e ™M >0
f(x)=4 T(n)
0, jinak.
Necht
Y =2)X.

(a) Urcete hustotu ndhodné veli¢iny Y.
(b) Urcete stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny Y.



8 Transformace nahodnych vektorua

52. Nahodné veli¢iny X,Y jsou nezavislé s binomickym rozdélenim Bi(n,p) a Bi(m,p). Jaké je
rozdéleni X + Y7

53. Nechf X a Y jsou nezavislé a nabyvaji celé kladné hodnoty k s pravdépodobnosti 27%. Najdéte
rozdéleni jejich souctu.

54. Necht X a Y jsou nezavislé ndhodné veli¢iny, pfi¢emz X mé rovnomérné rozdéleni na intervalu
[0,1] a Y ma rovnomérné rozdéleni na intervalu [—1,0]. Oznaéte si W =X —-Y a Z =X +Y.
(a) Urcete rozdéleni, stiedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny Z.

(b) Spoctéte E(ZW).

55. Necht Xi,..., X, jsou nezavislé stejné rozdélené nadhodné veli¢iny s distribuéni funkci F' a
hustotou f. Oznac¢me U = maxi<;<, X; a V = minj<;<, X;.

(a) Spoctéte distribuéni funkei a hustotu veli¢iny U.

(b) Spoctéte distribuéni funkci a hustotu velic¢iny V.

(c) Necht F' a f odpovidaji rovnomérnému rozdéleni na intervalu [0, 1]. Spoc¢téte v tomto pripadé
EU, var (U), EV avar (V).

56. Predpokladejme, Ze doba ¢ekani na autobus je ndhodné veli¢ina A s exponenciadlnim rozdé-
lenim se stfedni hodnotou 1/u. Poté prestupujeme na vlak a doba ¢ekéni V' na jeho piijezd ma
exponencialni rozdéleni, tentokrat se stfedni hodnotou 1/\. Lze pfedpokladat, ze A a V jsou nezé-
vislé nahodné veliciny.

(a) Urcete rozdéleni (distribuéni funkci a hustotu) celkové doby ¢ekani A + V.

(b) Jaka je stfedni hodnota a rozptyl celkové doby ¢ekani?

(c) Zajima nés, o kolik déle budeme ¢ekat na vlak nez na autobus. Urcete proto stfedni Jaka je
pravdépodobnost, ze budeme na vlak éekat o vice nez k minut déle nez na autobus (k € R)?
Jaké je pravdépodobnost, ze budeme na vlak cekat pravé o k minut déle nez na autobus
(ke R)?

(d) Jaka je pravdépodobnost, Ze budeme na vlak ¢ekat vice nez k nasobek doby ¢ekani na autobus
(k>0)?

57. Najdéte rozdéleni souc¢tu veli¢in Uy, Us, jestlize tyto jsou nezavislé a
(a) Uy ~R(0,1), Uy ~ R(0,1),
(b) Uy ~ R(07 1)7 Uz ~ R(07 2)

58. Necht jsou X, Y nezavislé nahodné veli¢iny s rovnomérnym rozdélenim R[1, 2]. Urcete rozdéleni

a stfedni hodnotu ndhodné veli¢iny U = %

59. Necht X a Y maji sdruzenou hustotu
f(z,y) = cley + 0(z + )] pro0<z<20a0<y<26,
=0 jinak,

kde ¢ = ¢y je né€jaka konstanta a 8 > 0 je redlny parametr.
(a) Spocitejte konstantu cy.
(b) Spocitejte stfedni hodnotu X a Y.



(c) Spocitejte cov (X,Y).
(d) Jsou X a Y nezavislé?

(e) Spocitejte hustotu ndhodné veli¢iny X/Y a urcete jeji stfedni hodnotu.
60. Nahodny vektor (X,Y)T m4 sdruzenou hustotu
N2e™ M, kdyz 0 < z <y,
flz,y) = .
0 jinde.

X Lot 149
Jsou Y a =5 nezavislé?

61. Bud (X,Y)T nahodny vektor s rovhomérnym rozdélenim na mnoziné (0, 1)2. Uréete rozdéleni
néhodného vektoru (exp(X +Y),exp(X —Y)).

62. Necht X,Y jsou nezéavislé rovnomeérné rozdélené na [0, 7/2]. Urcete rozdéleni Z = cos(X —Y).

63. Necht X a Y jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny s rovhomérnym rozdélenim
R[0,1]. Necht D = min{X, Y} a H = max{X, Y}. Uréete sdruzenou hustotu vektoru (D, H). Jsou
D a H nezéavislé? Urcete cov (D, H).

64. Necht Z = (X, Y)T mé rovnomérné rozdéleni na jednotkovém kruhu, tj.

fXY(‘Tvy) = %H{(‘Ta y) : a? +y2 < 1}

v ()= (i)

\%4 arccotg ( %)

Necht

a) Urcete rozdéleni ndhodného vektoru W.

(a)
(b)
()
(d)

d) Jak by se zménily vysledky, jestlize bychom V definovali jako V = arctg(%)?

Urcete marginalni rozdéleni ndhodnych veli¢in U a V.

c) Zjistéte, zda jsou ndhodné veliciny U a V nezavislé.

65. Necht ndhodny vektor (X,Y)" ma sdruzenou hustotu

3V1—sin’(z), —Z<z<Z,0<y<l,

Jxv(@,y) = { 0, jinak.

(a) Najdéte sdruzenou hustotu ndhodného vektoru
: T
(W,2)T = (Y, % + |sin(X)]) .
(b) Najdéte hustotu ndhodné veliciny Z = ¥ + |sin(X)|.

(c) Spoctéte E [ L W’)].

cos ( arcsin ’ Z— >

66. Necht ndhodny vektor (X,Y)" ma sdruzenou hustotu

1

Fxv(@y) =4 2v2/lv—3
0, jinak.

L, 0<a<1,0<y<]l,



(a) Najdéte sdruzenou hustotu ndhodného vektoru

W, 2)7 = (X, NI +X)T.

(b) Najdéte hustotu nahodné veliciny Z = /| — 3| + X.
(c) Spoctéte E |Z — W 3.

67. Necht ndhodny vektor (X,Y)" ma sdruzenou hustotu

3

yl°, —l<ze<l, -1<y<l1,

Ixy(z,y) = ] ..
0, jinak.

(a) Najdéte hustotu ndhodné veli¢iny Z = X Y2,

(b) Spoctéte E+/|Z].

9 Normalni rozdéleni

68. Necht X a Y jsou nezavislé ndhodné veli¢iny. X ma normalni rozdéleni N(0, 2) a Y ma normalni
rozdéleni N(1,1).

(a) Urcete rozdéleni X — Y.

(b) Urcete P(X +Y > 0).

(c) Najdéte z takové, pro které plati P (X +Y > z) = 0,95.

10



1 Vysledky: Klasicka pravdépodobnost

—1)nt1 n n
() 1= g+ ok S = SR )M R = 1 (<)Y /R
(b) Y i o(=1)*/k! = et =1/e pro n — oo

5.

n n;2)5n_5

) B3
(c) S0 (~1)1(7T) ()"

2 Vysledky: Nezavislost, podminéna pravdépodobnost, iplna prav-
dépodobnost, Bayestv vzorec

6. Jevy jsou zavislé.

7.
(a) neplati, A a B¢ jsou nezavislé,
(b) plati
(c) neplati
(d) plati
(e) neplati
33 27
8. prOfeSOI': m = ﬁ

9. studenti: (a) 28/45 (b) ze skupiny B (c) 1 — (0,2)3(0,4)%(0,6)?
10. krabice s micky: 528/5915 = 0,089

11. HUMOlR: 5/11

12. m prok=0,1,2,...

13. obrazy: (a) 0,977 (b) 0,64

14. (a) 0,77, (b) 1072, (c) 0,999

15. (a) P(“6”) = 7/72, P (“117) = 1/24,

(b) 4/7

(c) P (“6”|chlapec) = 5/54, P (“6”|divka) = 19/180, P (“6”) = 157/1620

3 Vysledky: Nahodna veli¢ina — diskrétni rozdéleni
16.¢=1/14 EX = B vorx = 1

0 T <1,
— z€]1,2),

— z€]2,3),
1 T > 3.




P(X >2)=1.
Rozdéleni Y: P(Y = 0) = 4/14 = 2/7 a P(Y = 1) =
alternativni rozdéleni A(p) s parametrem p =5/7; EY
17.a=1/4, EX =5/12, var X = 155/144, rozdéleni Y: P
1/4,EY =5/4

18. basketbalista: P (X =n) = (”+:_1)pk(1 —p)"pron=0,1,2,...
19. (a) EN = 7/2, var N = 35/12

(b)

—_

/14 +9/14 = 10/14 = 5/7, tj. Y m4

—~ ot

Y=0)=1/2,P(Y =1)=P (Y =4) =

P (N = i| soudet je 5 ) = { 24017

0, i=123

P (N = i| pravé 4 Sestky ) = { 187
1877
15
1877 -

20. Adam a Bedrich: (a) (12
21.

5 3k’—11
(a) <> 6 prok=1,2,...

91 5 3k—2
(b)216<6> prok=1,2,... al/6prok=0

(c) Karel 36/91, Franta 30/91, Cyril 25/91

(d) EX =150/91

22. Pocet prestupkt ma Poissonovo rozdéleni s parametrem pA.
4 Vysledky: Nahodna velicina — spojité rozdéleni

23.c=1/(e—1),

0 x <0,
e’ —1
F(x) = €|0,1
(w) e — 1 ) €T [ ) ]7
1, x> 1.
F~1(u) =log(1+u(e — 1)) prou € (0,1), EX = -, var X = e?;g’le;gl
24. ¢ = m, EX =0 = medidn X (plyne ihned ze symetrie hustoty),

2
var (X) =c(2k+1) = 721%(2(1111)/1@)
25. f(z) = 1{z > 1}, Fy'(u) = 2= pro u € (0,1)

Vi-u
26. EZ =3/2,var(Z) =3/4
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27.a=1,

0, r <1,
F(z)=(¢zIn(x)—z+1, z€(l,e),
L, T 2 e,
2,1
28. Pouzije se Cebysevova nerovnost.
29.

(a) Sikmost v3 = 0, $picatost 4 = %.
(b) E|X —EX]? = 4.

(c) Z Jensenovy nerovnosti nebo pfimym vypoctem lze zjistit, Ze plati obracend nerovnost, tj.

E(\/%) > ﬁ
30. (a) c=1/2,
0, x <0,
F(z) =} (1 —cosz)/2 =sin?(z/2), 0<uz <,
L, T>T

(b) EX = 7/2 = medidn X (plyne ihned ze symetrie hustoty)
(c) F~(u) = arccos(1 — 2u), u € (0,1)
(A)EY =1,var(Y) =1

3
~2 =]
= it
Lo T
S ] w
gi\ T T T T I gi\ T T T I
-1 0 1 2 3 4 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X u
5 Vysledky: Nahodné vektory
31.
Y
2 -1 0 1 2
2(0 0 5 0 0
IR RN
X 4l 05 0y
500 & 0 & o0
6/0 0 5 0 0
(b)P(X:2)=P(X:6)=%,IP(X=3)=P(X=5):%";(X=4):%-3
PY=-2)=P(Y=2)=L, P(Y=-1)=P(Y=1)=2,P(Y =0) = 3.

X a Y nejsou nezavislé.



32.c=1/m, fx(z)= 7r\/17 {z € (-1,1)} = fy(z), veli¢iny nejsou nezavislé.
33. (a) 3 (b) Nejsou nezavislé. (c) cov (X,Y) =3 — (%)2 = -4

34.

(a) cov(X,Y) =0, veli¢iny X a Y vSak nejsou nezavislé

(b) pxz=-1

6 Vysledky: Podminéna rozdéleni

36.

(a) fyix(yle) = 2£‘fgi)ﬂ{y € (0,1)} prox € (0,1) a fyx(y|lz) neni definovana pro = ¢ (0,1).
(b) E[Y | X =z] = 3(21132’;) pro z € (0,1) a E[Y | X = 2| neni definovana pro = ¢ (0, 1).

37.

(a) c=

(b) fy‘X(y, x) = %H{y €(0,1— \x!)} pro x € (—1,1), pro jind = nedefinovana.

(c) E(Y| X =x)=2(1-|z]) prox € (—1,1), pro jind z nedefinovéna. E(Y | X ) = Z (1 —|X|).
d) E(X|Y=y)= 0 pro y € (0,1), pro jina y nedefinovana.

(€ E(E(Y|X))=2(1-E[X|)=...=L=EY.

(6) var (Y]X) = 4 (1= | X])2.
38.

E [911X —log(r¥) | Y| = 911E(X| V) — log(r¥y) = 911 (¥ + 3) ~ log(¥y)
41.
PIX=klX+Y=s]= 1 , k=0,1,...,s.
s+1

42.

EX+Y|X]=EX|X]+E[Y|X]=X+EY =X + 1,
E[XY|X] = XE[Y]|X] =X
7 Vysledky: Transformace nahodnych veli¢in
45. (a) Y ma rovnomeérné rozdéleni na intervalu [0, 1],

(b) EZ =3/2,var(Z) =3/4
46. (a) distr. funkce Y:

0 y < 0,
G(y) - \/g/ﬂa Yy € [07772]7
1 y > w2

hustota: g(y) = {y € [0,7%]}, EY = =%/3.

27rf
(b) distribuéni funkce Z:
0, z <0,
H(z) = 2 arcsm(z)’ 0<2<1,
™
1, z>1

hustota h(z) = ﬁﬂ{z €[0,1]}. EZ=2/x

14



51.

L fy(y) =

n—1

—y" e % pro y > 0, jinde je fy(y) = 0 (rozdéleni x3,,).

I'(n)2

8 Vysledky: Transformace nahodnych vektoru

52. X + Y mé binomické rozdéleni Bi(m + n, p)

54. (a) hustota f(z) = (1 —|z|){z € (-1,1)}, EZ =0, var(Z) =1/6; (b) E(ZW) =0
55. maximum a minimum:

(a) Fu(u) = [F(uw)]", fu(u) = n[F(u)]""" f(u)

(b) Fy(v)=1-[1—F(@)", fv(v) =n[l—F)]""f(v)

(c) EU=n/(n+1),var(U)=n/[(n+ 1)} (n+2)], EV=1/(n+1),

var (V) = n/[(n + 1)%(n + 2)]

56. vlak a autobus:

(a) hustota a distribu¢ni funkce Z = A + V: Je-li A # p, pak

)\/J _ B )\e—,uzue—)\z
e HF — e M) 2 >0, 1—-—— 2>0
9(z) = /\—M( ) G(z) = A—p
0 2 <0, 0, z2<0
Je-li A = u, pak
ANze M 2> 0, 1—e M — )\ze_/\z, z>0
9(z) = G(z) =
0 z <0, 0, 2z <0,

(b) EZ:%%—%,var(Z):%-i-i,
¢) rozdéleni W =V — A:
(c)

_ B aAw AL —Aw
G(w):{l pErie , w >0, g(w)z{”“e , w >0,

ﬁeuw’ w <0 ;fueuw w < 0,
PV-A>k)=1-G(k),P(V-A=k) =
(d) P(V > kA) Ak’i
58. fu(u) = (2 — ﬁ) ]I(%J](u) + <% — %) Ti1,9y(u), u € R, EU = 3 105(2)‘

63. fpu(d,h) =21{d € (0,1),h € (0,1),d < h}. Nejsou nezavislé. cov (D, H) = =
64.
(a) fov(u,v)=2T{u e (0,1),w € (0,m)}.
(b) fu(u) = QUH{U € (0,1)}, fr(v) = zI{w € (0,m)}.
(c) U a V jsou nezavislé.
)

(d) fov(u,v)=2T{ue (0,1),we (-% %)}
67.

(a) fz(2) = (1= |z))[{z € (-1, 1)}
(b) EV1Z] = 35
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9 Vysledky: Normalni rozdéleni

68.
a) X —Y ~N(—1,3).

(
(b) P(X+Y>0):1—<I>(\_/—:1§)i0,72.
(

c) z=1++3071(0,95) = 3,85.
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