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Klasicka pravdépodobnost

. 7 karticek s ¢isly 1,2,3,4,5 ndhodné vybereme tfi a polozime je v poradi, v némz jsme je
vybrali. Jaka je pravdépodobnost, ze vzniklé trojciferné ¢islo je sudé?

. Ve sportce se sazi 6 Cisel, losuje se 6 ze 49. Spoctéte pravdépodobnost, ze praveé 4 ¢isla vsadime
spravneé.

. Skupina 10 studentti, z nichz 3 jsou z MFF, se ndhodné sefadi do fronty. Urcete pravdépodob-
nost, ze 3 studenti z MFF budou vedle sebe.

. Uvazujme n riznych dopisii a n riznych obalek (jiz s nadepsanou adresou). Zmatend sekretaika
umisti dopisy do obalek zcela ndhodné.

(a) Jaké je pravdépodobnost, ze je alespon jeden dopis ve spravné obalce?

(b) S jakou pravdépodobnosti neni zadny dopis ve spravné obélce? Spoé¢téte limitu této prav-

dépodobnosti pro n — oo.

. Mé&jme skupinu n osob (n > 5) o kterych mizeme pfedpokladat, ze se narodili nezavisle na
sobé. Spocitejte pravdépodobnost, ze

(a) zadny z nich se nenarodil ve stiedu;

(b) pravé dva se narodili v pondéli a pravé tii v sobotu;

(c) existuje den v tydnu, ve kterém se nikdo z nich nenarodil.

.V krabici je n éernych a m bilych kouli. Které postupné ndhodné vytahujeme ven (a jiz nevra-
cime zpét do krabice).
(a) Jaka je pravdépodobnost, ze v k-tém tahu jsme vytdhli bilou kouli?
(b) Jaka je pravdépodobnost, ze po K-tém tahu (K < m + n) bylo vytazeno pravé k bilych
kouli?
(c) Jaka je pravdépodobnost, Ze prvnich k vytazenych kouli jsou vSechny bilé (k < m).

Nezavislost, podminéna pravdépodobnost, uplna pravdépodob-
nost, Bayesiv vzorec

. Ttikrat po sobé hodime minci a zaznamename vysledek. Ozna¢me rub jako R a lic jako L.
Rozhodnéte, zda jsou jevy A = {RRR,LRR,RLL,LLL}, B = {RRL,RLR,LLR,LLL} a
C ={RRL,RLR,LRL,LLL} nezavislé.

. Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni. Své rozhodnuti vzdy fadné zduvodnéte (uvedte
dukaz nebo protipiiklad).
(a) Jestlize jsou jevy A, B nezavislé, pak o nezavislosti jevit A®, B¢ obecné neumime rozhod-
nout.
(b) Jestlize P(A|B) > P(A) > 0, pak P(B|A) > P(B).
(c) Existuji A, B neslucitelné jevy, tj. AN B = 0, takové, ze P(A) # 0, P(B) # 0 a A, B jsou
nezavislé.
(d) Jestlize plati P(A|B) = P(A|B®), pak jsou jevy A, B nezavislé.
(e) Jestlize P(B) > 0, pak P(A|B) > P(A).
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. Roztrzity profesor zapomene v obchodé destnik s pravdépodobnosti 1/4. Cestou ze skoly na-

vstivil ¢tyti obchody a domi pfisel bez destniku. Jaka je pravdépodobnost, ze destnik zapomnél
ve ¢tvrtém obchodé?

. TF skupiny studentd fesi obtizny priklad. Ve skupiné A jsou 3 velmi chytii studenti a kazdy

z nich vyresi priklad s pravdépodobnosti 0.8. Ve skupiné B jsou 4 pramérni studenti a kazdy
z nich vyTesi ptiklad s pravdépodobnosti 0.6. Ve skupiné C jsou 2 slabi studenti a kazdy z nich
vytesi priklad s pravdépodobnosti pouze 0.4.

(a) S jakou pravdépodobnosti ndhodné vybrany student vytesi piiklad?

(b) Néhodné vybrany student ptiklad nevytesil. Ze které skupiny nejpravdépodobnéji byl?

(c) Studenti pracuji nezavisle. S jakou pravdépodobnosti bude pfiklad vytesen?

V krabici je 15 tenisovych mickt, z toho 9 tplné novych. Pro prvni hru si ndhodné vybereme
3 micky a po skonceni hry je vratime zpatky. Pro druhou hru vybereme opét 3 micky. Urcete
pravdépodobnost toho, jsou Ze vSechny 3 micky pouzité v druhé hie nové.

Slovo ,humor“ se v americké anglictiné pise jako HUMOR a v britské angli¢tiné jako HU-
MOUR. Na zahradni slavnosti byly 2/3 Ameri¢ant a 1/3 Briti. Ndhodné vybrany ¢lovék na-
psal slovo jhumor“ (svym zpisobem) a z tohoto slova bylo ndhodné vybrano jedno pismeno.
S jakou pravdépodobnosti byl dany c¢loveék Brit, jestlize bylo vybrano pismeno ”U”?

.V truhle je nezndmy pocet minci: jedna zlatd mince a ndhodny pocet stiibrnych minci, pricemz

stiibrnych minci je pravé k s pravdépodobnosti ek;,l prok =0,1,.... Nadhodné vylosujeme jednu
minci a ta je zlata. Jaké je pravdépodobnost, ze v truhle bylo pravé k st¥ibrnych minci za této
dodatecné informace?

. Ve sbirce 50 obrazu je 5 padélki. Jestlize je obraz faleSny, znalec to poznd s pravdépodobnosti

80%. Je-li obraz originél, znalec ho mylné posoudi s pravdépodobnosti 5%. Urcete
(a) pravdépodobnost, Ze obraz je origindl, jestlize byl znalcem oznacen za original,
(b) pravdépodobnost, ze obraz je padélany, jestlize byl znalcem oznacden za padélek.

Kazdy lékafsky test je charakterizovan svoji senzitivitou a specificitou, kde

e senzitivita = pravdépodobnost pozitivniho vysledku, je-li testovana osoba nemocna,
e specificita = pravdépodobnost negativniho vysledku, je-li testovana osoba zdrava.
Pro test zjistujici pritomnost HIV viru v téle se uvadi senzitivita 99.9% a specificita 99.7%.
Uvazujme hypotetickou populaci, ve které se vyskytuje 1% lidi s virem HIV.
(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze je osoba s pozitivnim vysledkem testu skuteéné HIV pozi-
tivni?
(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze je osoba ve skute¢nosti HIV pozitivni, dava-li test negativni
vysledek?

ze je ¢lovék skuteéné HIV pozitivni, byl-li i druhym testem oznacen za HIV pozitivniho?

Na stole jsou dvé kostky — rizova a bledé zelena. Ruzova kostka je pravidelnd devitisténna
kostka, bledé zelena je pravidelna dvanactisténna kostka.
(a) Nahodné vybereme kostku a hodime. Jaka je pravdépodobnost, ze padne Sestka? Jaka je
pravdépodobnost, ze padne jedenactka?
(b) Padla jednicka, jaka je pravdépodobnost, ze jsme hézeli rizovou kostkou?
(c) Nyni pfedpokladejme, ze dévéattiim se vice libi rizova kostka, a tak si ji vyberou s prav-
dépodobnosti 4/5. Naopak, chlapci si vyberou bledé zelenou kostku s pravdépodobnosti
2/3.
e Jaka je pravdépodobnost, ze padne Sestka, hazel-li chlapec?



e Jaky je pravdépodobnost, Ze padne Sestka, hazela-li divka?
e Jaka je pravdépodobnost, Ze padne Sestka, hazel-li ndhodny student ze tfidy, ve které
je 10 chlapct a 5 divek?

Nahodna veli¢ina — diskrétni rozdéleni

. Diskrétni ndhodn4 veli¢ina X nabyva pouze hodnot 1,2, 3 s pravdépodobnostmi P(X = k) =
c-k®> k =1,2,3. Spocitejte konstantu ¢, stfedni hodnotu E X a rozptyl Var X, distribu¢ni
funkci F' a pravdépodobnost P(X > 2). Uréete déle rozdéleni veli¢iny Y = (X —2)2 a EY.

1

. Néhodna4 veli¢ina X nabyva pouze hodnot —1,0,1,2, a to s pravdépodobnosti P(X = —1) = ¢,
P(X =0)=3,P(X =1) = & a P(X = 2) = a. Uréete konstantu a, tak aby se jednalo o prav-
dépodobnostni rozdéleni. Spocitejte stfedni hodnotu E X a rozptyl Var X. Urcete rozdéleni
veli¢iny Y = X? a spocitejte EY.

. Basketbalista hazi na ko, jeho pokusy jsou nezavislé a v kazdém z nich se trefi s pravdépodob-
nosti p € (0,1). Rozhodl se, ze skonéi teprve az vhodi k kost. Ozna¢me X pocet netspésnych
hodt pfedchéazejicich k-tému tspéchu (k-tému vhozenému kosi). Uréete rozdéleni ndhodné ve-
liciny X.

. Na stole lezi N kostek, kde N je ndhodna veli¢ina s rozdélenim P(N =1) =1/4, P(N =2) =
1/2 a P(N = 3) = 1/4. Hodime vSemi kostkami najednou. Jaky je ofekdvany pocet Sestek?

. Na stole lezi N kostek, kde N je ndhodn4 veli¢ina s rozdélenim P(N =) =1/6,i=1,...,6.
(a) Spoctéte stiedni hodnotu a rozptyl veli¢iny N.

(b) Urcete rozdéleni N za podminky, Ze soucet ¢isel na vSech kostkédch dohromady je roven 5.
(c) Urcete rozdéleni N za podminky, ze na kostkéch padly pravé 4 Sestky.

. Adam a Bedfich hraji nasledujici hru. Kazdy hodi jednou (pravidelnou Sestisténnou) kostkou.
Pokud je na obou kostkach soucet pét, tak vyhrava Adam. Pokud je soucet sedm, tak vyhrava
Bedrich. Pokud neni soucet ani pét ani sedm, tak toto kolo skoncilo nerozhodné a oba dva
héazeji znovu.

(a) Urcete pravdépodobnost, ze Adam vyhraje v k-tém kole.

(b) Urcete pravdépodobnost, ze Adam vyhraje.

(c) Urcete stiedni hodnotu poc¢tu odehranych kol.
. Dva hra¢i hazeji postupné (pravidelnou Sestisténnou) kostkou. Zaéind hra¢ A, ktery vyhraje,
padne-li mu jednicka (a pak jiz hra konéi). Pokud hraéi A nepadla jednicka, hazi hra¢ B, ktery
vyhraje, pokud mu padne dvojka nebo trojka. Tim kon¢i prvni kolo. Pokud v prvnim kole
nevyhral ani hra¢ B, zacina se druhé kolo a héazi opét hrac A, atd...

(a) Urcete pravdépodobnost, ze hra¢ A vyhraje v k-tém kole.

(b) Urcete pravdépodobnost, ze hra¢ A vyhraje.

(c) Urcete pravdépodobnost, ze hra¢ B hodi pravé k-krat.
(d)

d) Urcete stfeni hodnotu poctu vsech hodi.

Nahodna velic¢ina — spojité rozdéleni
. Nahodn4a veli¢ina X ma rozdéleni s hustotou

] ce® prozel0,1],
J(w) = { 0 jinak.



Urcete konstantu ¢, distribu¢ni funkei F'(z), stfedni hodnotu E X a rozptyl Var (X).
2. Vypoététe momentovou vytvorujici funkci norméalniho rozdéleni N(u, o?).

3. Necht k£ > 1 a uvazujme rozdéleni s hustotou f(x) = ¢/|z| pro k < |z| < k+1a f(z) =0
jinak. Spoctéte konstantu ¢ > 0, EX, Var (X) a median X.

4. Néhodn4 velicina X mé rozdéleni s hustotou f(x) = 322 pro 0 < z < 1 a f(z) = 0 jinak.
Urcete
(a) Rozdéleni veli¢iny YV = X3.
(b) Stfedni hodnotu a rozptyl veli¢iny Z = %
5. Necht ma nahodné veli¢ina X rovnomérné rozdéleni na intervalu [0, w]. Definujme veli¢iny
Y = X? a Z = sin(X). Uréete
(a) rozdéleni (hustotu) veli¢iny Y a jeji stfedni hodnotu,
(b) rozdéleni (hustotu) a stfedni hodnotu veli¢iny Z.

6. Veli¢ina X mé rozdéleni s hustotou

Fz) = c-sinx pro0<ax<m,
N 0 jinak.

(
7. Mé&jme dan pravouhly trojihelnik s odvésnami a,b a pfeponou ¢ = 1. Uhel mezi odvésnou b a
pfeponou c¢ je ndhodna veli¢ina s rovnomérnym rozdélenim na intervalu (0, 7/2).
(a) S jakou pravdépodobnosti je dany trojuhelnik rovnoramenny?
(b) Jaké je rozdéleni ihlu, ktery svird odvésna a s pfeponou ¢? S jakou pravdépodobnosti lezi
tento thel v intervalu (7 /6,7/3)?
(c) Urcete rozdéleni délky odvésny a. Nacrtnéte graf hustoty a distribu¢ni funkce tohoto
rozdéleni. S jakou pravdépodobnosti je odvésna a delsi nez 1/27
(d) Spoctéte stiedni délku odvésny a a jeji rozptyl.
(e) Urcete ofekavany obsah trojuhelniku.

5 Nahodné vektory

1. Héazime tfikrat minci. Ozna¢me X pocet licti v prvnich dvou hodech a Y pocet rubi v posled-
nich dvou hodech.
(a) Urcete sdruzené rozdéleni vektoru (X,Y).
(b) Urcete marginalni rozdéleni X a Y. Jsou ndhodné veli¢iny X a Y nezavislé?
(c) Urcete jejich kovarianci a korela¢ni koeficient.

crye~ @) prox >0, y >0,

2. Nahodny vektor (X, Y) ma rozdéleni s hustotou f(z,y) = { 0 sinak
jinak .

(a) Urcete konstantu c tak, aby f byla hustota.
(b) Spoététe marginalni hustoty fx a fy veliéin X a Y . Jsou veli¢iny X a Y nezavislé?
(c) Spoctéte E (X2 + Y?2).



3. Nahodny vektor (X, Y)" ma rovhomérné rozdéleni na jednotkovém kruhu, tj. jeho hustota je
dana jako f(x,y) = c pro 22+ y? < 1 a f(z,y) = 0 jinak. Uréete konstantu ¢ a marginalni
rozdéleni velicin X a Y. Rozhodnéte, zda jsou veli¢iny X a Y nezavislé.

4. Necht X aY jsou nezavislé ndhodné veliciny, pficemz X ma rovnhomérné rozdéleni na intervalu
[0,1] a Y m& rovnomeérné rozdéleni na intervalu [—1,0]. OznactesiW =X —-Y aZ = X +Y.

(a) Urcete rozdéleni, stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny Z.
(b) Spoctéte E(ZW).

5. Néhodné veli¢iny X,Y jsou nezavislé s binomickym rozdélenim Bi(n,p) a Bi(m,p). Jaké je
rozdéleni X + Y7

6. Necht (X,Y)’ je ndhodny vektor s hustotou f(z,y) = c(z? +9?) pro0<z <1, 0<y<1a
f(z,y) = 0 jinak.

(a) Urcete konstantu c.
(b) Jsou veli¢iny X a Y nezavislé?
(c) Spoctéte P(X >Y).

(d) Spoctéte E (ﬁ)
7. Necht Xi,..., X, jsou nezavislé stejné rozdélené nédhodné veli¢iny s distribuéni funkci F' a
hustotou f OznaCme U = maxi<i;<n )(Z aV = minlgign Xz
(a) Spoctéte distribuéni funkci a hustotu veli¢iny U.
(b) Spoctéte distribuéni funkci a hustotu veli¢iny V.
(c) Necht F' a f odpovidaji rovnomérnému rozdéleni na intervalu [0, 1]. Spoctéte v tomto
ptipadé EU, Var (U), EV a Var (V).

8. Nechf X a Y jsou nezavislé stejné rozdélené nadhodné veli¢iny s rovnomérnym rozdélenim
R[0,1]. Necht D = min{X, Y} a H = max{X, Y'}. Urcete kovarianci Cov (D, H). Jsou D a H
nezavislé?

9. Predpokladejme, Ze doba ¢ekani na autobus je ndhodné veli¢ina A s exponencialnim rozdélenim
se stfedni hodnotou 1/u. Poté pfestupujeme na vlak a doba éekédni V' na jeho pfijezd ma
exponencialni rozdéleni, tentokrat se stfedni hodnotou 1/\. Lze pfedpokladat, ze A a V' jsou
nezavislé ndhodné veliciny.

(a) Urcete rozdéleni (distribu¢ni funkci a hustotu) celkové doby ¢ekani A + V.

(b) Jaka je stfedni hodnota a rozptyl celkové doby ¢ekani?

(c) Zajima nas, o kolik déle budeme ¢ekat na vlak nez na autobus. Uréete proto stiedni
hodnotu, rozptyl a rozdéleni (distribuéni funkei a hustotu) nahodné veli¢iny V — A.1
Jaka je pravdépodobnost, ze budeme na vlak ¢ekat o vice nez k minut déle nez na autobus
(k € R)? Jaka je pravdépodobnost, ze budeme na vlak éekat pravé o k minut déle nez na
autobus (k € R)?

(d) Jaka je pravdépodobnost, ze budeme na vlak ¢ekat vice nez k nasobek doby ¢ekani na
autobus (k > 0)?

6 Limitni véty
1. Necht X1, Xo, ... jsou nezavislé ndhodné veli¢iny takové, Ze
1
P(X,=j)=-— pro j€{0,1,...,9},

10

!Distribuéni funkci G(x) veli¢iny V — A spoéitate jako pravdépodobnost ndhodného jevu [V — A < 2] pro z € R.
Miuze vam pomoci namalovat si vhodny obréazek.




pro vSechna n =1, 2, .... Jaka je pravdépodobnost, Ze jev [X,, = 6] nastane jen pro konecné
mnoho n?

. Necht X, jsou nezavislé a stejné rozdélené ndhodné veli¢iny. Ukazte, ze

(a) je-li E|X1| = oo, pak s pravdépodobnosti jedna nastane nekoneéné mnoho jevu [| X,,| > n].
(b) je-li E|X;| < oo, pak s pravdépodobnosti jedna nastane nejvyse koneéné mmnoho jevu

(1 Xn| = n].
. Necht X1, Xo, ... je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych velic¢in s hustotou
f) = {5’ @€ (=11,
0, jinde.
Urcete pravdépodobnost, ze

(a) nekoneéné krat nastane jev A; = [| X;| < %2],

(b) nekonecné krat nastane jev A; = [| X1] < %2],

(c) nekoneéné krat nastane jev 4; = [|X;| < 1],

(d) nekoneénd krat nastane jev A; = [|X1] < 1].
. Nechf {X}}7°, jsou nezavislé ndhodné velic¢iny, kde X}, k =1,2,..., mé hustotu

_ 1. =Y
f(x)—ikz exp{—k |x|} pro z € R,

kde A je néjaky parametr.
(a) Dokazte, ze X, =n~!> }_; X}, konverguje k 0 skoro jisté pro A < 1/2.
(b) Spliiuje posloupnost { X} }7°; centralni limitni vétu? Pokud ano, tak co nejvice explicitné
zformulujte, co ndm tato véta dava.
(c) Dokazte, ze X} konverguje v pravdépodobnosti k nule pro & — oo pro A < 0.

m

. Necht ma veli¢ina X hustotu f(z) = JU—' e * prox >0 a f(x) =0 jinak, kde m € N.
m!

(a) Spocitejte EX a Var (X).

(b) Pomoci Cebysevovy nerovnosti ukazte, 7ze plati

P(O<X<2(m-|—1))> .

m+1
. V Dolni Lhoté se kona vystava dojnic na kterou se sjede 10000 lidi z Sirokého okoli. Kazdy
navstévnik vystavy si potfebuje v jediném bankomatu, ktery je v Dolni Lhoté k dispozici,
vybrat hotovost. V bankomatu se nachazeji pouze tisicikorunové bankovky. Konkrétni osoba
vybere nezavisle na ostatnich K tisicikorun. Pfedpoklddejme, ze K je ndhodnou veli¢inou, jenz
se Tidi Poissonovym rozdélenim s parametrem A\ = 1. Kolik musi byt pred zacatkem vystavy
v bankomatu tisicikorun, aby s pravdépodobnosti alespon 0,99 nedoslo k celkovému vybrani
bankomatu béhem vystavy?

. Hodime stokrat Sestisténnou hraci kostkou. Urcete pfibliznou hodnotu pravdépodobnosti, s
jakou vysledny soucet lezi v rozmezi od 320 do 380 (véetné)?

. Poradéte svatebni hostinu a objednali jste 200 zakuskti. Ze zkusenosti vite, ze pocet zédkuski,
ktery sni nadhodny host, se ¥idi Poissonovym rozdélenim se stfedni hodnotou 4. Kolik mizZe
nejvyse dorazit hostd na hostinu, aby se s pravdépodobnosti alesponi 0.9 nemusel zadny z hostt
v jidle omezovat (tj. aby mohl snist tolik zakusk, kolik jen chce)?
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. Pocet studentti, kteri béhem konzulta¢nich hodin v jednom tydnu navstivi profesora A, je roven

k s pravdépodobnosti 1/5 pro k = 1,...,5. Zjistéte, s jakou pravdépodobnosti bude profesor A
béhem akademického roku (40 tydni) konzultovat s nejvyse 100 studenty. Pti feSeni piikladu
predpokladejte, ze pocty konzultacechtivych studentt v jednotlivych tydnech jsou vzajemné
nezavislé.

V dany den navstivi menzu n studenttl, pficemz pravdépodobnost, Ze ndhodny student chce
vegetarianské jidlo je p € (0,1). Ozna¢me V,, ndhodnou veli¢inu udévajici pocet studenti
pozadujicich vegetariansky obéd. Najdéte € tak, aby

Vi
P<—p‘<5> ~ 0,97.

n

Vyc¢islete pro p = 0,1 a n = 100 studentt.

Pravdépodobnost zasahu terce je pfi kazdém ze 700 vystfeld 0.4. Jakd je pravdépodobnost
toho, Ze odchylka relativni ¢etnosti zasahti od uvedené pravdépodobnosti nepifesahne 0.057

Bodovy odhad

. Necht X1, X, ... jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s rovnomérnym rozdélenim na intervalu [0, al,

kde a > 0 je nezndmy parametr. Uvazujme veli¢iny U,, = maxi<;<, X; a T}, = 2X,,.

(a) Ukazte, Ze U, je maximalné vérohodny odhad parametru a.

(b) Ukazte, ze U,, konverguje k a v pravdépodobnosti.
Ndvod: Odvodte distribucni funkci ndhodné veliciny U, a ukaZte, Ze pravdépodobnost
P(|U,, — a| > €) konverguje k nule.

(c) Ukazte, ze U, konverguje k a skoro jisté.

(d) Jak musime U, ,modifikovat® (pfendsobit vhodnou konstantou), abychom dostali ne-
stranny odhad V,, parametru a? Je tento odhad V,, konzistentni?

(e) Rozhodnéte, zda je T}, nestranny a konzistentni odhad parametru a.

(f) Porovnejte rozptyl odhadu 7), a V.

(g) Na zdkladé vsech svych zjisténi rozhodnéte, ktery odhad parametru a vam pfipada ,nej-
lepsi“.

. Budte X7,..., X, nezdvislé ndhodné veli¢iny s logaritmicko-norméalnim rozdélenim s hustotou

1 (log 2—p1)? }
expy ——5— ¢, x>0,
fla;p) = q =v2r P
0 jinak.
Najdéte maximalné vérohodny odhad parametru p a vysetfete jeho nestrannost a konzistenci.

Uvazujte situaci jako v piedchozim piikladé. Je zde vybérovy primér X, = %Z?:l X, ne-
stranny a konzistentni odhad parametru pu?

Mé&jme nédhodny vybér o rozsahu n z normalniho rozdéleni N(ug,0?), kde g € R je znadma
hodnota a ¢? > 0 neznamy parametr. Naleznéte metodou maximalni vérohodnosti odhad
parametru o2. VySetiete nestrannost a konzistenci.

Uvazujte situaci jako v piedchozim piikladé. Je vybérovy rozptyl S2 = ﬁ (X — Xn)?
nestranny a konzistentni odhad parametru o2?

Necht X1, ..., X, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s alternativnim rozdélenim, tj.

P(X;=2)=p"(1—p)'"". z€{0,1},



kde p € (0,1) je nezndmy parametr.
(a) Najdéte maximélné vérohodny odhad parametru p.
(b) Je pn = ﬁ > | X2 konzistentni a nestranny odhad parametru p?
(c) Je pn = X1 — X9 + X3 konzistentni a nestranny odhad parametru p?

7. Uvazujte situaci jak v predchozim piikladé. Vysettete, zda X, (1 — X,,) je nestranny a konzis-
tentni odhad parametrické funkce p(1 — p).

8. Budte X7, ..., X, ndhodny vybér z hustoty
f(x;G):%]I{a:>0}, 6> 0.

Najdéte maximalné vérohodny odhad parametru 6 a vysSetfete jeho nestrannost a konzistenci.

9. Nechf Xy,..., X, jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny takové, zZe
o—1/0
P(X;i=k)=grr k=012,

kde 8 > 0 je nezndmy parametr. Najdéte maximalné vérohodny odhad parametru 6 a vysetiete
jeho nestrannost a konzistenci.

Intervalovy odhad

1. Pfedpoklddéme, ze vyska chlapcii ve véku 9,5 az 10 let ma normalni rozdéleni N (u,0?) s ne-
znamou stiedni hodnotou p a zndmym rozptylem o2 = 39,112. Zméfili jsme vysku n = 15
chlapct a vypodéitali vibérovy primér X = 139,13.

(a) Urcete oboustranny intervalovy odhad o spolehlivosti 99% pro nezndmy parametr .
(b) Urcete dolni intervalovy odhad o spolehlivosti 99% pro neznamy parametr p.
(c) Urcete horni intervalovy odhad o spolehlivosti 99% pro nezndmy parametr pu.

2. Mé&jme nahodny vybér Xi, ..., X12 z normalniho rozdéleni N(u,0?) s neznamou st¥edni hod-
notou y a nezndmym rozptylem o2. Vypoditali jsme vybérovy primér a vibérovy rozptyl

X =14,306, S?=0,327.

(a) Najdéte oboustranny intervalovy odhad o spolehlivosti 95% pro stfedni hodnotu p.
(b) Najdéte oboustranny intervalovy odhad o spolehlivosti 95% pro rozptyl o2.

3. Priizkum vefejného minéni mél za tikol zjistit ndzor ob¢anti CR na vystavbu amerického radaru.
Do studie bylo zahrnuto n = 400 obcand, z nichz 240 vyjadfilo souhlas s vystavbou.

(a) Odhadnéte bodové podil obéanti CR, ktefi souhlasi s vystavbou radaru. Jaky model pouzi-
vate? Jaké jsou teoretické vlastnosti, rozdéleni a asymptotické rozdéleni tohoto bodového
odhadu?

(b) Urcete intervalovy odhad o asymptotické spolehlivosti 95% pro podil ob¢anti, ktefi sou-
hlasi s radarem.

(c) Jaky by musel byt rozsah vybéru n, aby intervalovy odhad s asymptotickou spolehlivosti
95% pro tento podil mél sitku nejvyse 0,03 (uvazujeme-li, Ze podil obéant zahrnutych ve
studii, ktefi souhlasi, se nezméni).

4. Chceme porovnat primérnou vysku dvacetiletych chlapci a divek. Studie se zucastnilo 25
chlapct (veli¢iny Xy, ..., Xo5) a 20 divek (veli¢iny Y7, ..., Ys). Obdrzeli jsme nasledujici vys-
ledky:

X =1806, Y =164,9, S% =65 SZ=093.



Lze piedpokladat, Ze vyska chlapcii i divek ma normaélni rozdéleni se stejnym rozptylem o2.

Sestrojte intervalovy odhad pro rozdil primérné vysky o spolehlivosti 95 %.

9 Testovani hypotéz

Soucdsti Tesent uloh na testovdni hypotéz je presné zformulovani modelu véetné vsech predpokladi,
nulové a alternativni hypotézy a také zavéru plynouciho z provedeného testu.

1. Béhem 16 c¢ervencovych dnil byly naméfeny nasledujici teploty:
22 26 28 24 27 20 29 32
28 21 25 27 26 28 30 22
Testujte hypotézu, ze primérna teplota v ¢ervenci je 25°C'. Volte hladinu testu o = 0, 05.
2. Dle vyrobce ma mit auto na 100 km primeérnou spotiebu 9 1. U 20 ndhodné vybranych aut
byla zjisténa nasledujici spotfeba:
88 89 90 87 93 90 87 88 94 86
89 92 94 89 91 88 94 93 9,1 89
Potvrzuji naméfené hodnoty tvrzeni vyrobce? Volte hladinu testu o = 0, 05.

3. M4 se rozhodnout, zda se u osobniho automobilu urcité znacky pti spravném serizeni geometrie

dobé bylo zjisténo, o kolik milimetr se sjely jejich pravé a levé piredni pneumatiky.
Cislo automobilu 1 2 3 4 5 6

Prava pneumatika | 1,8 1,0 2,2 09 1,5 1,6
Leva pneumatika | 1,6 1,1 2,0 1,1 14 14

rychle?
4. Ve tridé byly zjistény nasledujici vysky zaki:

Chlapci | 130 140 136 141 139 133 149 151 139 136 138 142 127 139 147

Divky 135 141 143 132 146 146 151 141 141 131 142 141

Testujte, zda chlapci a divky jsou v primeéru stejné vysoci. Volte o = 0, 05.

5. Sleduje se ucinek dvou protikoroznich latek. Prvni byla pouzita ve 20 pripadech, druha ve 25
pripadech. Po stanovené dobé byl zjistén stupen poskozeni s témito vysledky:

X, =824, S% =12, Y,=80, S%=10.

D4 se na hladiné a = 0,05 prohlésit, ze mezi protikoroznimi latkami neni rozdil? Jaky by byl
zavér na hladiné oo = 0,017

6. Pred francouzskym referendem o euroustavé (29.5.2006) nechal list Le Figaro 20. a 21. kvétna
provést priizkum vefejného minéni. Z 950 dotazanych se 511 vyslovilo proti eurotistavé. Na
hladiné 0,05 vysetiete, zda vétsina je proti.

7. Pan Josef je vasnivy kutdk. Za poslednich 50 dni vykouftil 2200 cigaret, pri¢emz vybérovy
rozptyl vykoutenych cigaret v jednotlivych dnech je 36 (cigaret?).

(a) Sestavte oboustranny intervalovy odhad o spolehlivosti 90 % pro stfedni hodnotu poctu
vykoufenych cigaret za jeden den.

(b) D4 se na hladiné 5 % zamitnout hypotéza, ze stfedni hodnota po¢tu poc¢tu cigaret, které
pan Josef denné vykoufi, je 407



8.
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Presnost stroje je charakterizovana rozptylem délky vyrobenych predméti. Stroj je Spatné se-
fizen, pokud délka vyrobku mé rozptyl vétsi nez 400 (um)2. Vybereme nahodné 15 vyrobki,
vybérovy rozptyl jejich délek je 680 (um)?. Je tieba stroj sefidit? Zformulujte nulovou a alter-
nativni hypotézu, doplite predpoklady a testujte na hladiné 0,1 a 0,01.

Regresni analyza

. Necht nase pozorovani Y7, ...,Y,, spliiuji model

Y, =pBi+ e, 1=1....,n,

kde ey, ..., e, jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné veli¢iny s nulovou stfedni hodnotou a
koneénym rozptylem o2. Ukazte, Ze metoda nejmensich ¢tvercti nam dava nasledujici odhad
parametru 3

Dokazte nestrannost tohoto odhadu a spoctéte jeho rozptyl.

. Nechf naSe pozorovani Y7, ...,Y,, spliiuji model

Y, = Bx; + e, 1=1....,n,

kde z1,x3,..., T, jsou znamé kladné konstanty, eq,...,e, jsou nezavislé stejné rozdélené na-
hodné veli¢iny s nulovou stiedni hodnotou a koneénym rozptylem o2. Ukazte, Ze odhad
n
5o XY,
- n

D T

je nestrannym odhadem parametru S a spoctéte jeho rozptyl.
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