10. cviceni - TeSeni
15. 12. 2022

Piiklad 1 (a) Derivace souctu je rovna souctu derivaci, takze na jednotlivé séitance
pouzijeme vzorec pro (c-z%) = ca - 2 !, Funkece je definovana na [0,00), nebot potfebu-
jeme nezaporné ¢islo pod sudou omocninou. Derivace funkce je definovana na (0,00), nebot
potfebujeme kladné ¢islo pod sudou omocninou ve jmenovateli.

Piiklad 1 (b)
(22 —2x+3)e?) = ((x2—22+3)) -e®+(22—22+3)-(¢®) = (20—2)e"+(x®—22+3)e” = (2%43)e”.
Funkce i derivace funkce jsou definovany na R.

Piiklad 1 (c) Derivace souctu je rovna sou¢tu derivaci, takZze na jednotlivé s¢itance
pouZijeme vzorec pro (c-z®) = ca - 2. Funkece je definovana na [0,00), nebot potiebu-
jeme nezaporné ¢islo pod sudou omocninou. Derivace funkce je definovana na (0, c0), nebot
potfebujeme kladné ¢islo pod sudou omocninou ve jmenovateli.

Piiklad 1 (d)

(rlogx + xlogg x + 2€7)" = 2’ logx + x(log )’ + 2’ logs * + x(logg z)’ + (2e7)" =

1 1 1
:logac+x-§+log3x+x-(%)'4—26:’: =logx + 1+ loggz + @4-2696
Funkce je definovana na (0, 00), nebot potifebujeme kladna ¢islo uvniti logaritmu. Derivace
funkce je definovana na (0, 00) ze stejného duvodu.

Priklad 1 (e) ((/%)m)/ = (e*loB3) = log 3 - emlog 3 — log 3 - (2)”, nebo lze alternativng
pouzit vzorec (c-a®)" = cloga - a® Funkce i derivace funkce jsou definovany na R, nebot
mocnény vyraz je kladny.

Piiklad 1 (f) Derivace sou¢tu je rovna sou¢tu derivaci, takZe na jednotlivé séitance
pouZijeme vzorec pro (c-z%) = ca-x*"!. Funkce i derivace jsou definovany na R\ {0}, nebot
potfebujeme nenulové ¢islo ve jmenovateli.

Priklad 1 (g)

22— 2247 /_ (22 =22 +7) - (22 + 52 —6) — (22 — 22+ 7) - (2% + 52— 6)’
<x2+5x—6> (2 + bz — 6)2

 (22—2)- (#2452 —6) — (22 —22+7) - (2z+5)
B (22 4 52 — 6)?

 22% 4 82? — 22z + 12 — (22 + 2% + 42 + 35)
B (22 4 5z — 6)?

_ Ta? — 26z — 23

T (22 +52-6)2"

kde jsme vyuzili vzorce pro derivaci podilu. Funkce i derivace funkce jsou definovany na
R\{—6, 1} kvili nenulovosti jmenovatele.
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Piiklad 1 (h) Derivace sou¢tu je rovna sou¢tu derivaci, takze na s¢itance pouzijeme

vzorece (c-logz) = c- L a (c-cosz) = c-(—sinz). Funkce je definovana na (0,00), nebot

potiebujeme kladna ¢islo uvniti logaritmu. Derivace je pak také definovana na (0, c0).

Piiklad 1 (i)

(log x)?

(cosz — zsinz) - (logz) — (zcosz —2) - 2 _ z(cosx —xsinz) - (logx) — xcosw + 2

(log z)? z(log x)?

zcosz —2\  (zcosz—2) - (logz) — (zcosz —2) - (logz)’
log z

Y

kde jsme vyuzili vzorce pro derivaci podilu. Funkce i derivace funkce jsou definovany na
(0,00) \ {0} kvili defini¢nimu oboru logaritmu a pozadavku na nenulovost jmenovatele.

Priklad 1 (j) Derivace souc¢tu je rovna sou¢tu derivaci, takze na s¢itance pouzijeme
vzorece (c-tanz) =c- 1 a (c-sinz) = c- cosz. Funkee je definovéna na R\{ + km,k €
Z}, nebot to je omezni plynouci z defini¢niho oboru funkce tangens. Derivace je pak také

definovéna na R\{§ + km, k € Z}.

P¥iklad 1 (k) (sinzcosz — tanz) = (sinz)’cosx + sinx(cosz) — (tanx) = cos?x —

COSIQ. Funkce je definovdna na R\{§ + k7, k € Z}, nebot to je omezni plynouci z

defini¢niho oboru funkce tangens. Derivace je pak také definovana na R\{7 + k=, k € Z}.

sin2z —

Piiklad 1 (1) Derivace souctu je rovna souctu derivaci, takZe na s¢itance pouZijeme
: I _ 1 r_ -1 : 4

vzorece (c-arcsinz) = c- i @ (c-arccotanz)’ = c- ;7,5. Funkce je definovana na [—1,1],
nebot to je omezni plynouci z defini¢niho oboru funkce arcussinus. Derivace je pak definovana
na (—1,1), nebot jesté navic pozadujeme nenulovost jmenovatele.

Piiklad 1 (m) Derivace sou¢tu je rovna sou¢tu derivaci, takze na séitance pouzijeme

vzorece (c - arccosz) = ¢ - \/;172 a (c-arccotanzx) = c- Funkce je definovana na
—X

1
[—1, 1], nebot to je omezni plynouci z defini¢niho oboru funkée—zi_ :frcuscosinus. Derivace je pak
definovana na (—1, 1), nebot jesté navic pozadujeme nenulovost jmenovatele.

Priklad 2 (a) Nahlédneme, ze Dy = R. Spocitame za véty o derivaci slozené funkce
(2 + 502 +12)™)" = 78(2? 4 502 + 12)7(¢? + 50z + 12)' = 78(22 + 50z + 12)77 (2 + 50).
Odtud vidime, Ze i Dy = R

Priklad 2 (b) Vidime, ze Dy = R\{7}. Pouzijeme vzorce pro derivaci sou¢inu tif funkei
(fgh) = f'gh+ fg'h + fgh'. Pocitejme

(2@ +28%@ -7 =322 (2 + 2@ -7 +2® 8 +2)7 - (z —7) T
32%(x +2)"(31x + 14)
o (x—17)"12 :

+ 23z +2)% (~1)(z - 7)1 =

Odtud vidime, ze Dy = R\{7}.
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Priklad 2 (c) Je Dy = R. Spocitame

2

1
(arccotan(2z))’ = ———— (2z) = T2

1+ (22)2

a vidime, Zze Dy = R.

Priklad 2 (d) Je Dy = R. Spocitame dle pravidla pro derivaci sou¢inu

<3:c—2>’_3-(m2+1)—(3x—2)-2x —32% + 4z + 3

22 +1 (2 +1)2 T @2+ 1)

Piiklad 2 (e) Spocitame, Ze 22 + x +2 > 0 na R, a tudiz Dy = R. Spoéitdme derivaci

2+ 1
24+x+2

!/

2 /
= — . 2 =
Ziago @trt2)

(log(z? + x +2))
Z toho je vidno, Ze i Dy = R.
Priklad 2 (f) Je Dy = R. Spocitame derivaci
(cos(z® —z + 2)9)/ = —sin(z®—242)”((z° — 2z + 2)9)/ = —sin(z—2+2)%9(2® —2+2)8-(32° - 1).
Odtud Dy =R.

Priklad 2 (g) Chceme, aby vyraz v odmocniné byl kladny. Odtud dostavame Dy =
[—2,2]. Spo¢itame derivaci

(Vima) = Aty = =
Odtud Df’ = (—2,2).

Piiklad 2 (h)

f(z) = \/9i7

Defini¢ni obor f

9-22>0 < B-2)B3+2)>0 < x€(-3,3)=D(f)
Derivace f

f’(a:):< x >’ x - 9—x2_x.<m>/:1.m_ag.%(9_$2)—§_(9_w2),

V9 —z2 (,/97332) 9 — 2
V9—$2—2\/ﬁ‘(—2$) 9 — 22 422 g _3

Defini¢i obor [’ D(f") = (-3,3)

Piiklad 2 (i)

z2 713
flz) = =D
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Defini¢ni obor f D(f) =R\{-1}
Derivace f

221 — 23\ (22(1—2)3)"- z) — (22(1 —2)%) - x)
f’(a:)-( (1 )) (221 —2)?) - (14 2) — (1 —2)*) - (1 + )

1+ (14 2)?
(@ =2) +22 (1 =2)")) - (1 4+ 2) - 221 - 2)°
B (1+x)? B
- (2z(1 —2)®* +2?(3(1 —2)*- (1 —2)) - (14 2) —2*(1 —z)? -
- (14 )2 -
C2z(1—2)3(1+2) —32*(1 —2)*(1 4+ 2) —2*(1 —z)®
B (1+2)? B
B z(1—z)? (2(1 — 2?) = 3z(1 + z) — (1 — 2)) (1 — )% (2 - 22? — 3z — 32% — x + 2?) B
- (1+2)? - (1+2)” -
z(1—2)% (2 — 42? — 4z)
B (1+x)?

Definiéi obor f’
D(f) =R\{-1}

Piiklad 2 (j)

flz) = e

Definiéni obor f D(f) = R\{0}
Derivace f

Definic¢i obor f’
D(f") =R\{0}

Priklad 2 (k)
f() = a®
Definiéni obor f D(f) = (0, 00), protoZe z definice obecné mocniny plyne, ze x*
Derivace f

Vyuzijeme vzorec a = e

— exlogaz'

loga pro a > 0.

/
f’(l’) :(l'z)/ _ (emlogar) — exlog:c . (J:log:n)' _ eaclogac . (1,/ . log:c+1: . (log:n)') _
1
— ePlosz . <log:17—|—ac . > =z" (logz +1)
xT

Definic¢i obor f’
D(f") = (0,00)

Piiklad 2 (1)
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f@) = (4)*
Defini¢ni obor f
Derivace f

Vyuzijeme vzorec a = e'°8¢

pro a > 0.

=
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0
8=
~—
1

1
1. 1y 1\= 1\’
:eilogi.<log> = ( <<> log:n—l—a:-(logm)/> =
r o x T
1 1
1\ = 1 1 1\ [—1
=(=) |\ —zmglgz+a—|=|—-] - ogx+1
x x2 x x x2

Definic¢i obor f’
D(f) = (0,00)

Priklad 2 (m)

f(x) = (sinz)™*

Defini¢ni obor f

Opét z definice obecné mocniny plyne, Ze je potieba, aby sinz > 0. Tedy D(f) =
Urez Qkm, m + 2k).

Derivace f

f/(fL') — <€Cosx-logsinx>/ —

cos z-logsinz cos z-logsinx

=e - (cosz - logsinz) = e - ((cosz) - logsinz + cos z - (logsinz)’) =

L ‘ . 1 o I . ) cos? x
— ecoszlogsine (_gin glogsinz 4 cosz—— - (sinx) | = ew5T8sNT (_gin g logsin g 4+ —
sin sin

Definiéi obor [’
D(f") = Upez (2km, 7 4 2kT).

Piiklad 2 (n)

f(x) = arcsin(cos )

Defini¢ni obor f Defini¢ni obor arcsin je interval [—1,1] a obor hodnot cos je [—1,1].
Proto D(f) = D(cos) = R.

Derivace f

f'(x) = (arcsin(cos x)) = I (cosz) = —— sin

1 — (cos x)2 V1 —cos?z

Definic¢i obor [’
D(f')=R

Matematika 1, 2022/23 5



Piiklad 2 (o)
f(x) = log(arccos x)
Defini¢ni obor f
D(f) = [-1,1)
Derivace f
/ / 1 / 1 —1
f'(x) = (log(arccos z))" = - (arccos ) =

arccos T arccosx /1 — x2

Definic¢i obor f’
D(f") = (-1,1) a v bodé¢ —1 ma funkce pouze jednostrannou derivaci.

Piiklad 2 (p)
f(z) = % arccotan
Defini¢ni obor f

D(f) = R\{0}

Derivace f

V2

T

fl(x) = iarccotanﬁ /—L¥. V2 /_
= /2 T _\/§1+<§)2 - =

1 1 —2? 1 -1
g V2 ) = =
1+%

Sl

Definic¢i obor f’
D(f') =R\{0}

Priklad 2 (q)

22—z e2x
flx) =" 7" —log [ s
Defini¢ni obor f
D(f) =R
Derivace f

Matematika 1, 2022/23



241
=" (o 1 1 &\
= ($ -+ )— = . =
621—‘,-1
2x 2% ’
2__ +1 e + 1 1 e -
=" Qe )\ s () =
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€x27x+1 . (21’ + 1) B 6222 +1 ' } . 9p2¢ (1 e m)
2z 2 2x 2
‘ (€20 +1)

— emg—x_}-l . (21‘ + 1) B

Definic¢i obor f’
D(f) =R

Piiklad 2 (r)

fz) = arctan Va2 — 1 — \/1%
Defini¢ni obor f

D(f) =R\(0,1)

Derivace f

f’(:c)z(arctan\/ﬂi__lofﬂvl> _
x2 —
/ 1 /'\/Tl—l . 2_1,

()

_11(1,2_1)/_316\/:[;27—1—10g1';( $2_1) 1‘(1'2_1)/_
2 222 -1 e

— 2z _Qj_l 332_1—10gx27“2x
202 - Va? —1 22 —1

_ 1 m-log:c.sz

T ooV 1 B

Definiéi obor f/
D(f") =R\(0,1)
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Piiklad 2 (s)

flx)==x (arcsin(x3))2
Definiéni obor f D(f) =[—1,1]
Derivace f

f'(z) = <x (arcsin(:v?’))Q), =2’ (arcsin (mg))2 +x- ((arcsin (x?’))Q), =
= (arcsin (333))2 + x -2 - arcsin (m3) . (arcsin (9:3))/ =
1 3\ _
e (=°)
322

V1—ab

= (arcsin (xg))Q + 2z - arcsin (373) .

= (arcsin (ac?’))2 + 2x - arcsin (x?’) .

Definié¢i obor [’
D(f") = (—1,1) a v krajnich bodech existuji jednostranné derivace.

Priklad 3 (a)

f(z) = |z|
Defini¢ni obor f
D(f)=R

Derivace f
—z, x€ (—00,0)
Plati, ze f(z) =<0, x=0
z, x€(0,00).
Pocitejme f’ na intervalech (—o00,0) a (0,00) zvlast. Na zavér vyfesime bod 0.
Pro x € (—o00,0) plati:

Pro z € (0, 00) plati:

)= =1

V bodé 0 spoc¢téme nejdiive jednostranné derivace. Funkce f je v 0 zleva i zprava spojita,
tedy dle véty 44 z kapitoly 4 z prednasky (plati i jeji varianta pro derivaci zleva) plati, ze
fL(0) =limg—o— f'(x) = limg0— —1 = —1 a f/(0) = limy 04 f'(x) = limy_04 1 = 1.

V bodé 0 ma funkce f pouze jednostranné derivace, neb se neshoduji.

Defini¢ni obor f’

D(f") = R\{0}

Priklad 3 (b)

f(x) = min{x?, —2? + 3z}
Defini¢ni obor f
D(f)=R
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Derivace f
Nejdrive zjistéme, jak ta funkce vlastné ,vypada“. Tj. vySetfeme, na kterych intervalech
je ktera z funkci v minimu vétsi. ReSme tedy néasledujici nerovnost.

22 < -2+ 3z
2% — 3z <0
z(2x —3) <0

3
x<x—2><0

Resenfm nerovnosti je @ € (07 %) 7 toho dostavame néasledujici.
_ x2, T < (0, %)
J(@) = {—x2 + 3z, zeR\ (0, %)
Pocitejme tedy f’ na intervalech (O, %) , (—00,0), (%, oo) zvlast a pak vyfesme body 0 a %
Pro x € (0, %) plati:

fl(z) = (:1:2), = 2z.

Pro z € (—o00,0) U (%,oo) plati:

f(z) = (—:L’2 + 31’)/ = —2x+3.

Opét dle véty 44 z kapitoly 4 z prednésky plati nsaledujici.

J4(0) = limg 04 f'(2) = limg—04+ 22 =0

f2(0) = limg 0 f/(2) = limy—yo— —224+3=3

f;(%) = hmx—>%+ f(@) = limx—>%+ —2z+3=0

fL3) = limxﬁgf fl(x) = limxﬁgf 2z =3

Jednostranné derivace se neshoduji, tedy derivace jako takové v danych bodech neexistuji.
Defini¢ni obor f’

D(f") =R\{0,3

Piiklad 3 (c)

f(z) = [log |||
Definiéni obor f
D(f) = R\{0}

Derivace f

Nejdiive vySetfime funkci. Z definice absolutni hodnoty plyne, Ze:

log x, x € [1,00)

—log z, z€10,1)
—log(—z), z € (-1,0)
log(—z), @€ (—o0,—1]

Pocitejme na intervalech zvlast.

fz) =

Matematika 1, 2022/23 9



wE(lﬂn)::>fo):(ngY::é

re(0,1) = f(r)=(~loga) = —

v (-1,0) = fa) = (~log(~2)) = -+ (=) = L . (-1 = -2
S (—OO, —1) - f/(:c) = (log(_gy))’ — _Lx . (—I)/ _ é

Dale plati dle véty 44 z kapitoly 4 z prednasky:

F(=1) = lim f(z)= lim +=—1

r——1— r——1— T

fi(=1)= lim f(z)= lim —1:1

o=l so—lt+ T
110 = Jip f2)= Jig 3 = o0
f(0) = xli%ﬂr f(z) = xli%gr_% -
FL0) = lim f@) = lm —1 =1
fi(l)= lim f(z)= lim 1

z—1+4 z—1+ 2

V bodech {—1, 0,1} jednostranné derivace bud neexistuji (vychazeji nekoneéno) nebo nevy-
chéazeji stejné. Proto ve zminénych bodech derivace neexistuji.
Defini¢ni obor f’

D(f,) = R\{_la 0, 1}
Priklad 3 (d)

Defini¢ni obor f(z) = eloglz|
D(f) =R\{0}

Vsimnéme si, Ze na defini¢nim oboru lze funkei pfepsat jako f(z) = |z|

Pak f(z) = {x, 7 € (=00,0)

z, x€(0,00).
Derivace f

Defini¢ni obor f’

D(f") =R\{0}

Priklad 3 (e)

Z, T € (_0070]

Defini¢ni obor f(z) =
log(1+x) =€ (0,00).
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D(f)=R
Derivace f Derivujeme pouze na otevienych intervalech, krajni bod vyresime zvIast.

1, z € (—0o0,0
o) = { 1 (~02,0)

V nule vysetfeme z definice:
log(1+ h) —log(1)

7.0 = tm LTOFR =IO gy _ i 1980 R) smim i

1
h—0+ h h—0+4 h h—0+ h

b i JOFR)—FO) . 0+h—0 _
1=(0) = h _hlgfolJr h heor

h
A
h

Tedy limita v nule je rovna jedné (protoze se jednostrané limity rovnaji).
Defini¢ni obor f’
D(f')=R
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