11. cviceni - TeSeni
22. 12. 2022

Piiklad 1 (a)

222 + 20z —42 Lu . 13225 +20 152

lim ) = lim ———r = ——
z—1 g% — 3z +2 z—1 402°Y — 3 37
Priklad 1 (b)
z — arccoszx !
. 5 LH ,. —z2
lim 2— 77 2 iy Y2
z—0 X z—0 1
Piiklad 1 (c)
. 1 1 . xr—sinx g .. 1 —cosx
lim — ——2:11m27,: im - 5 =
z—=0xrsinxr T z—0 zsinx z—0 2xr sinx + x* cosx
. 1—cosx 22 voar, 1 1 1
= lim 5 . - 5 = _.-=_
z—0 x 2z sinx + x*coszx 2 3 6

Kde v rovnosti s VOAL jsme vytesili prvni zlomek pomoci zndmé limity a druhy zlomek opét

pomoci L’H:
€T LH .. 1 _ 1 _ 1

lim — im - ,
z—02sinx + xcoszx xz—02cosx +cosx —zsinx 3 6

Priklad 1 (d)
lim x cotan(z)—1
z—0 " 2
VySetfeme nejdiive limitu Citatele a jmenovatele zvlast, abychom védéli, zda muizeme

pouzit 'Hospitala.

ZL+V0A_L+spoj.1 1-1=0

. .z
lim z cotan(z) — 1 = lim —— cosz — 1
z—0 z—0 s T

. Spoj.

lim 22 "=
z—0

Je splnéna podminka (7) z I'Hospitala, pokud lim, ¢ % existuje, pak jsou splnény

predpoklady ’Hospitala a zminéné limita se bude rovnat zadané.

! .
. xcotan(x) — 1 g ,. (xcotanz — 1) . cotanx — si:?x . cosxsinx —x
lim ——————— = lim - = lim = lim ————
z—0 xT r—0 ({[;2) z—0 2x z—0 2xsin® x

V posledni limité zifejmé vychazi %. Zkusme tedy opét pouzit I’'Hospitala.
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. . ! .
cosxsinz —x 1y ,. (coszsinx — x) . —sin?z+cos?x —1

lim —————— = lim — = lim —— - =
z—0 2xsin‘z z—0 (235 sin? ;L») z—0 2sin“x + 4xsinz cos T

. —2sinx . —sinx
= lim = lim

2—0 2sinz (sinx 4+ 2z cosx)  2—0sinx + 2z cosx

V posledni limité zfejmé vychazi %. Zkusme tedy opét pouzit I’Hospitala.

—sinz I'H .. (—sin x)/

lim ———— m —— 7
e—0sinx +2xcosx  =—0 (sinx + 2x cos )
—cos T spoj. + VoAL  —1 -1

1+2-0 3

im .
z—0cosx + 2cosx — 2xsinx

Posledni limita existuje, tedy jsme mohli pouzit ve v8ech pripadech I’Hospitala.

Priklad 1 (e)

log(1 —
lim log(z) - log(1 — ) — lim 264 =%)
r—1— r—1—
log(z)
Dale plati.
. 1
lim =000
z—1-|log(z)

Zkusme pouzit I’'Hospitala.

: log(1 — z))’ 1—z) (=1 -log?
Jip Joste)-log(1 o) 2t EBEI iy B0y T
<log(x)) a-log® (x)

Posledni limita vychazi 8. Pouzijme ’Hospitala.

-log” log*(x))" log?(z) + 21
i Clog%@) o (eclogi@)) L log?(e) + 2log(r)
a—1- 1—=zx a—1- (1 —x) z—1— -1
= lim —log%(z) — 21 =
i~ log”(w) = 2log(z) = 0

Posledni limita existuje, tedy jsme mohli pouzit ve v8ech pripadech I’Hospitala.

Piiklad 1 (f)

arcsin 2z — 2 arcsin x

1m
z—0 1‘3
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Ziejmé vychazi %, pouzijme tedy 1'Hospitala.

. . . . 2 _ 2
arcsin 2z — 2arcsinz pp ., (arcsin 22 — 2 arcsin z)’ . Vii?  Ji?
im 3 = lim ; = lim 5
z—0 T z—0 (x3) x—0 3z
Posledni limita vychazi %. Pouzijme I’Hospitala.

. — 1.2 —z2 I'H .. 1—422)3 1—22)3 . 1—422)3 1—22)3 VoAL + spoj.
lim V=57 V1= Uy, A VA ) R P VA (e ) R VA U ) & spoj.
z—0 3x z—0 6x z—0 6

Posledni limita existuje, tedy jsme mohli pouzit ve v8ech pripadech I’Hospitala.

Matematika 1, 2022/23



Piiklad 2 (a)

f(z) = sinz + cos® x
Postupujme podle navodu uvedeném v teorii ke cviceni 11.
1. defini¢ni obor a spojitost
Funkce je definovana na celém defini¢énim oboru a je spojita, nebot je souctem spojitych
funkci.

2. lichost, sudost, periodicita
Funkce f je 2m-periodické, nebot je sou¢tem funkce sinz (perioda 27) a cos
7). Neni ani sudd, ani licha, nebot

2z (perioda

f(=z) = sin —z 4 cos?(—z) = —sinz + cos?(z) # £f(z).

3. limity v , krajnich bodech defini¢niho intervalu“
Vzhledem k periodi¢nosti funkce nemé smysl vySetfovat limity v +oo. Jiné krajni body

nemame.

4. monotonie a extrémy pomoci prvni derivace
Spoéteme prvni derivaci

f'(z) = cosx —2coszsinz = cosz(l — 2sinz),
Derivace je
e nulovad v bodech x = § + 7k, 2 = g + 271k ax = 5%4—27#{:,
e kladné na (=% + 27k, & + 21k) U (5 + 27k, °F + 2nrk),
e a zaporna na (g + 27k, § + 2mk) U (%” + 2k, 2T + 27k), kde k € Z.

Funkee f je tedy rostouci na (-3 + 27k, § + 27k), (5 + 27k, %” + 27k) a klesajici na (§ +
21k, I + 27k), (3F + 2k, 2% + 27k), kde k € Z

5. konvexni/konkavni pomoci druhé derivace
Spoc¢teme druhou derivaci

2

f"(x) = —sinz — 2cos® +asin? x = —2cos(2x) — sin x,

Tedy pro nalezeni inflexnich bodt hledame x takova, Ze 2cos(2x) = —sinz. Z grafu
vidime, Ze k tomu dochéazi zhruba v bodech —2,5 + 2kw, —0,63 + 2k, 1 + 2kmw a 2,1 + 2k
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6. asymptoty
Funkce neméa zadné asymptoty.

7. graf
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Piiklad 2 (b)

f(:[,‘) _ 6aurctanplTl

Postup feSeni je vysvétlen zde na strané 1.
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Piiklad 2 (c)

f(.’L') _ efx2+3:z:f7

Postupujme podle navodu uvedeném v teorii ke cviceni 11.
1. defini¢ni obor a spojitost

Funkce je definovana na celé realné ose, nebot se jedné o sloZeni exponencialy a polynomu.
Funkce je spojitd na celém definiénim oboru, coz opét plyne z toho, Ze se jednd o slozeni
spojitych funkci. Rovnéz diky oboru hodnot exponencialy vime, ze f > 0

2. lichost, sudost, periodicita
Funkce neni ani suda ani lich4, nebot

—(—x)? —x)— —x2—3x—
fmw) = e COBERTT = 7o 80T oL & f ().
Ziejmé se nejdna ani o periodickou funkci.

3. limity v , krajnich bodech defini¢niho intervalu“
Zajimaji nas limity v £oo:

lim f(z) = lim o~ @2 +3w—7 SPOJ_eXp 0

)

T—r00 T—r00
lim f(r)= lim e H3e—T SPOLOP
Tr—r—00 r—r—00

Tedy tedy funkce na obou kraj9ch konverguje k nule.

4. monotonie a extrémy pomoci prvni derivace

f’(:c) — 6712+3m77 . (—Q.T + 3)

Derivace je nulova pravé tehdy, kdyz —2z +3 = 0. Tedy pro z = % Na intervalu (—oo, %)
je derivace kladna a funkce f rostouci. Na intervalu (%, o0) je derivace zaporna a funkce f
klesajici.

Potom tedy f(2) = et je globalni maximum.

5. konvexni/konkavni pomoci druhé derivace

f”(l‘) _ efx2+3:r:f7 . (—2.%' + 3)2 + efx2+3x77 . (_2> — efx2+3xf7 X (4.%'2 — 122 + 7).

Druh4 derivace je nulova pravé tehdy, kdyz 42% — 12z + 7 = 0. Tedy pro z = % + %
Na intervalech (—oo, 3 — %), (3 + %, o0) je druhé derivace kladna a funkce f konvexni. Na

intervalu (% — %, % + %) je druhé derivace zaporna a funkce f konkavni.

6. asymptoty
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Ma smysl uvazovat asymptoty v +oo. JelikoZ je f na intervalu (%, oo) klesajici a kladna,

je asymptotou v nekone¢nu ziejmé osa x. Pro —oo argumentujeme stejné.
7. graf

0.008
0.006
0.004

0.002
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Piiklad 2 (d)

) ==

Postupujme podle navodu uvedeném v teorii ke cviceni 11.

1. defini¢ni obor a spojitost

f(x) je definovano <= 23 +1>0 <= 22> -1 = 1> -1
D(f) = [-1,00)

f je na celém D(f) spojita jakoZto sloZzeni spoijtych funkei.

2. lichost, sudost, periodicita
JelikoZ nemé funkce defini¢ni obor symetricky kolem nuly, tak nemuze jit o funkci, ktera
by byla sudé nebo licha. Navic zfejmé neni ani periodicka.

3. limity v , krajnich bodech defini¢niho intervalu“

. . x2 VoAL + spoj. 1
lim f(z)= lim 3 = =00
z——1+ z——1+ Y x° +1 \/limx_>_1+ (23 +1)
2 1 vors 1
lim f(z) = lim 333 < lim — VOLEE®) i 2 =0
T—00 z—oo V 20+ 1 T—00 /1 T—00 I

4. monotonie a extrémy pomoci prvni derivace

o[\ _1vVa@Brie-d)
fix) = HB+1) 2 (a:3—|—1)2

Kladnost f’ je dana kladnosti vyrazu va3 +1- (2 — 23).

>0 = Vi3+1-2-2%) >0 < ze (-1,V2).

Tedy f je na (—1, \“75) rostouci a na (\‘ﬁ, oo) klesajici.

V bodé z = /2 ma nulovou prvni derivaci a jelikoz nalevo od tohoto bodu roste a napravo

kles&, nabyva f v bodé /2 svého lokalniho maxima. Lokalni maximum je bod [\3@, %}

5. konvexni/konkavni pomoci druhé derivace

2 = (1\/$3+1~(2—x3)>/_

2 (aP41)°
1 2\/;;:13-1—1 3%+ (2 - 2%) + Vad +1- (=327

2 (a3 +1)*
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1
f/,>0<(:>ﬁ'3$2'(2—$3)+ x3+1(—3$2)>0<(:>
T
—9xd
x

Funkce f je tedy na intervalu (—1,0) konvexni a na intervalu (0, c0) konkavni.

6. asymptoty

Ma smysl uvazovat jen asymptotu v oo, neb na okoli —oo neni f definovana. Jelikoz je f
na intervalu (\3/5, oo) klesajici a v bodé /2 nabyva hodnoty kladé hodnoty, je asymptotou v
nekonecénu ziejmé osa .

7. graf
D(f) =[~1,00)

f je na celém D(f) spojita jakozto slozeni spoijtych funkei.
limg 14 f(l‘) =0

limg oo f(2) =0

Tedy f je na (—1, \3/5) rostouci a na (\3/5, oo) klesajici.
Lokalni maximum je bod {\3/5, %}

Funkce f je tedy na intervalu (—1,0) konvexni a na intervalu (0, c0) konkavni.

w
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Piiklad 2 (e)

f(z) = arccos (cos® x)
Postupujme podle navodu uvedeném v teorii ke cviceni 11.
1. defini¢ni obor a spojitost
D(f)=R
f je na celém D(f) spojita jakoZto sloZeni spoijtych funkei.

2. lichost, sudost, periodicita

Funkce cos je suda, tedy i f je suda.

Funkce cos? je m-periodickéa, proto je i f m-periodickd. Staéi tedy funkci f zkoumat na
intervalu [0, ] a zbytek grafu plyne z periodicity.

Vénujme se tedy funkei f jen na intervalu [0, 7]

3. limity v ,krajnich bodech defini¢niho intervalu“

. Spoj.
lim arccos (cos2 x) =0
x—0+

. Spoj.
lim arccos (0082 :c) =0
T—T—

4. monotonie a extrémy pomoci prvni derivace

2coszxsinz
V1 —costzx

f'>0 < coswsing >0 < zx ¢ <O,g)

f'(z) = (arccos (cos’z))" =

f je na (0, g) rostouci a na (g 77) klesajici.

Lokalniho maxima nabyva v bodé [g, 3] .

5. konvexni/konkavni pomoci druhé derivace

£(z) <2cosxsinx>’ (COSQZ‘ — 2sin? x) (1 — cos? x) —4cos* zsin® z

xIr) = =
V1 —costz (1 —cos*z) V1 —cos*z

Z¥ejmé 1 — cos* 2 > 0, proto kladnost f’ zavisi na vyrazu (cos2 x — 2sin? ZL‘) (1 — cos? ) —

4 cost xsin? x.

(cos2 x — 2sin? x) (1 — cos? x) —4costrsin?z =2 (0052 x — cos® & — sin? x — cos? x sin® az)

f">0 cos? x — cos® & — sin® & — cos*  sin

2

2:>0

. . 2
< cos’xz — sin®x + cos” (—smg:r—cosz:v) >0 <— —(008296—1) >0
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Posledni nerovnost neplati nikde, tedy f” < 0 na (0, ).

6. asymptoty

Nema4 smysl feSit asymptoty, vzhledem k tomu, Ze f je periodicka.

7. graf

D(f) = R

f je na celéem D(f) spojita jakoZto sloZeni spoijtych funkei.
f je m-periodicka.

Na (0, 7) plati nasledujici.

hm:c—)()-i— f(w) =0

limy,,— f(x) =0

f je na (07 g) rostouci a na (g,

Lokalniho maxima nabyva v bodé [
f je na (0, 7) konkavni.
Aplikujeme-li i periodicitu, dostavame nasledujici graf.

m) klesajici.

22

Tme-—-

- 0 ™ 2n

r,l-\ :
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Piiklad 2 (f)

f(x) = arccos

Postup feSeni je vysvétlen zde na strané 5.

2logx

1+log?x
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