7. cviceni - TeSeni
24. 11. 2022

Piiklad 1 (a) Ukazeme, Ze lim, ;52 = 5. Necht ¢ > 0 a polozme § = e. Pak pro
x € P(5,0) : |z — 5| < =¢, coz jsme chtéli ukazat.

Priklad 1 (b) UkaZeme, Ze lim, o+ ﬁ = o00. Necht K > 0. Polozme § = +. Pak
pro viechna z € P7(2,0) mame z — 2 < § = %, ekvivalentné ﬁ > K. Vskutku tedy

1 _
TQ—OO.

hmx~>2+ T

Piiklad 1 (c) Ukazeme, Ze lim,_,o zsinxz = 0. Vyuzijeme odhadu [sinz| < 1 na R. Necht
e > 0. Polozme § = ¢. Pak pro x € P(0,6) mame |zsinz — 0| = |zsinz| < |z| < d =e.

Piiklad 1 (d) Ukazeme, Ze limita je rovna nule. VyuZijeme znalosti lim, o Sig“” = 1.

Necht 0 < ¢ < 1. Nalezneme ¢ > § > 0 takové, ze pro vSechna = € P(0,9) : }% -1y,
ekvivalentné

sin x
—e < —1l<e
x
sin x
l—e< <l+e.
x

Odtud pro z € P*(0,4) mame
0<(l—-¢g)z<sinz < (l4+e)r<20<2e.
Pro x € P7(0,0) mame
—2e < -20<(l+e)zx<sinz < (l—-¢)z <0.
Odtud jiz plyne pozadovana limita.

Priklad 1 (e) UkaZeme, Ze limita neexistuje - pro vSechna A € R nalezneme ¢ takové,

ze pro kazdé § > 0 existuje z € P(0,0) takové, Ze |f(z) — A] > e. Necht A € R. PoloZme
e = 3. Necht § > 0. Nyni si vezmeme dva body z P(0,6), konkrétné z, = —g a xry = g.
Pak z definice f mame f(z1) = 0 a f(z2) = 1. Pak nutné jedna z téchto funkénich hodnot
mé vzdalenost od A aspoi 3: kdyby tomu tak nebylo a [A—1| < 3 a |[A—0| < i, tak z
trojihelnikové nerovnosti méme 1 =[1—0] < |1 — A|+|A = 0| < 3 + % < 1, coZ je spor.

Priklad 2 a.

. Spoj. ™
lim tanz = tan — = 1
% 4

Priklad 2 b.

T—r—00 T—r—00

2 2
lim (z+42)? = lim 2? <1—|—> VoAl
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Priklad 2 c.

1
lim e = lim — v22F 0
T—00 r—00 e¥
Priklad 2 d.
-3 1 =3 voAL

lim = lim — - ——
rx—oc0 7+ x T—00 I E+1

Piiklad 2 e. Pro pravé prstencové okoli dostavame

lim =3 VoAl =3
-7+ T+ 1w limy 74 (7 + )

Pro levé prstencové okoli ovSem dostavame

. =3 VoAL -3

lim =" S

z—T7— 7+ x limg, 7 (7+ x)
Limita tedy neexistuje.
Priklad 2 f.

: VoAL 1

im ——— "=~ =
z—oo logx + 1 lim, o0 (logx + 1)

Priklad 2 g. Pro pravé prstencové okoli dostavame

spoj. + VoAL

lim || —x 1—-1=0.
r—1+4+
Pro levé prstencové okoli ovSem dostavame
j. AL
lir? |lz] —x spoj. £ Vo 0—1=—1.
T—1—

Limita tedy neexistuje.
Priklad 2 h.
Plati L —1 < |1] <1 a tedy

1 1 1
Vm>0:m<—1>§:p{J <z—,
T T T

Vx<0:a:1§x{1J §$(1—1>.
z x x
1

1 .
lim a:<—1): lim 1—2 2 1= lim 1= lim 2~

l’—>0+ X l’—>0+ (E—>0+ (E—>0+ X

Plati

Tedy z Véty o dvou straznicich dostavame lim, o, @ L%J = 1. Analogicky odvodime lim,_,o_ x LIJ

1, a tedy lim,_,gx L%J =1.
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Priklad 2 i.

2 _ —
lim & + 4z 5:lim($ 1)(z+5)

SpOJ 6.
rz—1 r—1 r—1 (LE — 1)

= li T +5
Tr—r
Poznamenejme, Ze vyrazem x — 1 mtzeme délit, protoZe je na prstencovych okolich bodu 1

nenulovy.
Priklad 2 j.

?+4z -5 . (z—1)(@+5) . (z+5)
z—1 ([E—l)2 sl (33—1)2 ozl (56—1)

Na pravych prstencovych okolich 1 méme x—1 > 0, lim; 1, 2+5=6 > 0alim; ,;, -1 =0,

(z+5) _

tedy podle Véty 23 ("omezené krat nulova") plati lim 1) = Analogicky odtivodnime

I*)1+
.  w2idp
xl_lgl_ E;i’; = —o00. Tedy il_)ml E ?; = aljl_)IIll ‘”(;_4;”)25 neexistuje.
Priklad 2 k.
i 2 +3z+5-1 . a3(1+3% +5%5 — ) i 1+3L+55 -1
v=-co 823 +4x2 —3  wo-co 38441 -31L) 3—=00 8+4% -3

AL1+3-0-5-0-0 1
T T 844-0-3-0 8

Priklad 2 1.

Vyraz log(z — 3) neni na zadném prstencovém okoli bodu 2 definovén, limita tudiz neex-
istuje.

Priklad 2 m.

Na pravych prstencovych okolich 1 méme \/I% >0, limg 41, = 1> 0. Z véty o limite
slozené funkce (varianta zprava, zprava) pro f(y) = ;, A=0,B=0o0,g(z)=vaz?2—-1,c=1
s predpokladem (P) (g je na intervalu (1,00 prosta) plyne

. 1 VOLSF
lim ——— ="
a1y /o2 — 1

Tedy podle Véty 23 ("omezena krat nulova") plati

) x
lim —— = .
el /o2 — 1

Priklad 2 n.

23— 2z _ r(2? —2) ) 22— 2 spoj

#50 223 + 22 — 3z _:pg%x@x?—i—x—?)) T 0222 -1 — 3

CO\[\D

Priklad 2 o.

lim (a2 —z—-2)% lim (z—2)2(@x+1)20 lim (z 4+ 1) spoj. + voar, 310

252 (23 — 122 +16)10 — 252 (2 — 2)20(x +4)10 — 252 (2 4 4)10 - 210
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Priklad 2 p.

iy L)+ 220)(1 +382) =1 62% + 722 + 62 +1—1 i 623 + 722 + 6z
= 11Im = —_—nmm
mlir(l) X z—0 T z—0 X

= lim 622 + Tz + 6 22
x—0
Priklad 2 q.

Uzitim véty o dvou policajtech na z — 1 < x 4 sin z dostavime lim, oo © + sinx = 0o
Priklad 2 r.

po VO -5 L V925 Vo245 (Va4 Y242
e Yr2 s e hhaais (VP VE2a?
iy Q20 -25)(Va) + 2V +4) 2 = 8)(Va)? +2Vx +4)

8 (2 —8)(VO T 22+ 5) oy (z-8)(VOtorts)
— lim 2((\3/5)2 + 2\5/54‘ 4) spoj. + VoAL E
o8 (V922 +5) 5

Priklad 2 s.

i Vr+13-2y1+xz lim \/x+13—2\/1+a:.\/a?+13+2\/1+x
5 —

e 22— 203 22— 9 Vit B +2VIts oo 22— 9
. —3(1‘ — 3) . —3  spoj. + VoAL 1
=lim ————— = lim = -
z—3 (IE + 3)($ — 3) =321+ 3 16
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