8. cviceni - TeSeni

1. 12. 2022
Piiklad 1 (a)
1+
limg e @ = limy—s 00 ‘x'fﬂ — limg_yoo /1 + ;12 VoAL + VOLSF (S) 1

Nutno poznamenat, ze jsme vyuzili toho, ze x je kladné, neb x — oo.
Priklad 1 (b)

1
_ 22 + 1 o ey 1+ _ [ 1 VoAL + VOLSF (P)

Piiklad 1 (c)

) ) Ve +2+x . 2

lim Ve +2—vVz=lim Ve+2— vz - Y——n— Y- = lim ——— =
Jm Vo2 = Ve s lim Vet2- Ve a2 i oes
VOLSF (P) + VoAL 0

Piiklad 1 (d)

Spoj. 1

ve+1—-1 ver+1-1 \/:z:—i-l—l—lil, T

lim ——— = lim ==

1
. =lim——=1lim —
x—0 x z—0 x ve+14+1 z—0 ‘r(\/q;—kl—i—l) =0/ +1+1 2
Priklad 1 (e)

i Jr—6+2 i 26—z 4+2 Y62+ (V6 — 1)
m ————— = 11In . —
e——-2 2348 a2 a3+ 8 4426 —x+ (V6 —1x)2

. x+2 . 1

lim 3 3 = lim 3 3 -
e—=2 (23 +8)(4+2-V6—x+ (V6 —x)2) 2=-2(12—-22+4)4+2-V6—x+ (V6—1)?)
VoAL + spoj. 1

120

Pouzili jsme A% — B3 = (A — B)(A?2 + AB+ B?) a 23 +8 = (v + 2)(2% — 2z + 4).
Piiklad 1 (f)

Vaz+1 VOLSF VoAL 1
lim z(v2?2+1—2) = lim x(\/:c2+1—x)-u: lim il (B) + VoAL 1
r—00 T—00 ‘/l‘2—|—1—|—$ x_wol‘(l—l- 1+ 1) 2
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Piiklad 1 (g)

lim \/1—|—x—\/1—a;: - \/1+x—\/1—w_\/1+x+\/1—a:'é:
=0 Y1+ —Yl—a 2201+ —-1—2 Ji+z+/1—-2 A

. 20((V1+2)?+V1+a-V1—x+ (V1—2)%) VOLSF (P) + VoaL 3
20 20(V1+z+ 1 -2) 2

Kde

:(3/1+x)2+\3/1+$.\3/1_%‘_‘_(\3/1_1‘)2.
Pf‘ikladl(h)

lim \/2+x—\‘°’/x+20:
=7 \‘ym—Q
- lim V2H+a - Ve +20 A (V9+2)P+2(V9+2)* +4V0+a+8 _
=7 V9+z—2 A (VI9+z)P3+2(Vo9+2)2+4v9+x+38
~ m 2 +62° + 122 +8 —a® — 40 — 400 (VI+ ) +2(V9+2)* +4V9 +x +38 VoAL

27 9+z—16 A

VoAL 32 . a®+5z?—28z—392 32 spoj. 112
- G z—7 = o3 dm(e + 1204 56) "= o
Kde

A=(V2+2)°+ (V2 4+ 2)" Ve +20+ (V2 + 2)3(Vz +20)% + (V2 + 2)?(Vz + 20)>+
+ V2 + a(Va +20)* + (Vo +20)°

Pii¢em? jsme pouzili, ze 3 + 5x~ 28z — 392 = (x — 7)(2% + 12z + 56).
Piiklad 1 (i)

1 1 1 1
i YEF VT VT 55 ) w1 Am 0t g+ )
T—00
1 1
- *
ﬂ lim +/1 = L+ (+)
T—r00 T

a pouzijeme véty o limité slozené funkce pro f(y) = /vy a g(z) = 1— ﬁ Mame lim;_, o g(x) =
1 a f je v bodé 1 spojitad. Dostavame tedy

1 1 1

VS TRV AN

Piiklad 1 (j)

hmixmx_s_ . 1+20-9 Vr+2 lim VT +2 AL+_spoj.2g_4
a4 /T —2 a4 /1+224+3 ax—4 za4\/1_|_72x+3 6 3
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Piiklad 1 (k)

lim \/o +\/z+Vz—Vz = lim rHVetvroz
vee VeV o+ VT

1 1
' \/E 1—{—% ‘ ,/1"1‘@
= lim = lim =
r—r0o0 T—00
\/5(\/1+,/;+ L+ 1) \/1+,/;+ 141
; 1
AL a:ll{glo 1—’—\/5
: 1 1
xlin;o\/1+ sty s+l

a pouzijeme Vétu o limité slozené funkce. Nejdiive v Citateli vétu aplikujeme na f(y) = \/y
ag(r) =1+ % Je lim, 00 g(x) = 1, a tedy ze spojitosti odmocniny v bodé 1 mame,

ze i = 1. j teli t j asledovneé: loZ = /1 1
ze ygi VY V jmenovateli postupujme nésledovné: polozme f(y) +Vy+1a

g(z) = % + \/x%. Pak lim, o g(z) = 0, a tedy ze spojitosti funkce f zprava v bodé 0 mame,
ze lim f(y) = 2. Odtud
y—0+
1
(%) = 9
Piiklad 1 (1)
1 1 11 1 1
Y S SR B R SR 5+\/E+\/;_5+\/5+\/;
lim A|=+A/=+4/=—A|=—\/=+4/ == lim =
x—07F x x

&=

x x x x z—0t B
PRV Ry
2\/;/1+\/5
z—0t 3 3
ﬁ( 1+ \/z+22 + 1—\/:r+aﬁ)

lier\/l—l—\/E

x—0
lim \/1+\/2+22+ lim \/1—\/z+a:
z—0+t

z—0t

AL

= ()

(NI

a pouZzijeme tiikrat vétu o limité sloZené funkce. V ¢itateli uvazujme spojitou funkci f(y) =

V1+ 4y ag(r) =z Pak lim, o+ g(x) = 0, a tedy ze spojitosti zprava funkce f v bodé
0 méame lim+ f(y) = 1. V jmenovateli vyfesime prvni limitu: Polozme f(y) = \/1+,/y a
y—0

g(z) == 123, Pak lim,_,o+ g(x) = 0, a tedy ze spojitosti zprava funkce f mame lim+ fly) =
y—0

1. Pro druhou limitu ve jmenovateli volime funkce f = /1 — \/y a g(x) = z+as. Analogicky
jako pro prvni limitu jmenovatele ukazeme, ze i v tomto piipadé lim+ f(y) = 1. Odtud mame
y—0

(%) = 1.
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Piiklad 1 (m)

1
3 12_ _12
lim gj%((x+1)% —(x—l)g) — lim 43:3((9U+ )2 (x —1)%) i
T—00 20 (p4+1)3 4+ (x+1)3(x—1)5 + (z—1)3
. Azs
= llm 1 1 1 1 ) 1 3 2 =
s ((L+ )3 +(1+3)5(1—3)5 +(1—3)3)
AL 1
T im0 )i (D m ()it 1ys
S (4 38+ Jim (14 )3 Jim (1= )3+ Jim (1 -)

a pouzijeme CtyTfikrat vétu o limité slozené funkce Ukézeme prvnl z limit jmenovatele; ostatni

se spocitaji analogicky. Polozme f(y) = (1 + y)s ag(z) ==. Jelim; o0 g(z) = 0, a tedy ze
spojitosti funkce f v bodé 0 mame hr% fly) = 1. Odtud plyne, e
Yy—

Piiklad 1 (n) Spoc¢téme nejdiive limitu vyrazu v odmocning:

I x2—2x—% L 22(1 — xi)
o)

2
im = lim z
z—oo  3x2+3 T—00 ( _|_

@
W —

h .. . L ., 272—2x—l .
Nyni pouZijeme vétu o hmlte slozené funkce pro f(y) = /y a g(x ) = —grgs. Jiz jsme
spocetli, Ze lim, o g(x) = , a tedy ze spojitosti funkce f v bode = dostavame hm fly) =
y—3
%, coz je nés vysledek.
Priklad 2 (a)

. sin3z? AL sin 322
:}Lo x2 391%0 32 (+)

Pouzijeme VOLSF pro f(y) = sin(y)/y a g(x) = 322. Ziejmé lim, ,03z> = 0. Navic pro
x # 0 plati 322 # 0, a tedy mame ovéien predpoklad (P). Plati tedy

(¥) = 3 lim Y
y—0 y

=3-1=3.

Prava strana je definovana, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit.
Priklad 2 (b)
Funkce sin x je omezena a plati limg, oo % =0, a tedy limg o ** = 0.

Priklad 2 (c)

’ z? i 1 1 ALl 1 %)
- = —_— = = (%
2501 — cosda? 490 16 71—(503;12132 16 Jjm Locosda?
T

x—0 (4 2)

Pouzijeme VOLSF pro f(y) = % a g(x) = 42%. Zi¥ejmé lim, .o 42> = 0. Navic pro z # 0

plati 422 # 0, a tedy mame ovéen predpoklad (P). Plati tedy
1 1 11 1

16 lim 1— cosy 16 1 8'
y—0 y?

(%) =
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Prava strana je definovana, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit.
Priklad 2 (d)
tany/r 1 siny/z AL 1 I sinyx

lim im

z—0+ /21 _x—>0+ 2005\/_% \/5 - ﬁxi%l—l- \/5

Pouzijeme VOLSF pro f(y) = sin(y)/y a g(x) = /x. Ziejmé lim, o4+ /z = 0. Navic pro
x > 0 plati \/z > 0 zprava, a tedy mame ovéfen predpoklad (P). Plati tedy

1 . sinyy 1

(¥) = —= lim

V2u=0t Y V2

Prava strana je definovana, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit.
Priklad 2 (e)

V1 — cos 2 V1—cosxz? 22 AL, ZL V1 — cos 2 9 1i 1 — cos z2 (%)
= = 72 = 11m 7(:E2)2 _=

(%)

lm = ——— = lim 5 2 lim
z—0 1—cosx z—0 T 1 —cosx z—0 x z—0

Nyni spoc¢teme

1 — cos z2

22

Pouzijeme VOLSF pro f(y) = 1_;‘2)53’ a g(z) = 2%, Ziejmé lim, o022 = 0. Navic pro = # 0

plati 22 # 0, a tedy mame ovéien predpoklad (P). Plati tedy

1—cosz?

Znovu pouzijeme VOLSF, tentokrat pro f(y) = /v a g(z) = LR Vyse jsme spocetli

lim, 0 g(2) = 1/2, navic f(y) = \/y je v y = 1/2 spojité, tedy mame ovéien piedpoklad (S).
Plati tedy
(¥) = 2 lim \/y = V2.
y—3

Priklad 2 (f)
Z AL a znadmych limit mame lim, 0 57— = 1/1 = 1. Pouzijeme VOLSF pro f(y) = logy
x

a g(r) = z—. Vy3e jsme spocetli lim, 0 g(z) = 1, navic f(y) = logy je v y = 1 spojita, tedy
mame ovéfen predpoklad (S). Plati tedy

lim log< - ) = lim logy = 0.
z—0 sinz y—1
Priklad 2 (g)
i sin4a:‘— sin 3z AL lim si.n4af lim si.n 3z ~ lim 4sin4x .a:  lim 3sin 3z .x _4_3-1
z—0 sinx z—0 sinxz  =—0 sinx z—0 4x sinx =0 3z sinz

Obé limity spo¢teme snadno pomoci VOLSF a AL (detailni vypocet pfenechavame ¢tenaii).
Prava strana je definovana, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit.
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Piiklad 2 (h)

. 1—coszx . 1 1—cos?x AL, spoj 1 . sin2z AL
lim ———— = lim e =

1. . sinx . sinz 1
2 2 2 5 m
z—0 x z—01 4 cosx x 20 x 220 x =0 T 2

Piiklad 2 (i) Pouzijeme VOLSF pro f(y) = 24 a g(x) = w+1. Ziejmé lim, soz+1 = 1.
Navic pro x # 0 plati  + 1 # 1, a tedy méame ovéfen predpoklad (P). Plati tedy

. log(1+x) . logy
lim ——2 = lim =
z—0 x y—=1y — 1

1.

Priklad 2 (j) Pouzijeme VOLSF pro f(y) = 22;’;74'73%111 ag(r) = sinw. Ziejmé lim,_, /s sinz =

1/2. Navic pro z € P(n/6,1/42) plati sinxz # 1/2, a tedy mame ovéfen predpoklad (P).
Spocteme
202 +y—-1 . (y-Ly+1) . y+1

im —————— = lim ———% 2 — ]lim =
y—>1 202 =3y+1 41l 2y—1y—-1) yoly-—1
7Z VOLSF mame

. 2sin?z +sinz — 1 . 2y2—|—y—1
lim —— : =lm S5————=-3.
=g 2sin“z —3sinzx +1 41 2y* =3y +1

Piiklad 2 (k)

log(1 + 22 log(14+22) (14+z2)—-1 (1—-22)—-1
o log(la®) L og(l+a?) (1+a?)—1 (1-a?)

=0log(l—a2) 220 (1+a22)—1 (1—a2)—1 log(l— a?)
log(1 + a2 1+a%) -1 1—a%) -1
AL dosdat) (A Fa) =1 U=2) =Ly iy (= ()
a—0 (1+22)—1 2-0(1—22)—1 2-0 log(l —2?)
Snadno spo¢teme (II) = —1. Déle spocteme (I). Pouzijeme VOLSF pro f(y) = 1;%% a

g(z) = 1+ 2% Zfejmé lim, ,o1 + 22 = 1. Navic pro = # 0 plati 1 + 22 # 1, a tedy mame
ovétren predpoklad (P). Spocteme
log(1 + x?)

1
(I) = lim ———= = lim o8 Y =1.
1%0(1—{—1‘2)—1 y—ly —1

Obdobné se spocte (I11) =1, a tedy
() =1-(=1)-1=—1.

Prava strana je definovana, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit.
Priklad 2 (1)

< 2 ) log (1 — %) AL 2 log (1 — x%) ()

Y gz~ A im e
x x

2
lim zlog <1 — 2) = lim x
x

T—r00 T—r00

Na druhou limitu pouzijeme VOLSF pro f(y) = 1;%% ag(z) =1—2/2% Plati limg 00 1 —

2/x? = 1. Navic pro z € (0,00) plati 1 — 2/2% # 1, a tedy mame ovéFen predpoklad (P).

1
(+) =0 - lim —8Y

=0-1=0.
y%ly—l
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Pozor! Nesaté¢i prestat pocitat ve chvili, kdy spocteme, Ze prvni limita je rovna 0 a prohlésit,
7e cokoliv krat 0 je 0! To plati pro redlna ¢isla, my ale pracujeme na rozsitené realné ose,
ktera obsahuje nekonecno. Musime tedy dopoditat, Ze druha limita je realné &islo. AZ pak
vime, Ze vysledek je definovany (a tedy zaroven ovéiime predpoklady AL).

Priklad 2 (m)

log(2 + €3%)
im ————~
z—o0 log(3 4 €27)
Priklad 2 (n)
lim los(37)
. log(1+3%) AL .. as-0c 3" . 3" voLsF 1
lim ————== lim ————— lim — = =:-0=0
-0 log(l +2%)  a—-oc0 |y 108(1+2%) 200 27 1
T—r—00 2%
Pro ¢itatele pouzijeme VOLSF pro f(y) = log(1+y)/y a g(x) = 3*. Ziejmé lim,_,_ o, 3% = 0.
Pro jmenovatele pouzijeme VOLSF pro f(y) = log(14y)/y a g(z) = 2*. Ziejmé lim,_, . 2* =
0. Prava strana je definovana, ¢imz jsme ovérili pfedpoklady véty o aritmetice limit.
Priklad 2 (o)

i log(1+3%) _ lim log 3% +log(37* 4+ 1) ~ lim zlog3+log(37% +1) _
z—oo log(l 4 2%)  z—oolog2® +log(27% +1) z—o0 xlog2 + log(2=% 4 1)
log3 + = Llog(3=* 4 1) AL log 3
P log 2 + 1 ~log(27% 4 1) log 2

Prava strana je definovana, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit.
Priklad 2 (p)

2 xX
lim <1_ > = lim elog( ) VOLSF ,2

T—00 €T T—00
Kde poslednsledni rovnost ziskdme tpravou vnitini funkce a pouziti VOLSF (S):
2 log (1 — 2 ama lim
lim log (1 B ) o= Tim 2. g(1—-2) VOLSF+VOALznémé lim. _,
T

=2
T

T—00 T—r00

V posledni rovnosti bereme VOLSF g(z) = _7 a f(y) = M Prava strana je definovana,

¢imz jsme ovérili pfedpoklady véty o aritmetice limit.
Priklad 2 (q)

-7 e
. 1+a)\ 1-= . 1+z <1*z>1‘<1+\/5) . 142\ 1+v= spoj. 2 2 2
lim = lim = lim —'— (= S
=1\ 2+ =1\ 2+ =1\ 24+ 3 3

Priklad 2 (r)

VT
. 142\ t-e . 1tz ) 1-vZ VOLSF
lim < = lim QIOg(2+a:) -z = 60 =1

z—oo \ 2+ x T—00

Kde VOLSF (S) pouZijeme na vnitini funkei exponentu nasledovné:

1
1 1- 1+1\ -
A PR . 5 i M log1-0=0.
24+ 1—z Z—>00 E+1 = —1

T

g log
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Piiklad 2 (s)

3
2 _ 11—z 3w271'+1 z3
o (3P E RN ee(BE) s VOLSF o _ g
oo \ 222 +x+ 1 T—00

Kde VOLSF (S) pouZijeme na vnitini funkci exponentu néasledovné:

) 322 —x+1 x> ) 3—%4-2%2 2 AL
lim log : = lim log — 1 |- = —o0.
T—00 2$2+£L'+1 1—=zx T—00 24_5_'_172

Prava strana je definovana, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit.
Priklad 2 (t)

tan 2 T
lim [tan (g + x)} e = lim e[tanlog(g-‘rw)}tan% VOéSF e —

us s
=7 =7

Kde VOLSF (S) pouZijeme na vnitini funkci exponentu nasledovné:

lim [tan log (g + IL‘)] - tan 2x Al-Lspoj. —0

us
:B*)4

Prava strana je definovana, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit.

Priklad 2 (u)
) <logx+1>l°gx
lim (| ——
T—00 log x
Pouzijeme substituci y = log x:

Yy y o
lim <y+1> = lim <1+1> Odvozen:a hmltae

Y—00 y Yy—00 y

Tedy i

) <10gx+1>1°gx
lim [ ——— =e.
T—00 log

Piiklad 2 (v)

2 1
IOg(l—’—:E ).sinQ:c VO:LSF 61 = e

1
lim (1 + mQ) sinz = Jim e
x—0 r—0

Kde VOLSF (S) pouzijeme na vnitini funkei exponentu nésledovné:

1 2 1 .
i o [(1422) ] T 48 (1 g [(1 4 )] ) 12 VOIS + o i

2 z—0

. 2
ilg%log(l#—x)- .

sin?z -0

1
Zde pouzijeme VOLSF (S) na f(y) = log(y) a g(z) = (1 + )+, nebot vime, zZe liH(l) g(z) =e.
d
Prava strana je definovana, ¢imz jsme ovérili pfedpoklady véty o aritmetice limit.

Piiklad 2 (w)
log(14tan x) =1 VO:LSF el —e

I U ,
lim (1 + tanz)snz = lim e S
z—0 z—0
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Kde VOLSF (S) pouZijeme na vnitini funkci exponentu nasledovné:

log(1+tanz) tanz . log(l+tanz) 1
- = lim - — = lim . =
sinz  z—0 tanx sinx  z—0 tanx Ccosx

AL+VOLSF+znama lim +spoj. 1.1=1

lim log (1 + tanx) -
z—0

Zde pouzijeme VOLSF (S) na f(y) = %g(y) a g(x) = tanx, nebot vime, Ze lir%g(:n) =0.
z—
Prava strana je definovana, ¢imz jsme ovérili pfedpoklady véty o aritmetice limit.

Priklad 2 (x)

lim =_ =1
z—0

1 1
<1+tanx>sinl@limxﬁo(l—%tanx)smz e

1 +sinz lim, 0 (1 + sin x)ﬁ

Kde limita ¢itatele plyne z pfedchoziho piikladu a limitu jmenovatele spo¢teme pomoci sub-
stituce y = sin x a odvozené limity:

< |

lim (1
lim, (1 + )

=€

Prava strana je definovana, ¢imz jsme ovérili pfedpoklady véty o aritmetice limit.
Piiklad 3 (a) Spoc¢teme nejdiive limitu argumentu funkce arcsin:

1—=
im =—
z—oo 1 + 2
Nyni aplikujeme vétu o limité slozené funkce pro f(y) = arcsiny a g(x) = % Jiz jsme
spocitali, Ze lim,_,~ g(z) = —1, a tudiZ ze spojitosti funkce arcsin v bodé —1 zprava dostavame,

ze lim f(y) = —F ato je nas vysledek.
y——1+t

Piiklad 3 (b) Opét spoc¢itame nejdiiv limitu argumentu:
1
lim Va2 +2—2 = lim —— ° = lim ;1: AL = (%).

T—r00

Polozme f(y) =v1+y+1ag(x)= % Pak lim, ,~ g(x) = 0, a tedy ze spojitosti funkce f

v bodé 0 méame, Ze lin% f(y) = 2. Z véty o limité slozené funkce jsme tedy dostali, ze (%) = %
y—

Funkce arccos je spojita v bodé %, a tedy

lim arccos(Vz? +x —x) = lim arccosy = g

T—00 y_>§

Piiklad 3 (c) Vime, Ze funkce arctan x > 1 od jistého z¢ po¢inaje (nebot lim,_,~ arctan z =
5> 1). Dale vime, Ze limy_, o arccot z = 0 a arccot z > 0 pro kazdé = € R. Pro x > xq tedy

plati odhad arcclotx < xzz‘;‘;;” Vyraz nalevo ale diverguje k +o0o pro x — o0o. Z véty o dvou

. 3 : ya 13 arctanx __
policajtech tedy usoudime, Ze lim, oo ety = 00.
Piiklad 3 (d) Upravime
. 62 _ 62x . 62 _ 62x
lim ——— = lim —
r—1— arccoszT z—1— V arccos?x
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a soustfedime se na vnitiek odmocniny. Pocitejme za véty o limité slozené funkce. Polozme
2___,2cosy
e e

fly) = iz a g(z) = arccosz. Vime, Ze lim, ,;- g(z) = 0, a pro = € (3,1) plati, ze
g(x) # 0. Z podminky (P) tedy dostavame, ze

) €2 _ 2% ) e2 _ p2cosy 5 1— 62(cosy—1)
lim —— = lim —— =¢* lim
z—1- arccos?x  y—0+ y? y—0+ y?
2(cosy—1) _ 1 2(1 — 2(cosy—1) __ 1 2(1 —
— ¢ lim © A0Sy AL g g, T 2L gy 2 mcosy)
y—0+ 2(cosy — 1) Yy y—0t 2(cosy — 1) y—o+ Y

Druhé z limit je dvojnasobek znamé limity s funkci cosinus. Spocitdme lim 2zcosy) _ 1

y—0t v
K prvni limité uvazujme funkei f(y) = enyl a g(z) = 2(cosx — 1). Pak lim,_,g+ g(xz) =0 a

zaroveii pro z € (0, 3) je g(z) # 0. Z podminky (P) tudiz plyne, Ze

) eQ(cosyfl) -1 . e —1
lim — — = lim =

1.
y—0t 2(cosy—1)  zm0-

Odtud méme, Ze
(%) = €.

Na zavér aplikujeme vétu o limité slozené funkce jesté jednou, tentokrat pro f(y) = /vy a

o e2 g2z o, .. o« . ) ,V .. . <« 92
g(z) = S-5—. Spocitali jsme, Ze lim,_,;- g(z) = e, a tudiz ze spojitosti f v bodé e
dostavame

. e2 — g2z )
lim ——— = lim f(y) =e.
z—1— arccoszx y—e?
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