
5. cvičení - teorie
10. 11. 2022

Definice 1. Nechť x ∈ R. Potom číslo k ∈ Z splňující k ≤ x ≤ k + 1 nazýváme celou částí
čísla x a značíme ⌊x⌋ nebo [x].

Definice 2. Nechť {an}∞n=1 je posloupnost reálných čísel a L ∈ R. Řekneme, že L je vlastní
limita posloupnosti {an}∞n=1 , jestliže

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0, n ∈ N : |an − L| < ε.

Posloupnost {an}∞n=1 má limitu ∞ (resp. −∞), jestliže

∀K ∈ R ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0, n ∈ N : an > K (resp. < K).

Limity jsou jednoznačňe určené.

Věta 3 (O vybrané posloupnosti). Nechť {an}∞n=1 je posloupnost reálných čísel s limitou
A ∈ R. Buď posloupnost {bk}∞k=1 vybraná z posloupnosti {an}∞n=1. Potom už limk→∞ bk = A.

Věta 4 (Aritmetika limit). Nechť {an}∞n=1 a {bn}∞n=1 jsou posloupnosti reálných čísel a mějme
limn→∞ an = A ∈ R∗, limn→∞ bn = B ∈ R∗. Potom platí:

• limn→∞ an + bn = A+B, máli pravá strana smysl.

• limn→∞ an · bn = A ·B, máli pravá strana smysl.

• limn→∞
an
bn

= A
B , máli pravá strana smysl.

Věta 5 (Dva strážníci / Sendvič). Nechť {an}∞n=1, {bn}∞n=1 a {cn}∞n=1 jsou tři posloupnosti
reálných čísel splňující:

• ∃n0 ∈ N ∀n ∈ Nn ≥ n0 : an ≤ cn ≤ bn,

• limn→∞ an = limn→∞ bn = A ∈ R∗,

potom je limn→∞ cn = A.

Věta 6 (mizející a omezená). Nechť {an}∞n=1 a {bn}∞n=1 jsou posloupnosti reálných čísel splňu-
jící:

• {an}∞n=1 je omezená,

• limn→∞ bn = 0,

potom je limn→∞ an · bn = 0.

Věta 7 (O posloupnosti s kladnými členy). Nechť {an}∞n=1 je posloupnost kladných reálných
čísel a n ∈ N. Potom platí:

• limn→∞
an+1

an
= A =⇒ limn→∞ n

√
an = A,

• limn→∞
an+1

an
< 1 =⇒ limn→∞ an = 0,

• limn→∞ an = A ⇐⇒ limn→∞ an
m = Am ⇐⇒ limn→∞ m

√
an = m

√
A.
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Další užitečná fakta:

• RŮSTOVÁ ŠKÁLA: lnα n ≪ nβ ≪ bn ≪ n! ≪ nn, kde a ∈ (0, 1), b > 1

• An −Bn = (A−B)(An−1 +An−2B +An−3B2 + · · ·+A2Bn−3 +ABn−2 +Bn−1)

• (A+B)n = An +
(
n
1

)
An−1B +

(
n
2

)
An−2B2 + · · ·+Bn

• 1 + 2 + · · ·+ n = n(n+1)
2

•
∑n

k=1
1

k(k+1) =
n

n+1 (2. cvičení)

• limn→∞
1
2 · 3

4 · 5
6 . . .

2n−1
2n ≤ 1√

2n+1
(dokázáno v příkladu 6)

• platí limn→∞ an = ∞ pro a > 1 (dokázáno v příkladu 6)

• platí limn→∞ an = 0 pro a ∈ (0, 1) (dokázáno v příkladu 6)

• limn→∞ n
√
a = 1 pro a > 0 (dokázáno v příkladu 6)

• limn→∞(1 + 1
n)

n = e

• limn→∞(1 + 1
xn

)xn = e, pro posloupnost limn→∞ xn = ∞.

• x− 1 ≤ ⌊x⌋ ≤ x

• ⌊x⌋ ≤ x ≤ ⌊x⌋+ 1
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