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1 Dokaite, Ze existuje oteviend podmnoZina roviny V obsahujici bod (1,1) ta-
kova, ze mnozina
{(z,y): 2 +¢y>—22y=0} NV

je grafem néjaké funkce f, ktera je t¥idy C? na néjakém okoli bodu 1. Spodtéte

f(1) a ().

2 Dokazte, ze mnoZina
{(z,y): ¢ +Inz+zy = 0}
je grafem néjaké funkce f, ktera je tifdy C? na (0, 00). Déle
a) vypoctéte nulovy bod z funkce f a f'(zg);
b)* vypoététe limity f v nekoneénu a v nule zprava;
c)* dokazte, ze f nabyva absolutniho minima pravé v jednom bodg.

3  Uvazujme (Descartestiv list) D = {(z,y) : 2°+y® — 22y = 0}. Dokazte toto:

a) DnN{(z,y):x <0} je grafem funkce f, kterd je t¥idy C* na (—oo,0);

b)* f je klesajici a Hy = (0, 00);

c) existuje a > 0, pro které je mnozina D N {(z,y) : x > 0} sjednocenim graft
til funkci fi, fo, f3 takovych, Ze f; je definovana na [0,00), fo a f5 na [0,a] a
fi < f2 < fzna (0,a];

d) funkce f1, fo, f3 jsou jednoznaéné uréeny a kazda je t¥idy C°° na vnittku
svého defini¢niho oboru.

Dale
e)* dokazte, ze fi, f2, f3 jsou spojité a vySetiete jejich suprema a infima.

4 Dokaite, e existuje oteviend mnozina V' C R? obsahujici bod (3, —2, 2) takova,
Ze mnozina

{(z,y,2) €V : 2% —xz+y =0}
je grafem né&jaké funkce z = z(z,y). Vypoctéte teénou rovinu ke grafu funkce z

v bodé (3,-2,2) a 22(3,-2).

o

5 Necht funkce z = z(x,y) je t¥idy C' na néjakém otevieném okoli U bodu
(z0,Yyo) a spliluje na ném rovnici

z=x+arctgi.
z—x



(a) Vyjédiete 22(z,y) pomoci z,y, 2(z,y) na U.
(b)* Dokazte, ze pro kazdy bod (xg,¥0), yo > 0, existuje U a z(x,y) s vyse
uvedenymi vlastnostmi.

*6  Necht o € R je jednoduchy kofen rovnice n-tého stupné
P(z) = ajx™ +ajz" t+---+ai =0, af €R.
Dokazte, ze existuji € > 0 a § > 0 takova, ze pokud
la; —all <§, i=0,1,...,n,
pak ma4 rovnice apx" +a1x" P+ +a, =0 v (zg—¢e,x0 +¢€) pravé jeden

kofen x = x(aq,...,a,). Vypoctéte %(aé,a}k, S alk).

*7  Na zdkladé predchoziho piikladu vypoctéte ptiblizné (bez dikazu existence a
odhadu chyby) kofen rovnice
0,992% +1,022 — 10 = 0.
(Nahradte vhodnou diferenci funkce z(ag, a1, az, as) v bodé (1,0, 1, —10) p¥islus-
nym diferencidlem.)

8 Dokaite, ze existuji funkce u = u(x,y), v = v(z,y), pro které plati
u(1,2) =0, v(1,2) = 0, které na néjakém okoli U bodu (1,2) spliiuji rovnice

xe" TV £ 2uv =1, ye' Y —
a jsou na U t¥idy C'. Vypoctéte diferencidly du(1,2), dv(1,2).

9 (Priklad feSeny v K2.) Dokazte, Ze existuji funkce z(z,y), t(z,y), pro které
z(1,-1) =2, t(1,—1) = 0, a které spliiuji na n&jakém okoli bodu (1, —1) rovnice

1
x2+y2—§z2—t3:0, r+y+z—t—2=0.

Vypoététe parcidlni derivace druhého fadu funkce z(x,y) v bodé (1,-1).
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10 Vysetfete, zda nasledujici mnoziny jsou oteviené nebo uzaviené.
(z,y) : 2?2 <sin(z +93)} v R
(v,y,2) :x+y+z=uzcosy, ryz<z?+9y*} v R
{(z,y) : 23y +2y® <5, ay<a®+y?+1} v R2
.y, 2) : 2%y < arcsin(z + %)} v R3.
,y) : 2y < arcsin(z + %)} v RZ
(z,y) : 6 —arccosz < arcsin(z + y*)} v R%

11  Pfevedte do polarnich soufadnic (r,a) rovnici x% - y? =0
Y x

Vysledek pouzijte k nalezeni jednoho nekonstantniho feSeni piivodni rovnice na
celém R2.

12  Pievedte do polarnich souradnic Laplaceovu rovnici
9?u  0%u
— + == =0.
ox?2 = Oy?

13  Prepiste vyraz
F =220 — 20Y2gy + 122,y — T25 — Y2
do polarnich soutadnic r, a.

V nésledujicich tlohdch vypocététe S = sup{f(z) :z € M} a I =inf{f(z):z¢€
M}. Déle vySetiete, zda a kde f tyto hodnoty nabyva.

14 f(zy)=a" —azy+y>, M={(z,y):|z|+[yl <1}.
15 f(x,y,2) =10z +z—y, M= {(x,y,2):2> +y*+2* <1, z+y>0}.

16 f(z,y,2) = zyz, M:{(x,y,z):x2+y2+22 =l,z+y+z=0}

1 1 1 4
17 f(x,y):;+§, M:{(az,y):ﬁJr?:l}.

18 f(z,y,2) = (x+y+2)e” @FTWT2) M = {(z,y,2) :2 >0,y >0,z > 0}.



19 f(z,y)=y, M={(z,y):2°+y>—20y=0,2>0,y >0} (M je cast tzv.
Descartesova listu).

20 f(z,y)=x+y, M={(v,y):2>+y>—2ry=0,2>0,y>0}.
21 f(z,y) =2y, M={(z.y): (2" +y*)*=Kay}, K>0.
22 f(x,y,2) = y? +42° —dyz — 222 —2xy, M = {(x,y, 2) : 22° +3y> +62% = 1}.

*23  Necht A = (a;5);';—; je redlnd symetrickd matice. VySetiete extrémy kvadra-
tické formy Q(x) = (Ax,x) na jednotkové eukleidovské sfére {x € R" : ||z|l = 1}.
Z vysledku odvodte, Zze A mé alespon jedno vlastni ¢islo.

*24  Dokazte, ze funkce f(x,y,z) = x +y+ z nabyva svého maxima na (Vivianiho
kiivee) M = {(z,y,2) : 22 +y*> + 22 = 1, 2% + y? = 2} v bodé (x¢,v0, 20), kde 2o
je algebraické cislo.

*25  V roviné je dan trojuhelnik ABC. Hledejme bod P, pro ktery je minim&lni
veli¢ina
p(P, A) + p(P, B) + p(P, C).

a) Dokazte, Ze aspoil jeden takovy bod P existuje a mlze to byt pouze vrchol
trojuhelniku ABC nebo bod, z kterého je vidét vSechny strany pod stejnym
thlem.

b) ** Provedte uplnou diskusi problému.

26 Pomoci teorie vazanych extrému dokazte:
a) Nerovnost mezi aritmetickym a geometrickjm primérem n nezépornych ¢isel

a .. a/
Ut A e

n

b) * Holderovu nerovnost
1 1

n n P n q
E a;x; < E al E al |,
i=1 =1 1=1

kde a; >0, 2; >0, p > 1, %+%_
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27  Napiste Tayloriv polynom 2. ¥ddu funkce f(z,y) = 2 v bodsé (1,1).

28 Vysetfete lokdlni extrémy funkci

a) f(z,y) =a*+y* —a® — 2y — v

50 20

¢) flay)=(a® +yP)e .
29  Zjistéte, zda lokédlni extrémy z predchoziho prikladu jsou extrémy absolutni.

30 Dokazte, ze funkce  f(x,y) = (1+€Y)cosz — ycosy
mé lokdlni maximum v nekone¢né mnoha bodech a lokalni minimum v Zadném
bodé.

31 Dokaite, 7e funkce  f(z,y) = (z — y*)(2x — ¥*) m4 v bodé (0,0) loklni
minimum vzhledem ke kazdé pfimce prochazejici bodem (0,0), ale nema v bodé
(0,0) lokélni extrém.
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Vysetfete stejnomérnou a lokalné stejnomérnou konvergenci nasledujicich po-
sloupnosti funkci.

32 fu(z) =2" —2""" na(0,1). 33 fu(z) =2®" —2*" na (0,1).

34 fn(x):\/aﬁ—&—% na R. 35 fn(CL’)Zn(\/m—&—;—ﬁ)
na (0, 00).

*36  f.(z) =z arctgnz naR. *¥37  fulz) = (1 + %)n na R.

Vysetfete stejnomérnou a lokilné stejnomérnou konvergenci nésledujicich
funkénich fad.

= nr = x?
32 nz::l m na R 33 112::1111 (1 + n1n2n> na R
34 iarctg _2 na R. 35 i 2™ sin ! na (0,00)
n=1 .T2 + n3 n=1 3"
*36 i SINT (0, 27) 37 i D (—1,00)
n=1 n ’ ' n=1 T+mn 7 .
=\ sinz sinnx >\ cosnx
38 —— na (0,00). 39 arctg(nx+n) na (0,27).
n; s (0, 00) nz::l - g( ) na (0,2m)
. a
32  Necht (Dirichletova) fada 772’ a, € R,
n=1

konverguje pro x = xg € R. Dokazte, ze pak tato fada konverguje stejnomérné na
intervalu [zg, 00).
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oo .
33 Dokazte, ze funkce flz) = Z sn;L;m
n=1

ma spojitou derivaci na R a spojitou druhou derivaci na (0, 27).

34 Dokazte, ze Riemannova funkce zeta C(x) = —

je tiidy C'*° na (1, 00).

o0

, . x
35 Necht p, g > 0. PoloZzme f(x) = ; PSR
Dokazte, ze
a) f je spojitd na (0,00), je-li max(p,q) > 1 a
b) f je spojitd na R, je-li p+ ¢ > 2 nebo p > 1.
¢)* Najdéte nutnou a postacujici podminku pro spojitost f na R.

36 Ve kterych bodech maji derivaci funkce

) S )_,i e, b) o(x) —ijan'i'xz ?
37 Dokazte, ze

2) a;linolo; 1 +x;2x2 B nz::l %;

i S T =

Pomoci Abelovy véty sectéte nasledujici rady.

n=0 n=2



— n(n +2) 1 13 135

0 Y ———. *41 11— -+ -4
— 2 2 24 246
. sinna . cosna

*42 . *43 )
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38 Kterymi body roviny prochézi pravé jedno maximélni feSeni rovnice

xy —y =07

39 Najdéte viechna maximalni feSeni rovnice 3y’ = 5+v/y2,
pro kterd y(—2)=—-1a

a) y(0) = 1/2; b) y(0) =2; c) y(0) = 0.
40 Pro rovnici

, CoST
y =
ey

a) najdéte maximalni feSeni s y(0) = 0;
b) popiste mnozinu bodid roviny, kterymi prochédzi feseni definované na celé
primce.

41 Naleznéte vSechna maximalni feseni rovnice
y'(2 — %) = —3e* tgycos®y,
pro kterd y(0) = /4 a
a) y(ln3) = 0; b) y(ln3) = m/4; ¢) y(In3) = 7w/2.

V nasledujicich pfikladech najdéte vSechna maximalni feseni.

42 Yy +2zy = ze . 43 Y — 2y = 22*.
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42  Uvazujme soustavu linedrnich diferencidlnich rovnic

31 2y, 2e* —3
=0 M, 23

T T T

4 3 xet + 3et — 4
o= B wet 43— 4

T T T

(a) Dokazte, ze
{(@,2), (22)", 271}

je fundamentalni systém pfislusné homogenni soustavy na kazdém z intervalt (—oo, 0),
(0, 00).
(b) Najdéte tvar obecného FeSeni dané soustavy.

43 Najdéte obecné feSeni soustavy rovnic
Y1 =2y1 + Y2,

Yy = 3y1 + 4y

44 Najdéte obecné feSeni soustavy rovnic
y1=y1+3y2 +r+3

Yo =2y1 +2y2 +x — 2

45 Najdéte obecné Teseni soustavy rovnic
Y1 = —2y2 + 3z

Yo =2y1 +4
a FeSeni spliujici y1(0) = 2, y2(0) = 3.

46 Uvazujme rovnici

20 — 1 2 2+
" / —
Vo1V Tyl Yo 1




Dokazte, ze funkce 2z — 1, e™® tvoii fundamentédlni systém pfislusné homogenni
rovnice na kazdém z intervald (—oo,—1/2), (—1/2,00). Najdéte tvar obecného
feSeni dané rovnice.

Najdéte (na maximélnich intervalech) obecnd realné feseni nasledujicich rovnic.

47 " —8y=0. 48 4 — 6y 49y = 0.

49 ' +y= sirlm. 50 o/ +3y —dy=e 1" 4 xe "
51 ¢ +y=axsinx. 52 y" + 4y = 3sin 2.

53 y”—2y'+y:%. 54 5y — 6y +5y=es"sin %l

10



