1. série

V nésledujicich prikladech najdéte vSechna maximalni feSeni.

—

*7

*8

10

xy’—y(l—i—ln(g)) =0.
x

! .2
xy — 4y = 7\ /.

w2y = 22 + .

r+y—2+y(x—y+4)=0.
zy' =Vt +y?*+y.
(x—2y—5)+ 2z —y—4)y =0.

Najdéte maximdlni feSeni prochézejici bodem (0,0) rovnice
(2¢¥ —z)y = 1.

y'y* Vo +day' —y = 0.
y'y(dy? — 62%) + (2 — 9zy?)z = 0.

1+ y?sin 2z — 2yy’ cos® x = 0.



2. série

11  Uvazujme (Vivianiho kiivku)
M ={(z,y,2): 2* + 9+ 22 —1=0, 2> +y*> —z =0}

Naleznéte takovy bod a € M, aby P = M \ {a} byla jednorozmérna plocha. Uréete
teény vektorovy a teény afinni prostor (tj. tenu) plochy P v bodé (z,y, z) € P.

’ u v €T u , U Yy
12 Necht M ={(z,y,u,v): e=cos— = —, e=sin— =—}.
t y V2 yooV2 )
Dokazte, Ze existuje 6 > 0, pro které P := M N Us(1,1,0,%) je dvourozmérna
plocha. Najdéte bazi te¢ného vektorového prostoru ke plose P
v bodé (1,1,0,%).

13 Dokazte Tvrzeni PPRH:

Necht 1 < k < n, G C R¥ je neprazdnd omezena oteviend mnozina a ¢: G — R"
je prosté spojité zobrazeni. Necht @: G — R™ je spojité zobrazeni, které rozsifuje
zobrazeni . Pak ¢: G — ¢(G) je homeomorfismus, pravé kdyz plati podminka

P(0G) Np(G) = 0.

14  Necht ¢(t) = (cost,tcost), teR.

a) Je restrikce ¢ na interval (0,37/2) (resp. (0,57/4)) regudrni homeomorfis-
mus ?

b) Jsou obory hodnot téchto zobrazeni parametricky zadané 1-rozmérné plo-
chy ?

15 Dokazte, Ze mnozina
P:={(z,y,2): 2*+y*+22=1}\([0,00) x {0} x R)
je paramericky zadand 2-rozmérné plocha. NapiSte rovnici te¢ného afinniho prostoru

k P v bodé (371/2,371/2,3-1/2),

16 Necht

2t 22
o(t) = <t3_’_17 t3+1) ,  t€(0,00).



Je obor hodnot ¢ parametricky (resp. implicitng, resp. explicitné) zadané jedno-
rozmérné plocha ?

17 Necht P C R™ je k-rozmérna plocha (resp. parametricky zadand, resp. impli-
citné zadan4, resp. explicitné zadané k-rozmérna plocha). Necht d je difeomorfismus
definovany ve vSech bodech P. Je nutné d(P) plocha stejného typu?

18 Pro P C (0,00) X R necht P* je mnozina, kterd vznikne rotaci kolem osy z
mnoziny
{(z,y,2): y=0,(z,2) € P}.

a) Definujte mnozinu P* analyticky.

b) Dokazte, Ze pokud P je 1-rozmérné plocha (resp. implicitné zadana 1-rozmérna
plocha), pak P* je 2-rozmérnd plocha (resp. implicitné zadana 2-rozmérné plocha).

c) Dokazte, ze pokud P je graf C* funkce, pak P* je explicitné zadana 2-rozmérna
plocha.

d) Dokazte, ze pokud P je 1-rozmérnd parametricky zadand plocha, pak mnoZina
P*\ (R x {0} x R) je 2-rozmérné parametricky zadana plocha.

e) Necht P = {(z,y) : ||(z,y) — (2,0)|| = 1}. Uréete normélovy prostor anuloidu
P* v bodé (z,y,z) € P.

**19  Problémek 1.
Je-li M C R™ a a € M, pak béZné definice te¢ného kuzele TX(M) (“tangent
cone”, “contingent cone”) je tato:
T (M) je mnozina vSech v € R™, pro které existuji posloupnosti ¢,, > 0, z,, € M
(n=1,2, ... ) takové, Ze t,, — 0 a

lim zn — (a + tpv)||

n—oo tn

=0.

Dokazte, ze pokud M je k-rozmérné plocha, pak T (M) = To(M).



3. série
20 Dokazte, ze uzavér souvislé mnoziny je vzdy souvisld mnozina.

21 Necht A, B jsou souvislé podmnoziny stejného metrického prostoru. Musi byt
a) AN B souvisld ?
b) AU B souvisla ?

*22  Dokaite, Ze eukleidovské prostory R a R? nejsou homeomorfni.
Névod: Necht a € R, b € R% Vysettete, zda mnoziny R\ {a}, R?\ {b} jsou
souvislé.

23 Necht ¢ je jednoduché uzaviens cesta v R? a G, H jsou disjunktni souvislé
nepradné oteviené mnoziny takové, ze R? \ (p) = G U H. Bez pouziti Jordanovy
véty dokazte, Ze:

Jedna z mnozin G, H je omezena a druhd neomezena.

*{p) =0GUOH.

** (Problémek 2)  Za pfedpokladu, ze ¢ je skoro reguldrni, dokazte, ze

(p) = 0G = 0H.

)
b)
0

24  Necht ¢ je cesta popisujici rovnomérny pohyb z bodu (1, 1,1) do bodu (2, 2, 3)
v Casovém intervalu [0, 1]. Necht v(x,y, z) = (z,y,2). Spoctéte kiivkové integraly
(kde v druhém integralu jde o obvykly zkraceny zapis)

L(x—ky) ds, L(ydz+x dy), Lv dep.

25 Spodtéte t&zisté pulkruznice.

26 Nechf a,b > 0 a ¢(t) := (acost,asint,bt), t € [0,2n], (jeden zavit Sroubo-
vice). Spoctéte

/(yz dz + zz dy + zy dz).
©

27  Necht pro celé n je ¢, (t) = (cosnt,sinnt), ¢ € [0,27]. Pro z = (0, 0) spoctéte
ind,(2) = w(p, 2).



28
Necht ¢(t) = (t —sint, 1 — cost), t € [0,27] (¢ast cykloidy) a v(t) = (¢,0),
t € [0,27]. Polozme ¢ :=1 — v.

a) Ovéfte platnost Jordanovy véty pro .
b) Pornoci klasické Greenovy Véty spoététe Ao (Int ©).
b)

*29  Necht ¢ : [0,1] — R?, v :[0,1] — R? jsou C* cesty, pro které
8) $(0) = 1(0), v(1) = v(1) a valt) < valt), te (0,1)
b) ¥} (t) > 0a vi(t) >0 pro te€[0,1].
Polozme ¢ :=1 — wv.

(i) Ovéfte platnost Jordanovy véty pro .
(i) Dokazte, ze pokud f je funkce tiidy C! na oteviené mmnoziné obsahujici
uzévér mnoziny Int ¢, pak plati

/f dx = / of dzx dy.
© Int @ ay

Navod: Cesty v, v ,reparametrizujte pomoci x*, pouzijte Tvrzeni ZP a pak
postupujte jako ,,pro ¢tverec”.

30 (astroida; jedna z hypocykloid)
Necht ¢(t) := (cos® t,sin®t), t € [0, 27].

a) Ovéfte platnost Jordanovy véty pro .
b) Pomoci klasické Greenovy véty spoctéte Aa(Int ).

*31  (Steinerova hypocykloida)
Necht (t) := (2cost + cos2t,2sint —sin2t), ¢ € [0, 27].

a) Dokazte, ze ¢ je jednoducha uzaviena skoro regularni cesta.
b) Pomoci klasické Greenovy véty spoctéte \y(Int ).
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32 (&&st helikoidu)
Necht
P :={(z,y,2z) = (ucosv,usinv,v): 0<u<1,0<v<2rm}
Spoctéte pz(P) a [,z dS.

33 Necht a,b,c € R™ jsou nekolinearni body a uvazujme trojihelnik

P={aa+pb+~vyc: a>0,>0,v>0,a+F+y=1}
(a) Pro piipad n = 4, a = (0,1,2,0), b = (1,3,0,0), ¢ = (0,0,2,4) spoctéte

pi2(P).
(b) Spoctéte tézisteé T' = Tp.

34 Necht
Pi={(z,y,2): 2*+y*+2*=12>0}.
Spoctéte us(P) a t&ziste T = Tp.

35 Necht
P:={(z,y,2): 4z—xy=0, 2 4P < 1}
Spoctéte ua(P).

36 Necht P C R" je k-rozmérnd parametricky zadané plocha. Dokazte, ze

/P(erg)dS:/PdeJr/PgdS,

maé-li prava strana rovnosti smysl.

37 Necht P; a P, jsou k-rozmérné parametricky zadané plochy v R™, pro které
wr(P1) = pi(P2). Plati nutné pg(a(Pr)) = pi(a(Py)), je-li a: R" — R™

(a) obecné prosté afinni zobrazen;

(b) izometrické zobrazeni, tj. « = a + L, kde a € R™ a L je unitarni zobrazeni?

*38 Necht P, a P, jsou k-rozmérné parametricky zadané plochy v R™ takové, Ze
(*) PANPy,=0 a P,NP =0.
(a) Dokazte, ze P = P; U P, je parametricky zadand plocha a uy(P) = ug(P1) +
2
)

1 (P2).
(b

Mvoey

Co lze ¥ici o vztahu tézist Tp, Tp,, Tp,?
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39 (Mdbitv list)
Pro (t,a) € G := (—1,1) x R necht

o(t, ) = ((2 + tcos(a/2)) cosa, (2 + t cos(a/2)) sin v, t sin(/2)) .

a) Spoctéte w, (0, o).
b) Dokazte, ze P := ¢(G) je dvourozmérné plocha.
c) Dokazte, ze P neni orientovatelna. (Pfirozené je uzit a).)

40 (Mira rotacni plochy.)
Nechf mnozina P z Ulohy 18 je jednorozmérna parametricky zadana plocha.
Dokazte, ze pak

/LQ(P*) :27T/ T ds.

P

41  Spoctéte miru povrchu anuloidu (viz Uloha 18 e)).

42 Nechf a,h >0a P:={(2,y,2): 22 +y?> =a® —h<z<h}
(i) Ukazte, ze P je souvisld orientovatelnd plocha a najdéte obé jeji spojita

jednotkové normélova pole v!, 2.

(ii) Necht F(z,y,2):= (z,y,2), (z,y,z) € R3. Pro obé orientace spoctéte tok

— =
/FdS.
P

43 Necht

Ovéfte rovnost z véty o divergenci pfimym vypocétem obou stran. (Objem koule
nepoditejte.)

44 Necht G je vnitfek kuzele s vrcholem (0, 0, 1), jehoZ podstavou je kruh v roving
xy o poloméru 1 se stfedem v poc¢atku. Necht F(x,y,2) := (z,y,x+2), (z,y,%2) €
R3. Ovéite rovnost z véty o divergenci pfimym vypoétem obou stran.



45  (Descartova smycka.) Pomoci Gaussovy véty spo¢téte miru mnoziny

G={(z,y): 2>4+1y>—22y <0, >0,y > 0}.

46 (Newtonovo gravitacni silové pole.) Necht a € R? a

a—x

v(z) = r e R3\ {a}.

la —2|*”

Necht ¢ : [0,1] — R3\ {a} je po ¢astech C! cesta, pro kterou ¢(0) = a +e; a
(1) = a + 2ey. Spoctéte
/U dep.
©

(Navod: najdéte potencial pole v.)

*47  Uvazujme jednotkovou sféru P = {(x,y,2) : 2? +y* + 22 = 1} jako hmot-
nou plochu s plosnou hustotou 1. Dokazte, Ze prislusna gravitacni sila piisobici na
hmotny bod umistény v bodé a = (0,0,v), 0 < v < 1, je nulova.
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48 (Gausstv integral v R3.)
Necht G C R? a v jsou jako v Gaussové vété, a € R3 a

T—a
v(z) = ———.
=
Necht
I(a,Q) = / TdS = (v,v)dS.
8.G G

Dokazte, ze -
(i) pokud a ¢ G, pak I(a,G) = 0;
(ii)* pokud a € G, pak I(a,G) = 4.

49 Necht P := {(2,9,2) : 3x + 2z = 6, 22 + 9% < 4} a F(z,y,2) := (z,2,v),
—_— =
(z,y,z) € R3. Plochu P orientujte a pii této orientaci spoctéte Jprot F'd S
(i) z definice;

(ii) pomoci Stokesovy véty.

50 Necht G:=(1,2) x (0,27) a
Y(u,v) := (ucosv,usinv,v), (u,v)€G.
Necht plocha P := ¢(G) (¢ast Sroubové plochy) je orientovand pomoci ¢ a
F(z,y,2) = (2> — 22,22 — oy y* — 2%), (x,y,2) €R>.

. .7 v — =4 . o . ’ ~
i adfete T := [, o ako Lebesgueiiv integral pres G.
Vyjadrete T prot F'd S jako Lebesg tegral pres G
ii) Pomoci Stokesovy véty vyjadiete T jako soudet jednorozmérnych Lebesgu-
ii) P i Stok &t jadrete T jak det jed érnych Lebesg
eovych integralii (sta¢i napsat ¢tyfi z nich).
(i) Jednou z metod T spoctéte.

51 Necht plocha P je ,otevieny trojuhelnik® s vrcholy (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)
a F(x,y,2) := (y?, 22,2%), (x,y,2) € R3. Plochu P orientujte a pii této orientaci
—_ =
spoctéte [,rot F'dS
(i) z definice;
(ii) pomoci Stokesovy véty.

52 Necht P:= {(z,y,2) : 2+ 2 =1, 22 + y* + 2% < 1} je orientovana “nahoru,;

tj. polem v, pro které vz > 0. Necht F(z,y,2) := (y,2,7), (v,y,2) € R3. Spoctéte
— —

Jprot FdS



(i) z definice;
(ii) pomoci Stokesovy véty.

53  Necht F je vektorové pole tiidy C? na oteviené podmnoziné G’ C R3. Dokazte,
ze na G
div(rot F') = 0.

54  Necht
Pri={(z,y,2): 2 =1, 22 +y*+22 <4} a Pyi= {(z,y,2): 2> 1, 2 +y>+2° = 4}.
jsou orientované plochy a F = (Fy, Fy, F3) € C*(R3). Polozme

—_— — —_— —
T ::/ rot FdS, Ts ::/ rot F'd S .
Py Py

Dokazte, ze |T1| = |T5|
(i) pomoci Stokesovy véty;
(ii) v piipadé, ze F' € C?(R3), pomoci Gaussovy véty a piedchozi tilohy.

55 Necht G C R™ a v jsou jako v Gaussové vété. Dokazte, Ze

[ v(z) dS(z) =0,
oG

kde plosny integral 1. druhu z vektorové funkce se pfirozené definuje po slozkach.
(Zkuste vysledek fyzikdlné interpretovat.)

56 Necht G C R? x (—00,0) a v jsou jako v Gaussové vété.
(i) Pomoci Gaussovy véty vyjadiete

/ cxszv(ry, e, x3) dS(x), kde ¢>0.
oG

(i) V pifpads, ze G je konvexni (nebo obecné&ji R?\ G je souvisld) a ¢ = pg, kde p
je hustota kapaliny a g tihové zrychleni, interpretujte (i) jako odvozeni Archimédova
zdkana z Pascalova zédkona. (Z Gaussovy véty lze urcit také celkovy otaéivy Gcinek
vsech elementarnich tlakovych sil: ten je stejny, jako kdyby vysledna sila pusobila

vvvvvvvv

10
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57 Necht (X, p), (X, o) jsou separabilni (resp. Gplné, resp. totalné omezené, resp.
kompaktni) metrické prostory. DokaZte, Ze jejich souéin méa stejnou vlastnost.

58 O metrickém prostoru [2 dokazte, Ze je separabilni, ale neni totalné omezeny.
59 Dokazte, ze prostor [°° neni separabilni.

60 Dokazte, Ze prostor spojitych omezenych funkei na (0,1) se supremovou me-
trikou neni separabilni.

*61 Dokazte, ze K = {(x1,22,...) € I : |z,| < 1} je kompaktni podmnozina
prostoru Is.

62 Dokazte, ze podmnozina tuplného metrického prostoru je rezidudlni, pravé
kdyz obsahuje hustou Gs mnozinu.

63 Pomoci Baireovy véty dokazte, Ze mnozina raciondlnich ¢isel neni typu Gs v
R.

64 Dokazte, ze hranice uzaviené (oteviené) mnoziny je vzdy fidkd mnozina.
65 Dokazte, Ze kone¢né sjednoceni fidkych mnozin je opét ¥idkd mnozina.

**¥66 (Problémek 3) Baireovou metodou kategorii dokazte, ze existuje spojita funkce
na (0, 1), kterd neni monoténni na zddném intervalu. (Navod: Dokazte, Ze mnoZina
funkci f € C[0,1], pro které existuje interval, na kterém je f monotdénni, je 1.
kategorie v C[0, 1].)

11



8. série

67

a) Dokaite, 7e cos*” x ,n =0, 1,2, ... je trigonometricky polynom. (Navod : Vyjad-
fete cos x pomoci Eulerovych vzorca.)

b) Z pfedchoziho vypoctéte f;ﬁﬂ cos®™ z coskxdr, k= 0,1,... pomoci kombinaé-
nich ¢isel.

¢)* Dokazte, ze realnd funkce f(x) na R je trigonometricky polynom , pravé kdyz
existuje polynom dvou proménnych P(u,v) takovy, Ze plati
f(x) = P(cosz,sinx).

68  Sectéte trigonometrickou fadu Y-, ¢"sinnz pro q € (—1,1). Je tato fada
Fourierovou fadou svého souc¢tu?

69
a) Sec¢téte trigonometrickou fadu Z

n=0

o0
cosnxe

n!
2w
b) Pomoci a) vypoctéte / €% cos(sinz) cosnzdr pron =0,1,....

1
27!'

70 Najdéte trigonometrickou fadu, jejiz soucet je:
a) z? pro z € (—m, 7). Pouzijte pro z = 0.
b) x pro x € (—m, 7). Pouzijte pro x = 7.
s

)
c¢) sinaz, (a € R) pro x € (—m, 7). Pouzijte pro x = 7.
d) 2?2 pro x € (0,27). Pouzijte pro z = 0.

71
a) Funkci f(x) = x napiSte na (0, ) jako soucet kosinové fady.
b) Funkci f(z) = 22 napiste na (0, 7) jako soucet sinové fady.

*72  Necht f je lipschitzovskd funkce na intervalu (7/2, 7). Dokazte, Ze lze najit
¢isla ¢,,, aby

Z cncos(2n— 1)z = f(z) pro z € (7/2,7).

12



73

(a) Necht 0 < v < 1 a f je spojitym rozsifenim funkce |z|*cos(1/z) na
interval [—1, 1]. Dokazte, Ze f nemé& kone¢nou variaci na [—1, 1].

(b) Necht g € P(27) a f = g na néjakém okoli bodu 0. Dokazte, ze Fourierova
fada funkce g ma v bodé 0 soucet 0.

*74  Dokazte, ze pii a > 1 mé funkce f z pfedchozi tlohy konecnou variaci na
intervalu [0, 1].

75  Necht funkce f, g maji koneénou variaci na intervalu [a, b]. Dokazte, Ze funkce
[+g, fg,max(f, g) a (pokud inf ¢, 4 g(x) > 0) f/g maji kone¢nou variaci na [a, b].

*76 Dokazte ,Eulertv rozklad funkce sin 7z na kofenové ¢initele®

sinme = mx H(l — ﬁ)’
n=1
(ktery plati pro kazdé x) pro x € (—1,1). Dosazenim x = 1/2 dokazte Wallisovu
formuli. Navod:
(a) Rozvinte funkci f(x) = cosax, 0 < o < 1 na [—x, 7] do Fourierovy fady.
(b) Vysledny vzorec aplikujte pro x = m. Dostanete ,rozklad funkce cotg ra
na parcialni zlomky“

oo
1 2c 1
Cotgﬂ'a—fzf S 5
iyes ™ 10[ N
n=

(c) Tuto identitu integrujte od 0 do 0 < = < 1.
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