Obsah

Prfedmluva

1. Metrické prostory

1.1
1.2
1.3
14
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
1.10
1.11
1.12

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
2.10
2.11
2.12
2.13

2.14
2.15

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8

Pojem metrického prostoru . -
Normované linearni prostory a umtarm prostory
Zakladni pojmy teorie metrickych prostort
Funkce a zobrazeni na metrickych prostorech
Vztahy mezi metrikami

Soudin metrickych prostort; dvo jna a dVOJnasobna llmlta

Separabilni a totalné omezené prostory .
Uplné metrické prostory .

Kompaktni prostory

Souvislé prostory .

Lineérni zobrazeni mezi normovanyml llnearnlml pI'OStOI'y

Bilinedrni a multilinedrni zobrazeni

Diferencialni pocet funkci vice proménnych

Parcidlni derivace a totélni diferencidl redlné funkce
Derivace zobrazeni mezi eukleidovskymi prostory .
Derivace slozeného zobrazeni a sloZené funkce

Véta o pfirastku funkce . .
Parcialni derivace vySsich fada a funkce trldy Ck
Zaménnost parcidlnich derivaci

Diferencidly a derivace vyssiho fddu a Taylorova veta
Lokalni extrémy

Véta o implicitnich funkc1ch

Difeomorfismus a reguldrni zobrazeni

Kiivocaré soutfadnice

Zaména proménnych .

Hladké k-rozmérné plochy v R” .

2.13.1 Uvodni Gvahy Coe

2.13.2 Ruzné typy ,kust ploch“ .

2.13.3 Teény prostor ke k-rozmérné CP plose
Vézané extrémy .

Véta o hodnosti; funkce zav1sle a nezav1s1e

Uvod do diferencidlniho poétu v Banachovych prostorech

Fréchetova a Gateauxova derivace; derivace slozeného zobrazeni .

Zobrazeni tiidy C*

Zobrazeni ze soutinu prostord

Piiklady vypoctu Fréchetovy derlvace

Derivace vyssich fada . ..

Derivace vyssiho fddu slozeného zobrazem
Vlastnosti zobrazeni L + L1, L € Tzom(X,Y)

Véta o inverznim zobrazeni a véta o implicitnich funkcich

o Ot W

16
23
26
28
30
33
35
37
44

49

49
64
70
74
7
81
88
97
101
112
116
121
125
125
125
134
138
143

149

150
156
157
159
161
165
167
169



4. Fourierovy fady a Fourierova transformace

4.1
4.2
4.3
44
4.5

Fourierovy fady periodickych funkci
Fejérova véta a jeji disledky

Fourierovy Fady v Hilbertové prostoru
Aplikace na klasické Fourierovy fady .
Fouriertuv integral a Fourierova transformace

5. Uvod do teorie ploiného a ki¥ivkového integrilu

5.1  Uvod .
5.2 Star$i a novéjsi prlstup k plosnemu 1ntegralu 1 druhu . .
5.3  Definice k-rozmérné miry na k-rozmérném afinnim podprostoru R”
5.4  Definice k-rozmérné miry na jednoduché k-plose
5.5  Definice k-rozmérné miry na ,minimdalni“ o-algebie Py,
5.6  Definice a vypocet plosného integré,lu 1. druhu .
5.7  Vektorovy soudin . ..
5.8  Lokélni koeficient zmény k -rozmérné miry a Jeho vypocet
5.9  Orientace (n — 1)-rozmérnych ploch pomoci normélového pole
5.10 Reguldrni hranice oteviené podmnoZiny R” . .
5.11 Tok vektorového pole orientovanou plochou a Gaussova veta
5.12 Kfivkové integraly 1. a 2. druhu .
5.13 Greenova véta
5.14 O Stokesové vété .
6. Dodatky
6.1 Limita vzhledem k bézi filtru .
6.2  Orientace vektorového prostoru .
6.3 O pojmu k-rozmé&rné miry v R” .
6.4 Dikaz véty o existenci a jednoznacnosti py,
6.5 Dikaz Gaussovy véty . .
6.6 Né&které véty z teorie miry a 1ntegralu
6.7 O pojmech z linedrni algebry .
6.8  Umluvy a terminologie
Literatura
Rejstiik

175

175
193
199
209
211

217

217
218
220
224
227
229
231
235
239
241
244
254
261
265

273

273
277
279
281
284
288
291
293

295
297



Predmluva

Tato publikace je ur¢ena predevsim pro studenty druhého roéniku specializace ma-
tematika.

Hlavni ¢asti publikace je kapitola 2 s ndzvem ,Diferencidlni pocet funkci vice
proménnych®. Tato ¢ast ma raz udebnice, dikazy jsou Uplné a je ji v podstaté
mozno studovat zcela samostatné. M4 obvykly tradi¢ni obsah, ktery mirné prekra-
¢uje sylabus prednasky. Jak je v novéjsich ulebnicich bézné, zakladnim pojmem
je diferencial (derivace) zobrazeni mezi eukleidovskymi prostory a teorie vazanych
extrému je zaloZena na zdkladech teorie k-rozmérnych ploch v R”. Vyklad je veden
na zakladé prednések, které jsem mél nékolikrat na MFF UK. Pfi jejich pfipravé
jsem pouzival fadu zdrojti, zejména [D II], [Fi], [Zo], [Fe] a [KF].

Vyklad diferencidlniho poctu funkei vice proménnych se jiz tradi¢né opira o ele-
menté4rni teorii metrickych prostort, jejiz vyklad lze nalézt naptiklad v [D II] a [Ce].
Také proto kapitola 1 obsahuje pouze prehled zakladnich vysledk teorie metrickych
prostori a je minéna hlavné jako zdroj odkazt pro dikazy v kapitole 2. Dikazy vét
jsou uvedeny jen vyjimeéné. Vyjimkou je vyklad o linedrnich (a multilinedrnich)
zobrazenich, ktery neni obsazen v [D II], a proto je veden vétsinou s dikazy.

Kapitola 3 obsahuje tvod do diferencidlniho poc¢tu v normovanych linearnich
prostorech. Jde skutecné jen o ivod do teorie; Uplnéjsi vyklad lze nalézt naptiklad
v [Ca] a [FM]. Nékteré diikazy jsou pouze naznaceny, coZ je vzdy zminéno. P¥i psani
jsem vychézel hlavng z [Ca], ale také ze [Zo], [FM] a [Fe].

Kapitola 4 obsahuje stru¢nou teorii Fourierovych fad a velmi kratky (klasicky
vedeny) Gvod do teorie Fourierova integralu a Fourierovy transformace.

Kapitola 5 obsahuje jistou ,,minimdalni verzi“ teorie plosného a kfivkového inte-
gralu v R”. Zamérem bylo

a) co nejjednoduseji piesné formulovat a dokdzat Gaussovu a Greenovu vétu
tak, aby je bylo moZno pfesné a pohodlné aplikovat na konkrétni ,po Castech
hladké“ plochy a kfivky, a

b) vysvétlit (pomoci klasického postupu) Ctenéfi intuitivni smysl zékladnich
pojmi a vét.

Vyklad vychézi do zna¢né miry z [Kop], [CM], [LM], [Rul], [Zo] a z jedné mé
vybérové pfednisky na MFF UK. K jeho pochopeni je nutné (a staci) znat teorii
miry a integralu v rozsahu pfedndSeném ve 3. semestru oboru matematika.

Gaussova (a Greenova) véta je v hlavnim textu dokdzana pouze v obvyklém
specidlnim piipadé. Dikaz obecného piipadu je obsazen v dodatku.

Posledni kapitola 6 obsahuje fadu dodatki, mj. ohledné pouzivané terminologie.

I pomérné systematické kapitoly 2 a 4 jsou minény hlavné jako doplnék k pied-
nagkam. Jejich obsah jen mirné pfesahuje to, co lze stihnout na prednasce, a také
vyklad neni veden v plné obecnosti. V zadném pfipadé nemiize ovSem nahradit
obsazné ucebnice jako jsou napf. [D II, [J II], [Fi] nebo [Zo].



Cely vyklad publikace je ov8em silné ovlivnén tradici na MFF UK (utvére-
nou hlavné dilem V. Jarnika, ale také naptiklad skripty a prednaskami J. Marika,
J. LukeSe, J. Miloty a J. Kopécka).

Dékuji kolegim doc. P. Holickému, prof. M. Hugkovi, dr. J. Jelinkovi, dr. O.
Kalendovi, prof. J. LukeSovi, prof. J. Malému, doc. J. Staré, doc. J. Veselému, dr.
M. Zelenému a zejména dr. J. Kolafovi, ktefi Cetli nékteré ¢asti rukopisu, upozornili
mé na velké mnozstvi nedostatkidl a dali mi fadu cennych rad.

Dale dékuji P. Charvétovi za zhotoveni obrazk.

Budu vdécen za upozornéni na chyby a kritické pfipominky (napf. na e-mailovou
adresu zajicek 77 karlin.mff.cuni.cz); nalezené chyby budu zvefejhiovat na své webové
strance.
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1. Metrické prostory

1.1 Pojem metrického prostoru

Hlavni naplni této publikace je diferencidlni pocet funkci vice proménnych. Je zcela
ziejmé, Ze bez vySetfovani téchto funkci se neobejdeme napiiklad v geometrii a ve
fyzice. Napiiklad teplota T v bodé prostoru s kartézskymi soufadnicemi z,y, 2z

v Case t se popisuje funkci 4 proménnych: T = f(x,y, 2,1).

Redlnou funkci n proménnych f(z1,...,2,) pfirozend chadpeme jako zobrazeni
z mnoziny R do R. Pfitom R” je mnozina vSech usporadanych n-tic redlnych ¢isel.
KaZdou takovou n-tici zapisujeme symbolem (z1, ..., z,) a nazyvame ji bodem pro-
storu R"; redlnd &isla x1, . . . , £, nazyvame jeho slozkami (nebo také soufadnicemi).

Chceme-li vybudovat teorii funkci vice proménnych, musime pro né ovSem nej-
prve definovat pojmy limity a spojitosti, které jiz v teorii funkci jedné proménné
jsou zcela zékladni.

Tento kol miizeme Tesit tak, ze si nejprve v R™ pfirozenym zplisobem zavedeme
pojem vzdélenosti dvou bodd. Prostory R? a R3 si piedstavujeme jako ,geomet-
rickou rovinu“ a jgeometricky (trojrozmérny) prostor“, ve kterych jsou zavedeny
systémy kartézskych soufadnic. Napiiklad prvek (z,y,z) € R® si piedstavujeme
jako bod ,geometrického prostoru“ s kartézskymi soufadnicemi (z,y, z). Poznatky
analytické geometrie ndm pak umoznuji pfirozenym zptisobem definovat pfimky, ro-
viny a také vzddlenost dvou bodt v R3. Specidlné eukleidovskou vzdalenosti dvou
bodl z = (21,22, 23), ¥ = (y1,¥2,y3) nazyvame redlné &islo

pl,y) = /(21— y1)? + (22 — 12)? + (23 — y3)>.
Tim jsme vedeni k nasledujici definici vzdalenosti dvou bodd v R™.

1.1 Definice. Eukleidovskou vzddlenosti dvou bodd x = (x1,...,%,) € R?
ay= (Y1,---,Yn) € R* nazyvdme redlné islo

Mnozinu R”, na které uvazujeme eukleidovskou vzdalenost, nazyvame n-rozmérnym
eukleidovskym prostorem.



1.2 Pozndmka. Axiomatickd vystavba geometrie je obsaZena jiz v Eukleidov& dile (3. stol. p¥. n.
L.). Zcela presnd axiomaticka teorie v8ak vznikla aZ na pFelomu 19. a 20. stoleti.

Pomoci pojmu vzdalenosti pak miZeme ptirozené definovat pojem g-ového okoli
bodu a € R" jako U.(a) := {z € R": pa(z,a) < €} a nasledné pojem spojitosti
a limity funkce f:R” — R (a obecnéji zobrazeni f: R — RF). Z4kladni vlastnosti
limity a spojitosti lze pak pfimocafe zobecnit z pfipadu funkce jedné proménné na
pfipad funkci vice proménnych.

Zcela stejné vSak lze vybudovat teorii spojitosti a limity (a dalSich dtleZitych
pojmi) pro mnohem obecnéjsi prostory X, nez jsou eukleidovské prostory. Stadi,
aby byl na mnoziné X definovan pojem vzdélenosti p(z,y) bodid z,y € X, ktery
ma nékolik velmi jednoduchych a pfirozenych vlastnosti.

Budeme proto pracovat v téchto obecnéjsich, tzv. metrickych prostorech. Teorie
metrickych prostortt mé mnoho rtznorodych dulezitych aplikaci a lze fici, Ze je
jednim ze zdkladd moderni analyzy. Pfitom vybudovani zakladd teorie metrickych

wevs v

prostorid neni podstatné slozitéjsi, nez prislusna teorie v eukleidovskych prostorech.

1.3 Pozndmka. V nékterych partiich moderni analyzy se i pojem metrického prostoru ukazuje
byt malo obecny a pracuje se s obecnéjS§im pojmem topologického prostoru. Poznamenejme, Ze
v obecném topologickém prostoru neni definovana vzdalenost mezi jeho body, je vSak definovan
pojem spojitosti zobrazeni mezi topologickymi prostory. Pro vice informaci viz Poznamka 1.23
nize.

1.4 Definice. Necht X je mnoZina a p: X x X — R je funkce takovd, Ze pro
vSechna z,y,z € X plati:

(i) p(z,y) 20 a pl2,y) =0 <=2z =y;
(i) p(z,y) = p(y, z);
(iii) p(z,2) < p(2,y) + p(y, 2)-
Pak funkci p nazyvdme metrikou na mnoziné X a usporddanou dvojici (X, p)
nazyvame metrickym prostorem.

Metricky prostor je tedy jakdkoliv mnoZina X (pfipadné i prazdnd), na které
je zadana metrika p. Pokud je ze souvislosti jasné, o kterou metriku jde, mluvime
¢asto o metrickém prostoru X misto o (X, p). Cislo p(x,y) se nazyvé vzddlenosti
bodid z,y € X. Nékdy se metrika p nazyva také ,vzdalenost na X“.

Jak jiz bylo fefeno, metrické prostory se prirozené vyskytuji v matematice v fadé
riznych situaci. Nyni kratce popiSeme tii z nich.

(i) Zakladni aplikaci metrickych prostort v této publikaci je teorie funkci vice promé&nnych. K
tomu potfebujeme mit na mnoziné R™ metriku. Motivovani analytickou geometrii, zavedli jsme na
R™ eukleidovskou vzdalenost, kterd je v jistém smyslu nejpfirozengjsi. Jesté jsme ale nedokézali, Ze
eukleidovskd vzdalenost je skutedné metrika, tj. spliiuje axiomy metrického prostoru z Definice 1.4.
To zdGvodnime v dal$im oddilu pomoci skaldrniho soufinu — uZijeme teorii unitadrnich prostord.

V teorii funkci vice proménnych je vS8ak v nékterych pripadech pohodlné&j§i pracovat s jinymi
metrikami na R™, zvla§té s ,maximovou® metrikou pso a ,,souctovou” metrikou p;:

poo(®,y) =max{|z1 —yil;-.-,|Zn —ynl}, p1(z,y) = |21 —y1|+ -+ [Tn — ynl.



Je zcela jednoduché dokézat, Ze jde skute¢né& o metriky. V Pi¥ikladu 1.10 snadno ukaZeme, Ze uréuji
stejny pojem spojitosti, jako metrika eukleidovska.

(ii) Geometrickd intuice ndm spravné napovidd, Ze lze pfirozené definovat pojem ,vnit¥ni
vzdélenosti“ dvou bod@ na ,hladké plose“ v R? (tedy nikoliv vzdélenost ,vzdugnou &arou“, ale
vzdalenost, kterou je t¥eba ,urazit po ploge“). Ukazuje se, Ze tato ,vnitini vzdalenost“ ma vlast-
nosti metriky a takto definovana metrika ma znaény vyznam v geometrii.

(iii)  Velmi dileZité je, Ze metriku lze p¥irozenym zptsobem zavést na mnoha ,nekonetné
rozmérnych“ mnozinach, které se pfirozené vyskytuji v matematické analyze. Prvky téchto mnozin
(prostorti) jsou vétsinou funkce nebo posloupnosti; tyto prostory si jiz nejsme schopni dostatednd
jasné predstavit (,je$t€ méné“ nez R™ pro n > 4). Na tyto prostory jsme v8ak schopni velmi
aspé8né aplikovat teorii metrickych prostort. Pfitom v teorii metrickych prostort jsme pfirozené
vedeni naii geometrickou intuici z roviny a prostoru (R? a R3). Tim dochazi k jisté ,,geometrizaci
analyzy“, kterd nam velmi pomdahd pochopit sloZité analytické problémy. V nékterych téchto
prostorech je moZno dokonce pfirozenym zpusobem zavést i pojem skaldrniho soulinu (a tedy i
kolmosti a thlu sevieného vektory) a pouZivat geometrickou intuici v je§t8 v&tSim rozsahu.

Uvazujme napiiklad mnoZinu X v8ech redlnych funkci definovanych a spojitych na intervalu
[0,1] a poloZme si otdzku, jak pfirozen& definovat vzdalenost (odchylku) dvou funkci f, g € X.
Zcela pfirozené se nabizi ,maximova vzdalenost“ definovana predpisem

Poo(f,9) = max{|f(z) — g(z)|: = € [0,1]}.
Vime, Ze maxima se skute¢né nabyva, a je snadné dokazat, Ze poo je metrika na X. Tato metrika

je analogickd metrice peo na R™. Na X v8ak miZeme pfirozené definovat také metriky, které jsou
analogické metrikdm po a p1 na R™:

1 1
pz(f,g):\/ /0 (F(@) - g(@))2dz, pi(frg) = /0 |F(@) — 9(z)]| da.

Tyto ,integrilni odchylky“ jsou také metrikami na X; na rozdil od analogickych metrik na R"™
v8ak tyto t¥i metriky ur€uji rozdilné pojmy spojitosti.



1.2 Normované linearni prostory
a unitarni prostory

V mnoha dtlezitych piipadech se v analyze pracuje s metrickymi prostory, které
jsou zaroveii linedrnimi (vektorovymi) prostory. Pfitom je ¢asto metrika transla¢né
invariantni (tj. p(z+a,y+a) = p(x,y)), takZe p(x,y) = p(0,y—x); k ureni metriky
pak sta¢i znat velikost (,normu®) ||z|| := p(z,0) libovolného vektoru z, pfi¢emz
tato funkce || - || ma vlastnosti z nésledujici definice.

1.5 Definice. (normovany linearni prostor) Necht X je linedrni (vektorovy) pro-
stor nad télesem T redlnych nebo komplexnich ¢isel. Pak funkce || - ||: X — R, kterd
kazdému z € X prifazuje ¢islo ||z|| € R, se nazyvd norma na X, jestliZze pro kazdé
dva body z,y € X a kazdé ¢islo a € T plati
() llzll 20 a [z|=0 <= z=0;
(if) [jo- zf| = |e| - [|[|;
(iii) flz + yll < ll=ll + llyll-
Usporddanou dvojici (X, ||-||) pak nazyvdme normovanym linedrnim prostorem.

Kazda norma na linedrnim prostoru X pfirozené indukuje (uréuje) na X met-
riku rovnosti

p(z,y) = |lz -yl

Je zcela snadné dokazat, Ze p ma vSechny tii vlastnosti metriky. Navic je zfejmé
kazda metrika indukovand normou transla¢né invariantni a homogenni v tom smyslu,
ze plaz,ay) = |a| p(z,y).

Hovotime-li 0 normovaném linedrnim prostoru jako o metrickém prostoru, jde o
metriku p indukovanou normou, neni-li fe¢eno jinak. Je-li metricky prostor (X, p)
Uplny (viz Definice 1.80), fikdme, Ze (X, || - ||) je Banachiv prostor.

1.6 Poznamka. Pokud neni obava z nedorozumeéni, je béZné oznacovat normy na rizngjch prosto-
rech stejnym symbolem ||-||. Napfiklad hovorime (forméln& nekorektné) o zobrazeni f: (X, ||-||) —

Y[~ 1D)-

V fadé dtlezitych pfipadt je norma indukovana skalarnim soucinem. Pfipo-
mehme proto pojem unitarniho prostoru.

1.7 Definice. (unitarni prostor) Necht X je linedrni (vektorovy) prostor nad
télesem T redlnych nebo komplexnich ¢isel. Rekneme, Ze funkce (-,-): X x X — T,
kterd kazdé dvojici (z,y) € X x X pfifazuje ¢islo {x,y) € T, je skaldrni soucin na
X, jestlize pro vSechny vektory x, y, z € X a kazdé ¢islo a € T plati

(1) {z,y) = (y,2);

(2) <a x,y) =a- <$7y)7

(3) {z+y,2) = (2,2) + (y,2);
(4) x #0 = (z,z) > 0.



Usporddanou dvojici (X, {-,-)) pak nazyvdme unitdrnim prostorem (nebo pro-
storem se skaldrnim soucinem).

Zaklady teorie unitarnich prostort se probiraji v linearni algebfe; pfipomenime,
ze z axioml (1)—(4) snadno plynou rovnosti (z,y + 2z) = {(z,y) + (z,2), (0,z) =
(z,0) = 0, (z,a-y) = a@-{z,y) a v pfipad& redlného linedrniho prostoru X také
symetrie skaldrniho soucinu ({z,y) = (y,x))-

KaZdy skaldrni sou¢in na linedrnim prostoru X pfirozené indukuje (ur¢uje) na
X normu rovnosti

llzll = V/(z,z).

Vlastnost (i) normy okamZité plyne ze (4) a toho, Ze {(0,0) = 0. Déle

lloc- 2|l = Ve - 2,a-z) = Vo - [lz|| = |af - ]

»Irojthelnikova nerovnost* (iii) je snadnym dtsledkem (viz [Be] & [Bi]) dulezité
Cauchy — Schwartzovy nerovnosti

[z )| <[]l - [lyll-

Na kazdém unitarnim prostoru X je tedy kanonicky zaddna norma a tudiz i me-
trika. Je-li pfislusny metricky prostor Uplny (tj. je-li pfisluSny normovany linedrni
prostor Banachtv), fekneme, Ze unitdrni prostor X je Hilbertdv.

1.8 Poznamka. Terminologie kolisa. Nékdy se pii definici Hilbertova prostoru po-
zaduje, aby §lo o komplexni linedrni prostor, pfipadné aby byl nekone¢né rozmérny.

1.9 P¥iklad. (prostory R™ a C*) Nejjednoduss$imi p¥iklady unitarnich prostord jsou redlny line-
arni prostor R” se skalarnim sou¢inem

(@1, 520), (Y15, 9n)) =T1y1+- -+ Tayn

a komplexni linearni prostor C" se skaldrnim sou¢inem

(1, s2n), (Y15---5Yn)) ==T1Y1 ++** + Tn Yn-

Skaldrni sou¢in na R™ indukuje normu

@1, s @n)ll2 = /22 + -+ + 22.

Tato norma || - || se nazyva eukleidovskd norma a zfejmé indukuje eukleidovskou metriku. (Z toho
vyplyva, Ze eukleidovskd metrika je skute¢né metrikou.)

Specialné R = R!'aC = C! chipeme jako unitarni (a tedy i normované linedrni) prostory.
Ziejms ||z|| = |z| vR i v C.

1.10 Pfiklad. (normy na R™) Pro z = (z1,...,2Zn) € R™ a 1 < p < 0o klademe

-

P

n
llzllp = (Z Iwilp) a  |lalloo = max(lz1l;..., |za]).
i=1



OBR. 1.1.

Ovéfeni toho, Ze || -||1 a || ||co jSOu normy, je snadné. Pro ||-||p , 1 < p < o0, jsou vlastnosti normy
(i) a (ii) trividln& splnény. Trojuihelnikovd nerovnost pro tyto normy a body z = (z1,...,Zn),
y = (Y1,.-.,Yn) s nezdpornymi slozkami se nazyvd Minkowského nerovnost (viz [D II|, Vé&ta
105), co% je jedna z pom&rné& hlubokych klasickych nerovnosti. Pro obecné z = (z1,...,2n), y =
(y1,...,Yn) trojuhelnikovou nerovnost ihned dostaneme, aplikujeme-li Minkowského nerovnost na
vektory * = (|z1l,...,|znl), ¥* = (Jy1l,-..,|yn|). Oznakeni maximové normy symbolem || -||co je
motivovano tim, Ze
lalloo = lim llalloy @ € R™.

Nejdastéji se v R™ uZivaji normy || - [|2, || - [loo @ || - ||1, kterym se vétSinou ¥ikd eukleidovska,
maximova a sou¢tovd norma, a proto se také oznaluji symboly || - |le, || - ||m a || - ||s- Je zFejmé,
7e poradé indukuji eukleidovskou metriku p2, maximovou metriku poo a sou¢tovou metriku p1, o
kterych se jiz hovofilo v pfedchazejicim oddilu. Pro z € R™ zfejmé& plati

max(|z1l,..., [@n]) < \/l@1]2 + -+ [2n]? <

<o+ + |za| < n-max(oil,..., |za]),

tj. llzlloo <llzll2 < llzllt <7 - |2]loo-
Ozna&ime-li pro p € {1,2,00} symbolem UZ(a) £-ové okoli bodu a vzhledem k metrice pp,
plati UP(a) = {z € R™: ||z — al|p < €}, takZe z pFedchozich nerovnosti dostavidme
Uz (a) C UZ(a) C U(a) C Upc(a),
(viz obr. 1.1, na kterém je vid&t tvar t&hto okoli pro n = 2). Z t&chto inkluzi snadno vyplyva, Ze
metriky p2, p1, poo uréuji na R™ stejny ,,pojem spojitosti“. Pozd&ji ukdZzeme (viz V&ta 1.132), Ze
stejny pojem spojitosti uruje kazdd metrika na R”, kterd je indukovana normou.

Pfirozenym nekone¢né dimenzionalnim zobecnénim unitdrnich prostort R™ (resp. C") je re-
alny (resp. komplexni) prostor £a.

1.11 Pfiklad. (prostor £2) Symbolem £> (n&kdy také symbolem £2) se oznafuje mnoZina viech

(o]
posloupnosti (ar)$° realnych (resp. komplexnich) &isel takovych, Ze Z lan|? < co. ProtoZe |an +
n=1
b |2 < (lan|+1bn])? < 2|an|?+2|bs|?, je snadno vid&t, Ze £2 je linedrni podprostor prostoru viech
redlnych (resp. komplexnich) posloupnosti (s pfirozenou linedrni strukturou). Na ¢2 definujeme

10



skaldrni sou€in podobné jako v C*; pro z = (z1,22,...) € €2 a z = (y1,¥2,-..) € £> klademe

o)

(1.1) <TY>i=) Tl

i=1

ProtoZe |z; 77| = |mi|-|yi| < |®i|% +|yi|%, vidime, %e fada v (1.1) absolutn& konverguje. Je snadné
ov&fit, Ze jde skutein& o skalarni souéin. Neni t87ké dokizat, Ze prostor £» (redlny nebo komplexni)
je Hilbertiiv. Tento fakt je také specidlnim p¥ipadem uplnosti prostoru Lz (X, u), kde (X, u) je
prostor s mirou (viz [LM]). Je totiz £» = La(N, u), kde p je aritmetickd (pocitaci) mira na N.

1.12 Pfiklad. (normy a skaldrni sou¢in na Cla,b]) Mnozinu spojitych redlnych funkci na in-
tervalu [a, b] budeme oznalovat symbolem C(a, b]; tato mnoZina z¥ejmé tvofi vektorovy prostor,
definujeme-1i soucet funkci a nasobeni funkce &islem obvyklym zpisobem. V pfedchédzejicim od-
dilu se jiz hovofilo o metrikich poo, p2 a p1 na Cla,b]. UkdZeme, Ze tyto metriky jsou indukovany
normami.

Prvni z nich je maximové (supremové) norma definovana pfedpisem

Iflloo == max{|f(z)|: = € [a,b]}.
Je zcela snadné ovérit, Ze jde skutetné o normu, kterd indukuje metriku po. Budeme-li ddle
hovotit o Cla,b] jako o normovaném linedrnim prostoru, uvaZujeme tuto normu, neni-li feceno
jinak. Je snadno vidét, Ze peo ,popisuje stejnomérnou konvergenci“: f, — f v C[a, b] (viz Definice
1.17), pravé kdyZz fn = f. Ze zndmych vét o stejnomé&rné konvergenci snadno plyne, Ze Cla, b] je
Banachiv (tj. Gplny) prostor.
Pokud pro f € Cl[a,b] poloZime

b
Ifll2 = /Wﬂmwm,

je p2 zfejmé indukovana normou ||-||2. To, Ze ||-||2 je skute¢n& norma, vyplyva ze snadno ov&fitelné
skutecnosti, ze

b
<Lm=:/'ﬂmmmdw

je skaldrni souéin na C|[a, b], ktery uréuje normu || - ||2.
Metrika p1 na Cla, b] je zfejmé& indukovand normou

b
£ ::/ f(2)| da.

Ovéreni toho, Ze jde skute¢né o normu, je zcela snadné.

Vzajemny vztah t&chto t¥ metrik (norem) je diskutovan v P¥iklad& 1.57 ni%e. Poznamenejme,
Ze prostor C[a,b] s metrikou p2 (resp. p1) neni aplny prostor.

Nakonec poznamenejme, Ze i na komplexnim prostoru Cla, b] tvofeném komplexnimi funkcemi
1ze uvazovat odpovidajici t¥i normy a metriky. Norma ||+||2 je pak v8ak zad4na skalarnim soudinem

b [
(fr9) = / f(z)g(z) de.
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1.3 Zakladni pojmy teorie metrickych
prostort

V tomto oddilu zavedeme nékteré zakladni pojmy z teorie metrickych prostori
a uvedeme fadu jejich dualezitych vlastnosti. Pojmim spojitosti a limity se vSak
budeme vénovat az v dals§im oddilu.

Poznamenejme, 7e fadu pojmi (napf. oteviené mnoZiny, uzaviené mnoZiny,
uzdvéru, hranice) lze definovat rliznymi pfirozenymi ekvivalentnimi zptisoby; volba
definice pak zavisi na vkusu autora a je v kazdé ucebnici trochu jin.

1.13 Definice. Necht (X, p) je metricky prostor a M C X. Polozime-li
oM = p Imxu, tj- klademe-li ppr(z,y) = p(x,y) pro z,y € M, je ziejmé ppy
metrika na M. Metricky prostor (M, par) nazyvdme podprostorem prostoru (X, p).

1.14 Poznamka.

(i) Ne&kdy se misto (M, py) pise (M, p). Tato tmluva je sice formalnd neko-
rektni, ale protoZe zkracuje zapisy a nevede k omyliim, ¢asto se uziva.

(ii) Mame-li definovanou néjakou vlastnost V metrickych prostorti a ¥ekneme, Ze
mnoZina M C (X, p) mé tuto vlastnost, myslime tim, Ze podprostor (M, pr)
m3 vlastnost V.

Je-li (X, ]| - ||) normovany linedrni prostor a Y je linedrni podprostor prostoru
X, pak (Y, || - |) (pFesn&ji (Y| - |ly), kde || - ||y je restrikce || - || na Y) je opé&t
normovany linedrni prostor, ktery nazyvame podprostorem (X, || - |[|). Je zfejmé,
ze (Y,|| - ||) uréuje metricky prostor, ktery je podprostorem metrického prostoru
uréeného (X, || - |])-

1.15 Definice.  Necht (X, p) je metricky prostor, a € X a e > 0. Pak mnoZinu
B(a,e) :={z € X: p(z,a) < €} nazyvdme otevienou kouli o stfedu a a poloméru e.
Tuto mnozinu nazyvame také e-okolim bodu a; pri uziti této terminologie ji budeme
znadit Uc(a). Plati tedy

B(a,e) = U (a) = {z € X: p(z,a) <e}.

Mnozinu U C X nazyvame okolim bodu a, existuje-li 6 > 0 takové, Ze plati
Us (a) cU.

1.16 Poznamka.
(i) N&kteti autofi p¥i definici okoli U bodu a pozaduji, aby U byla oteviend
mnozina (viz Definice 1.19).
(ii) Mnoziné U, (a) \ {a} se nekdy iik4 redukované (ptipadné prstencové) e-ové
okoli bodu a. Protoze tato terminologie neni bézna, budeme ji pouzivat jen
vyjimecné.
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1.17 Definice. Necht (X, p) je metricky prostor, z € X ax, € X, n=1,2,....
Rikdme, Ze x je limitou posloupnosti (z,) a piSeme

lim z, =« nebo =z, — z,
Tn— 00
jestlize
lim p(an,2) =0, 4

n—0oQ0

Ve >03ng € NVn > ng: p(zn,z) <e.

(Posledni podminkou definujeme limitu posloupnosti (x,) i tehdy, jestlize ko-
necny podet jejich ¢leni neni definovan.) Ma4-li posloupnost (x,,) limitu, fikdme,

Ze je konvergentni (a konverguje ke své limité), v opatném pripadé rikame, Ze je
divergentni.

Snadno je vidét, Ze posloupnost v metrickém prostoru muize mit nejvyse jednu
limitu.

1.18 Poznamka. Pojem limity tedy definujeme i pro posloupnosti, které jsou
zobrazenimi z: (N'\ K) — X, kde K C N je kone¢né. To umoziuje jednodussi for-
mulaci fady tvrzeni (napf. Véty 1.35 nize). Kdykoliv dale napifeme symbol (z,),
myslime tim takovou ,posloupnost v Sir§im smyslu“.

1.19 Definice. Necht (X, p) je metricky prostor,a € X a M C X.

(a) Rekneme, %e a je vnitinim bodem mnoziny M, existuje-li ¢ > 0 takové, e
U.(a) C M; tj. kdyZ M je okolim bodu a. MnoZinu vSech vnitfnich bodii
mnoziny M nazyvame vnittkem mnoziny M a znac¢ime ji M° nebo int M.

(b) Uzdvérem mnoziny M rozumime mnoZinu M bodii a € X takovych, Ze pro
kazdée > 0 plati Us(a) N M # 0.

(c) Rekneme, e a je hrani¢nim bodem mnoZiny M, jestlize pro kazdé ¢ > 0
plati Us(a) N M # @ a také U.(a) \ M # 0. Mnozinu vSech hrani¢nich bodi
mnoziny M nazyvame hranici mnoziny M a znacime ji OM .

(d) Rekneme, Ze a je hromadnym bodem mnoziny M, jestlize pro kazdé e > 0
plati (Ue(a) \ {a}) N M # 0. Mnozinu vSech hromadnych bodi mnoziny M
nazyvame derivaci mnoziny M a znadime ji symbolem M'.

(e) Je-lia € M\ M', nazyvdme a izolovanym bodem mnoziny M.

(f) Rikdme, Ze M je oteviend mnozina, jestlize M = M°.

(g) Rikdme, Ze M je uzaviend mnozina, jestlize M = M.
(h) Rikdme, e M je hustd mnoZina, jestlize M = X .

Nasledujici tvrzeni snadno plynou z definic.

1.20 Tvrzeni. Necht (X,p) je metricky prostor, a € X a M C X. Pak plati
nasledujici tvrzeni.

(a) MeCcMCM, MC=X\X\M, M=X\(X\M?°,
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OM =M\ M°, M=MUM.

(b) Bod a lezi v uzédvéru M mnoziny M, pravé kdy# existuje posloupnost x1, s, . . .
bodii z M, ktera konverguje k bodu a.

(c) Bod a lezi v derivaci M' mnoziny M, prdvé kdyZ existuje posloupnost
Z1,Ta,... bodi z M \ {a}, kterd konverguje k bodu a.

(d) Bod a lezi v derivaci M' mnoziny M, pravé kdyz kazd4 koule B(a,€), € > 0,
obsahuje nekone¢né mnoho bodii mnoziny M.

(e) Vnitiek M° mnoziny M je nejvétsi oteviend mnoZina obsaZend v mnoziné
M (G C M° pro kazdou otevienou G C M ).

(f) Uzdvér M mnoziny M je nejmensi uzaviend mnozina obsahujici mnozinu M
( M C F pro kazdou uzavienou F D M).

(g) Mnozina M je uzaviend, pravé kdy?Z jeji doplnék X \ M je oteviend mnoZina.
Mnozina M je oteviend, pravé kdy? jeji doplnék X \ M je uzaviend mnoZina.

(h) Mnozina M je uzavrend, pravé kdyz plati implikace

(xn €M, n=1,2,...; £, >a) = a € M.
(i) MnoZiny M' a OM jsou uzaviené.

Také dikaz nasledujici véty je snadny.

1.21 Véta. (vlastnosti systémul otevienych a uzavienych mnoZin) V libovolném
metrickém prostoru X plati tato tvrzeni.
(i) Mnoziny 0 a X jsou zdroveil oteviené i uzaviené.
(ii) Sjednoceni libovolného systému otevienych mnoZin je oteviend mnoZina a
priinik konecného systému otevienych mnozin je oteviena mnozina.
(iii) Priinik libovolného systému uzavienych mnozin je uzaviend mnoZina a sjed-
noceni kone¢ného systému uzavienych mnozin je uzaviend mnozina.

Neni-li z kontextu jasné, v jakém metrickém prostoru pracujeme, pouzivame
symboly Z(X’p), A’ 8,(A) apod. Speciélné, uzavér mnoziny A C Y v podprostoru
(Y, py) prostoru (X, p) oznacujeme symbolem 1. Z¥ejmé plati dulezitd rovnost
A" =ANY, ze které snadno vyplyva nasledujici uziteéné tvrzeni.

1.22 Tvrzeni. (otevienost a uzavienost v podprostoru) Bud (X, p) metricky pro-
stor a necht A CY C X. Pak A je uzavien (resp. oteviend) podmnozina podpro-
storu (Y, p), pravé kdyz existuje uzaviend (resp. oteviend) podmnoZina B prostoru
(X, p), pro kterou A=BNY.

Specidlné, je-li Y uzaviend (resp. oteviend) v X, pak mnozina A je uzaviend
(resp. oteviend) v (Y, p), pravé kdyz je uzaviend (resp. oteviena) v (X, p).

1.23 Pozndmka. (o topologickych prostorech) Pojem topologického prostoru je duleZitym zobec-
nénim pojmu metrického prostoru. V obecném topologickém prostoru se zavadéji pojmy oteviené
mnoZiny, okoli bodu, konvergence posloupnosti, spojité funkce a mnoha dal§ich topologickych
pojmu (srov. str. 23), nezavadgji se vSak pojmy netopologické (napf¥. omezenosti mnoZiny, cauchy-

ovské posloupnosti, lipschitzovské funkce). Nejb&Zn&jsi zptsob zavedeni topologického prostoru je
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pomoci zadani systému otevienych mnoZin, po kterém poZadujeme pouze to, aby mél zdkladni
vlastnosti (z V&ty 1.21) systému otevienych mnoZin v metrickém prostoru.

Necht X je mnozina a G je systém podmnoZin X s témito vlastnostmi:

iHbeg, Xeg.

(ii) Prinik koneéné mnoha prvki z G leZi opét v G.

(iii) Sjednoceni libovolného systému mnoZin z G leZi opét v G.

Pak fikdme, Ze (X, G) je topologicky prostor a G je systém vSech otevienych mnoZin v tomto
topologickém prostoru (sytému G se nékdy ¥ikd ,topologie).

Za okoli bodu z pak prohlasime takové mnoZiny U, pro které existuje G € G splhujici z €
G C U. A pomoci pojmu okoli miiZeme v topologickém prostoru pfirozené definovat vSechny dalsi
dilezité topologické pojmy z teorie metrickych prostord.

Nejvétsi vyznam maji (Hausdorffovy) topologické prostory, které navic spliiuji nésledujici
pfirozeny ,,oddélovaci axiom*“:

(iv) Jsou-li ¢ # y dva body z X, pak ezistuji Gy € G, Gy € G lakové, Ze plati x € Gy,

yEGy a GeNGy =0.

Z Véty 1.21 vyplyva, Ze kazdd metrika na X indukuje na X topologii. Je snadno vidét, Ze
tato topologie je Hausdorffova, tj. splituje (iv).

Pro aplikace je dilezité, Ze pomoci pojmu topologického prostoru ,,lze zachytit“ pojem bodové
konvergence posloupnosti funkci, coZz pomoci pojmu metrického prostoru mozné neni. Naptiklad
na C[0, 1] existuje (Hausdorffova) topologie G takova, ze f, — f v (C[0,1],G), pravé kdyZ fn(z) —
f(z) pro kazdé z € [0, 1]; Zddna topologie indukovand metrikou vSak tuto vlastnost nema.

1.24 Definice. (vzdilenost bodu od mnoziny a vzdalenost dvou mnozin)  Necht
(X, p) je metricky prostor,a € X, A C X, B C X. Pak definujeme vzdélenost bodu
a od mnoziny A vzorcem

pla, A) = dist(a, A) = igﬁ, pla, )
a vzdalenost mnozin A a B predpisem
A, B) =dist(4,B) := inf .
p(A, B) = dist(4, B) = _inf_p(z,y)

Ziejms plati pla, ) = p({a}, A). Déle p(a,0) = p(4,0) = p(0, B) = o0; jinak
jsou vzdy ¢isla p(a, A), p(A, B) reélné a nezdpornd. Snadno je vidét, ze p(a, A) = 0,
pravé kdyz a € A.

1.25 Definice. (primér mnoziny) Necht (X, p) je metricky prostor. Primér (di-
ametr) mnoziny ) # A C X definujeme vzorcem

diam A := sup p(z,y)
z,y€EA

a klademe diam () := 0. Jestlize diam A < oo, fekneme, Ze A je omezend mnoZina.
Rekneme, e X je omezeny prostor, jestlize X je omezend mnozina.
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1.4 Funkce a zobrazeni na metrickych
prostorech

Nyni budeme definovat pojem spojitosti a limity pro zobrazeni mezi metrickymi
prostory. Jde o pfimocaré zobecnéni téchto pojmu z teorie redlnych funkci redlné
proménné; terminologie v8ak trochu kolisa, pokud nejde o zobrazeni definované na
celém metrickém prostoru.

Jiz pro realné funkce neni terminologie zcela jednotné. Napiiklad podle nejbéz-
néjsi terminologie redlnd funkce redlné proménné /z neni spojitd v bodé 0, protoze
spojitost se chidpe vzhledem k celé redlné piimce a /= neni definovina na zddném
levém okoli 0. Nékteii autorfi vSak chapou spojitost vzhledem k definiénimu oboru;
pak oviem funkce \/z v bodé 0 spojité je.

Za¢néme proto s nejjednodussim pripadem spojitosti zobrazeni definovaného na
celém metrickém prostoru, kde k zadnému kolisani terminologie nedochazi.

1.26 Definice. Necht (X, p), (Y,0) jsou metrické prostory, f: X — Y je zobrazeni
aa € X. Potom:
(i) Rekneme, 7e zobrazeni f je spojité v bodé a, jestlize pro kazdé e > 0 existuje
0 > 0 takové, Ze (pro kazdy bod x € X ) plati implikace
p(z,a) <6 = o(f(z), f(a)) <e.
(ii) Rekneme, 7e zobrazeni f je spojité, je-li spojité v kazdém bodé prostoru X .
(iii) Rekneme, Ze zobrazeni f je homeomorfismus, je-li bijektivni a obé zobrazeni
f, f~1 jsou spojita.

1.27 Poznamka.

(i) Homeomorfismu se také ¥ikd homeomortni (nebo topologické) zobrazeni.

(ii) Rekneme-li (vyjime¢ng), ze f: (X, p) — (Y, o) je homeomorfni, i kdyZ f neni
bijekce, myslime tim, Ze f je prosté a bijekce f:(X,p) = (f(X),0) je
homeomorfismus.

V praxi (zv145t& p¥i vySetfovani funkei vice proménnych) potfebujeme nésledu-
jici obecnéj§i pojem spojitosti vzhledem k mnoZiné.

1.28 Definice. Necht (X, p), (Y,0) jsou metrické prostory, f je zobrazeni z X do
Y, necht AC X aa € X . Potom:

(i) Rekneme, 7e zobrazeni f je spojité v bodé a vzhledem k mnoziné A, jestlize
a € A a pro kazdé e > 0 existuje § > 0 takové, Ze plati implikace
(z €4, p(z,a) <d) = o(f(2),f(a)) <e.
Rekneme, Ze f je spojité v bodé a, je-li spojité v bodéa vzhledem k A = X.
(i) Rekneme, e f je spojité na (v) mnoZiné A, jestlie f je spojité vzhledem
k mnoziné A v kazdém bodé mnozZiny A.
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1.29 Poznamka.

(i) Je-li f spojité v bodé a vzhledem k mnoZing A, pak ziejmé existuje § > 0,
pro které Us(a) N A C Dy.

(ii) Zobrazeni f je zfejmé spojité na mnoziné A prave tehdy, kdyZ jeho restrikce
fla: (4, p) = (Y, 0) je spojité zobrazeni.

(iii) Je-li f zobrazeniz X doY aa € Dy, pak pro pojem spojitosti f v bodé a se
nabizeji dvé pfirozené moznosti; bud se uvazuje spojitost vzhledem k A :=
Dy nebo spojitost vzhledem k A := X. My jsme zde zvolili druhou moznost,
kter4 je v teorii funkci vice proménnych ¢astéjsi (a piirozendjsi). Rada autort
v8ak voli druhou moznost (kterd je pFirozendjsi v jinych teoriich).

(iv) Vyse definované pojmy tykajici se spojitosti se ovSem netykaji pouze zob-
razen{ f; abychom je mohli definovat, musime mit zadany také prostory
(X,p), (Y,0) (a mnozinu A). Zménime-li napiiklad nékterou z metrik, mize
se zménit pojem spojitosti. Na R™ bereme vzdy eukleidovskou metriku, neni-
li feéeno jinak.

Nyni vyslovime néktera zakladni tvrzeni o spojitosti, kterd 1ze snadno dokazat
z definice.

1.30 Tvrzeni. Necht f:(X,p) — (Y,0), a € X. Pak ndsledujici tvrzeni jsou po
dvou ekvivalentni.

(i) f je spojité v bodé a.

(i) Ve > 036 > 0: f(Us(a)) C U(f(a)).

(iii) Ve > 036 > 0: Us(a) C f~H (U.(f(a))).

(iv) Je-li V okoli bodu f(a), pak f1(V) je okoli bodu a.

(v) Pro kazdou posloupnost (z,,) v X plati implikace

Tn—a = f(z,)— f(a).

1.31 Véta. Necht je ddno zobrazeni f:(X,p) — (Y,0). Pak ndsledujici tvrzeni
jsou ekvivalentni.
(i) Zobrazeni f je spojité.
(ii) Pro kazdou otevienou podmnozinu G prostoru (Y,o) je mnozina f~1(G)
oteviend podmnozina prostoru (X, p).
(iii) Pro kaZdou uzavienou podmnoZinu F prostoru (Y,o) je mnozina f~(F)
uzaviend podmnozina prostoru (X, p).

1.32 Tvrzeni. Necht f:(X,p) — (Y,0) je bijekce. Pak ndsledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni.

(i) Zobrazeni f je homeomorfismus.
(ii) Mnozina A C X je oteviend, pravé kdyz f(A) je oteviend vY.
(iii) Mnozina A C X je uzaviend, pravé kdyz f(A) je uzaviend vY.
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1.33 Definice. Necht (X, p), (Y, 0) jsou metrické prostory, f je zobrazeni z X do
Y, A C X anecht a € X je hromadnym bodem mnoziny A . Rekneme, 7e b € Y je
limita zobrazeni f v bodé a vzhledem k mnoziné A a piSeme
li =b
m—)agrmleA f(.'L') ’

jestlize pro kazdé € > 0 existuje § > 0 takové, Ze plati implikace

(1.2) (€A, 0<p(z,a) <d) = o(f(x),b) <e.

Je-li A= X, fikdme, Ze f md v bodé a limitu b a piSeme liLn f(x)=0b.
xr a

1.34 Poznamka. Necht X, Y, A, a jsou jako v pfedchozi definici a je dan systém
fo (w € Q #D) zobrazeni z X do Y. Jestlize pro kazdé w € Q existuje

(1.3) lim  fu(z) = b,

z—a,z€EA

a ke kazdému € > 0 existuje & > 0 takové, Ze pro kazdé w € Q plati implikace
(1.2), ve které misto f, b piSeme f,, b, pak fikdme, Ze limita (1.3) je stejnomérnd
vzhledem k w € .

Dikazy nésledujicich vét o limitach a o spojitosti jsou zcela analogické odpovi-
dajicim dikazim pro redlné funkce redlné proménné.

1.35 Véta. (Heineho véta) Necht (X, p), (Y,0) jsou metrické prostory, f je zob-
razeniz X doY, AC X,b €Y anecht a € X je hromadnym bodem mnoziny A.
Pak lim f(z) = b, pravé kdyz plati ndsledujici (Heineho) podminka:

T—a,z€

Pro kazdou posloupnost (z,) bodi z mnoziny A\ {a} plati implikace
Tp—>a = f(z,) b

Poznamenejme, Ze pii této formulaci Heineho véty je nutno posloupnost (f(z,))
v pfedchozi vété chapat jako posloupnost ,v §ir§im smyslu“ (viz Poznamka 1.18),
jinak bychom museli pfedpokladat, ze z, € Dy N (A\ {a}).

1.36 Tvrzeni. Necht (X,p), (Y,0) jsou metrické prostory, f je zobrazeni z X do
Y, AC X anecht a € AN A'N Dy. Pak zobrazeni f je spojité v bodé a vzhledem
k mnoziné A, pravé kdyz lim M f(x) = f(a).

r—a,x€C

1.37 Poznamka. Pfedpoklad a € A’ v pfedchozim tvrzeni je nutny. Pokud a €
ANDy, alea ¢ A, pak f je zfejmé spojité v bodé a vzhledem k mnozing A, ale
limita zobrazeni f v bodé a vzhledem k A neni definovana.

1.38 Véta. (véta o spojitosti slozeného zobrazeni v bod&)  Necht (X, p), (Y,0),
(Z,w) jsou metrické prostory, f je zobrazeni z X doY a g je zobrazenizY do Z.
Necht AC X,a € A,BCY, f(a) € B aexistuje§ > 0 takové, Ze f(Us(a)NA) C B.
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Necht déle zobrazeni f je spojité v bodé a vzhledem k A a g je spojité v bodé f(a)
vzhledem k B. Pak zobrazeni g o f je spojité v bodé a vzhledem k A.

1.39 Véta. (véta o spojitosti sloZeného zobrazeni)  Necht (X, p), (Y,0), (Z,w)
jsou metrické prostory a f: X — Y, g:Y — Z jsou spojitd zobrazeni. Pak zobrazeni
go f: X — Z je spojité.

1.40 Véta. (véta o limité slozeného zobrazeni)  Necht (X, p), (Y,0), (Z,w) jsou
metrické prostory, f je zobrazeniz X doY a g je zobrazenizY do Z. Necht A C X,
a€ A", BCY,be B', ce€ Z aexistuje § > 0 takové, Ze f (Us(a) \ {a}) N A) C B.
Necht déle

w—»lé,nwleA f(w) =b, y—>1b1,r26B g(y) =
a plati jedna z nasledujicich podminek:

(i) Existujen > 0 takové, ze b ¢ f ((Uy(a)\ {a}) N A).
(ii) Zobrazeni g je spojité v bodé b vzhledem k B.
Pak lim (go f(z) =c.

z—a,z€EA

Je-li f redlné funkce na metrickém prostoru (X, p), je pfirozené chipat f jako
zobrazeni f: (X, p) = (R, p2), takZe piedchozi definice ddvaji pojem spojitosti f
(v bodé a na mnozing) a také pojem vlastni limity. Takto vSak nedostaneme pojem
nevlastni limity (jehoZ ,spravna“ definice je ov8em ziejmou analogii definice v p¥i-
padé funkce jedné redlné proménné). Ale i p¥ipad nevlastnich limit miZeme chapat
jako specidlni pfipad Definice 1.33, chdpeme-li f jako zobrazeni f: (X, p) = (R*,0),
kde o je vhodné (tzv. redukovand) metrika na R*, srov. Tvrzeni 1.59.

Je zfejmé, ze na pfipad limity redlné funkce na metrickém prostoru lze zobecnit
(se ,stejnym*“ dikazem) vSechna zdkladni pravidla o po¢itdni s limitami (vlastnimi
i nevlastnimi). Napftiklad zistavaji v platnosti viechny véty o limité souétu, soucinu
a podilu funkci, stejné jako véty o vztahu limity a nerovnosti.

Pro reélné funkce na metrickém prostoru mizeme také ziejmym zptisobem de-
finovat symboly o, O, ~, <, tykajici se ,,asymptotického chovani“ funkeci.

1.41 Definice. Necht (X, p) je metricky prostor, a € X' a f, g jsou redlné funkce
definované na podmnozindch X. Pak:

(i) Piseme f(z) = o(g(z)), © — a, jestlize lim % = 0. (Symbol ,,0“ zde
T—a
dteme ,malé 0“.)
(ii) PiSeme f(z) = O(g(x)), = — a, jestlize existuje § > 0 takové, Ze funkce

% je definovand a omezend na ,redukovaném okoli“ Us(a) \ {a}. (Symbol

,O0“ zde Cteme ,velké O“.)

(iii) Piseme f(x) ~ g(x), = — a, jestlize lim G 1. Rikdme, Ze f a g jsou
silné ekvivalentni v bodé a.
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(iv) Piseme f(z) < g(x), © — a, jestlize f(x) = O(g(z)), © — a a také g(z) =
O(f(x)), * — a. Rikdme, Ze f a g jsou slabé ekvivalentni v bodé a.

1.42 Poznamka.

(i) Ve v8ech ¢tyfech p¥ipadech musi existovat § > 0 takové, Ze f i g jsou de-
finované na mnoziné Us(a) \ {a} a funkce g je na ni nenulovd. Nékdy se v
definici pfedpoklada (viz [D II)), ze g je kladn4.

(il) Je zifejmé, jak by se definoval napf. symbol f(z) = o(g(z)), = = a, x € A,
v piipads, ze a € A'.

(iii) Uvedli jsme klasickou definici, ktera staci pro vétsinu aplikaci. Néktefi autofi

pouzivaji obecnéjsi definici, kterd nevyZzaduje nenulovost g ve smyslu (i). Pfi
této definici plati, ze f(z) = o(g9(x)), x = a (f(z) = O(g(x)), = — q;
f(x) ~ g(x), = a; f(z) < g(x); x — a), pravé kdyZ existuje funkce h
takovd, ze plati f =h-g a h(z) = o(1), £ = a podle klasické definice
(h(z) =0Q), £ = a; h(z) ~1, x = a; h(z) <1, z - a).

Tyto obecnéjsi definice (které lze pfirozenym zplisobem preformulovat na
definice neuzivajici pojem limity), jsou p¥irozeng&jsi napf. proto, Ze relace ~ je
v tomto obecném pojeti relaci ekvivalence (na mnoziné funkci definovanych
na néjakém redukovaném okoli bodu a), zatimco v klasickém pojeti relace ~
neni reflexivni.

Analogicky jako pro funkce jedné redlné proménné se definuji také dilezité po-
jmy limes superior a limes inferior funkce v bodé. Nejrychlejsi definice je tato:

1.43 Definice.  Necht (X, p) je metricky prostor, a € X' a f je redlnd funkce
definovang na podmnoziné Dy C X takové, Ze Dy U {a} je okolim bodu a. Pak
klademe

limsup () = lim sup{/(@): o € Us(@) \ {a}},

li;n_j(rllff(m) = 61—i>%1+ inf{f(x): z € Us(a) \ {a}}.

Pokud je hodnota s(d) :=sup{f(z): =z € Us(a) \ {a}} konetnd pro nékteré § = do > 0, pak
funkce s je koneéna a neklesajici na (0,d0), takZe existuje limita lims_,o4 s(d) € RU {—o0}. V
opa¢ném pripadé s(d) = oo pro kazdé § > 0. V tom piipadé oviem klademe lims_, o4 s(d): = oo.

1.44 Poznamka. Analogicky se definuje limes superior a limes inferior funkce f
v bodé a € (X, p) vzhledem k mnoziné A C X za pfedpokladu, ze a € A’ a Dy
obsahuje mnozinu (Us(a) \ {a}) N A pro nékteré 6 > 0. Tento pojem lze ovSem
také definovat jako limes superior v podprostoru (Y, p), kde Y := A U {a}, funkce
f* = f erDf v bodé a.

Nasledujici tvrzeni, které ukazuje dvé charakterizace pojmu limes superior funk-
ce, je analogické zndmému tvrzeni o pojmu limes superior posloupnosti realnych
Cisel.
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1.45 Tvrzeni. Necht (X, p) je metricky prostor, a € X', f je redlnd funkce defi-
novand na podmnoziné Dy C X takové, Ze Dy U {a} je okolim bodu a a H € R*.
Pak jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni.
(i) limsup f(z) = H.
T—ra
(ii) Existuje posloupnost (x,) bodi z X \ {a} takovd, Ze x,, — a, f(z,) = H a
H je nejvétsi prvek R* s touto vlastnosti.
(iii) H je jediny prvek R* s témito dvéma vlatnostmi: Jestlize —oo < ¢ < H, pak
a e (f((c,0)))". Jestlize H < ¢ < o0, pak a ¢ (f~1((c,0)))".

Analogické (symetrické, dudlni) tvrzeni plati ov8em pro limes inferior. Pozna-
menejme, Ze prvkim s vlastnosti z (ii) se ¥ikd hromadnd (resp. limitni) hodnota
(nebo také hromadny bod) funkce f v bodé a. Podminkou (ii) je vysvétlen latin-
sky nazev limes superior (nejvétsi limita). V fadé jazyki se limes superior nazyva
»horni limita“.

1.46 Pozndmka. Pro nédzorné pochopeni podminky (iii) je vhodné si uvédomit toto:

(i) a € (f7 e, oo)))' plati pravé tehdy, kdyZ v kaZdém redukovaném okoli Us(a) \ {a},
4 > 0, existuje bod z, pro ktery f(z) > c.

(i) a¢ (f~1 (e, oo)))’ plati pravé tehdy, kdyZ existuje § > 0 takové, Ze f(z) < ¢ pro kazdy
bod z € Us(a) \ {a}.

Limes superior a inferior funkce maji zcela analogické vlastnosti jako limes su-
perior a inferior posloupnosti. Napiiklad plati tato dilezitd véta.

1.47 Véta. Necht (X, p) je metricky prostor, a € X' a f je redlns funkce de-
finovand na podmnoziné Dy C X takové, Ze Dy U {a} je okolim bodu a. Pak
lim,,, f(x) existuje, pravé kdyz
limsup f(z) = liminf f(z) =: 5 € R*;
z—a T—a

v tom pripadé lim,_,, f(z)=S.

V Dodatku 6.1. je ukdzano obecné pojeti, které zahrnuje ptipad funkci i po-
sloupnosti; tamtéz lze nalézt vice informaci o hromadnych hodnotéach.

Také zesileni pojmu spojitosti zobrazeni — stejnomérné spojitost a lipschitzov-
skost — jsou pfimocarymi zobecnénimi téchto pojmi z pFipadu redlnych funkci
realné proménné.

1.48 Definice. (stejnomé&rné spojité a lipschitzovské zobrazeni)  Necht jsou ddny
metrické prostory (X, p),(Y,0) a zobrazeni f: X - Y.

(i) Rekneme, 7e f je stejnomérné spojité, jestlize plati podminka
Ve>036>0Vu,ve X: pu,v) <d = a(f(u), f(v)) <e.
(ii) Rekneme, Ze f je lipschitzovské, existuje-li K > 0 takové, Ze
Yu,v € X:  o(f(u), f(v)) < K - p(u,v).
Plati-li predchozi vyrok, rikdme, Ze f je lipschitzovské s konstantou K.
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Rikdme, 7e f je stejnomérné spojité (resp. lipschitzovské) na A C X, jestlize
restrikce f [a: (A, p) = (Y, 0) je stejnomérné spojitd (resp. lipschitzovskd).

Je ziejmé, ze kazdé lipschitzovské zobrazeni je stejnomérné spojité; obracens
implikace vSak obecné neplati.

1.49 Definice. Necht (X, p) a (Y, 0) jsou metrické prostory a necht f: X —Y je
bijekce. Rekneme, Ze f je izometrie (izometrické zobrazeni), jestlize

Vu,v € Xz o(f(u), f(v)) = p(u,v).

Zobrazeni f je tedy izometrie, pravé kdyz obé zobrazeni f, f~! jsou lipschit-
zovskd s konstantou 1. Specidlné kazda izometrie je homeomorfismus.

1.50 Poznamka. Nékdy se izometrickymi nazyvaji i zobrazeni f: (X, p) — (Y, 0),
kterd nejsou bijektivni, ale zachovavaji vzdalenost (tj. f:(X,p) — (f(X),0), je
izometrie ve smyslu Definice 1.49).

1.51 Definice. ~ Rekneme, 7e metrické prostory (X, p) a(Y,o) jsou homeomorfni
(resp. izometrické), existuje-li bijekce f:X —'Y, kterd je homeomorfismus (resp.
izometrie).

Z trojihelnikové nerovnosti ihned vyplyva, ze v kazdém metrickém prostoru
(X, p) je pro libovolny bod a € X funkce p(-, a) lipschitzovska s konstantou 1 (a je
tedy i spojitd). Obecngji:

1.52 Tvrzeni. Necht (X, p) je metricky prostor a A je jeho neprdzdnd podmnozina.
Pak funkce p(-, A) je lipschitzovskd s konstantou 1.

Nakonec uvedeme vétu, kterd ukazuje, Ze spojitost a limity zobrazeni z metric-
kého prostoru do eukleidovského prostoru R” 1ze vySetfovat ,,po slozkach®.

Necht (X, p) je metricky prostor a f je zobrazeni z X do R”. Je tedy f: D — R”,
kde D C X. Je ziejmé, Ze rovnosti f(z) = (f1(z),- .., fn(x)) jsou definovany funkce
fi:D = R,..., f,: D — R Rikdme, Ze fi,..., f, jsou sloZky zobrazeni f a piSeme
f =1, -, fn). (Z¥ejmé fi(x) = (f(x),e;), kde e; je i-ty prvek kanonické baze
R™.)

1.53 Véta. Necht (X, p) je metricky prostor, AC X a f = (f1,..., fn) je zobra-
zeni z X do R™. Potom plati:

(i) Necht a € A. Pak zobrazeni f je spojité v bodé a vzhledem k mnoZiné A,
pravé kdyz kazda slozka f;, i = 1,...,n, je spojitda v bodé a vzhledem k
mnozing A.

(ii) Zobrazeni f je spojité na A, pravé kdyz kazda slozka f;, 1 = 1,...,n, je
spojitd na A.

(iii) Necht a € A" ab= (b1,...,b,) € R*. Pak
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li = li (z)=b;, i=1,...,n.
pJim f@)=b < pJim filw) =b;, i=1,...,n

1.5 Vztahy mezi metrikami

Casto se setkavame se situaci, kdy na mnoziné jsou zadany dvé rizné metriky. Pak
je uzitecna néasledujici terminologie.

1.54 Definice. Necht p a o jsou metriky na mnoziné X a I: X — X je identické
zobrazeni. Potom rekneme, Ze:
(i) Metrika p je silnégjsi neZ metrika o, jestlize I: (X, p) — (X,0) je spojité
zobrazeni.
(ii) Metrika p je slabsi nez metrika o, jestliZze o je silnéjsi nez p.
nez metrika o.
(iv) Metriky p a o jsou lipschitzovsky ekvivalentni, jestlize I: (X, p) — (X, 0) je
lipschitzovské zobrazeni a také I: (X,o) — (X, p) je lipschitzovské.

P#imo z definic a z Tvrzeni 1.30 snadno dostavame nasledujici tvrzeni.

1.55 Tvrzeni. Necht p a o jsou metriky na mnoziné X. Potom plati:
(i) Metrika p je silngjsi neZ metrika o, pravé kdy# plati implikace
oz v(X,p) = z,—2z v(X,0).
(ii) Metriky p a o jsou ekvivalentni, pravé kdyZ plati ekvivalence
z, oz v(X,p) &= z,—-2z v(X,0).
(iii) Metriky p a o jsou ekvivalentni pravé tehdy, kdyz identické zobrazeni
I: (X, p) = (X,0) je homeomorfismus.
(iv) Metriky p a o jsou lipschitzovsky ekvivalentni, pravé kdyZ existuji redlnd
disla ¢, d > 0 takovd, Ze pro kazdé dva body xz,y € X plati

c-o(z,y) < plx,y) <d-o(z,y).

Pojmy definované v metrickych prostorech, které neméni sviij vyznam pii z4-
méné metriky za metriku s ni ekvivalentni, se nazyvaji topologické pojmy. Z Tvrzeni
1.55 (ii) je vidét, Ze kterykoliv pojem, ktery je moZno definovat jen s uZitim pojmu
konvergence posloupnosti (aniz by se hovofilo o metrice), je topologicky pojem.
Specidlné otevienost a uzavienost mnoziny, uzavér a vnitfek mnoziny a také pojem
okoli a hromadného bodu jsou topologické pojmy.

Naproti tomu napfiklad pojem omezenosti mnoziny neni topologicky pojem.
Tento pojem a fada jinych pojmi (napf. pojem dplnosti metrického prostoru) mé
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vSak néasledujici slab§i vlastnost: neméni svlij vyznam pii zdméné metriky za met-
riku s ni lipschitzovsky ekvivalentni.

1.56 Definice. Rekneme, Ze normy || - ||1, || - ||2 na linedrnim prostoru X jsou
ekvivalentni, jestlize jsou ekvivalentni jimi indukované metriky pi, pa.

Nize (Dusledek 1.125) dokdZeme, Ze || - ||1, || - ||2 jsou ekvivalentni, pravé kdyz
existuji ¢isla K > 0, C > 0 takovd, ze Kl|z|1 < ||z]|2 < C||z|l1 pro z € X.

1.57 Piklad. Budeme zkoumat vzajemny vztah t¥i norem || ||, ||*||2, || ||z @ jimiindukovanych
metrik poo, p2, p1 na Cla,b], viz P¥iklad 1.12.

Pouzijeme-li pro skaldrni soulin z Pfikladu 1.12 Cauchyovu nerovnost na funkce |f| a 1,
dostavame

b
Il £1]x :/ -1 =(fL10 <Ifll2 - 12 = [Ifll2vb — a.

Plati tedy p1(g,h) < p2(g,h)Vb — a, z &ehoZ ihned vyplyva, Ze p2 je siln&jsi neZ p;. Podobné
dostavame, Ze peo je silnéjsi nez pa, protoze

b
1Fll2 = V/ If1? < /(b= a)llfllZ = V(b= a)l|fllco-

Polozime-li (v pfipad€ a = 0,b = 1), fa(z) := 2" a gn(z) := v/nz™ pro z € [0, 1], snadny
vypotet ukazuje, Ze f, konverguji k nulové funkci vzhledem k metrice p2, ne v8ak vzhledem k
metrice poo, a gn konverguji k nulové funkci vzhledem k metrice p1, ne vSak vzhledem k metrice
p2. Z4dné dvd ze t¥i metrik poo, p2, p1 (resp. norem || -||oo, || ||2, || - |1) nejsou tedy ekvivalentni.

Pieneseni struktury

Jestlize f: X = Y je bijekce a na Y mame danu n&jakou strukturu (napf. metric-
kého prostoru, normovaného linedrniho prostoru, télesa, grupy apod.), je intuitivng
jasné, ze pomoci bijekce f miZeme zavést na X strukturu stejného typu (tim, Ze
yztotoznime* prvek x s prvkem f(x)).

Toto ,,metamatematické“ pozorovani mizeme pro piipad metrickych prostort
formulovat jako matematické tvrzeni (jehoz dtikaz je zfejmy) takto:

1.58 Tvrzeni. (o pfeneseni metriky) Necht (Y, p) je metricky prostor a necht
f: X = (Y, p) je bijekce. Polozime-li pro z1, x2 € X

O'(IL'l,.’L‘z) = p(f(xl)af(ml))a
je o metrika na X; je to jeding metrika na X, pfi které f:(X,0) — (Y,0) je
izometrie.

Pomoci pfeneseni metriky se definuje dilezita redukovand metrika na R*, kter
umoznuje chapat nevlastni limitu a limitu v nevlastnim bodé jako specidlni pfipad
limity zobrazeni mezi metrickymi prostory.

Pro definici redukované metriky zvolime spojitou rostouci funkci p: R — R
jejimz oborem hodnot je omezeny interval (a, 8). Zobrazeni ¢ p¥irozend roz&{Fime na
zobrazeni p*: R* — [a, 8] tim, Ze polozime ¢*(o0) = 3, p*(—o0) := a. Metriku o,
kterou dostaneme prenesenim eukleidovské metriky z [a, 8] na R* pomoci zobrazeni
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OBR. 1.2. Znézornéni redukované metriky.

©*, budeme nazyvat redukovanou metrikou na R* (urfenou funkci ¢). Klademe
tedy o(z,y) = |p*(z) — ¢*(y)|; (viz obr. 5.18, ktery odpovidd volbé (a,3) :=
(—7/2,7/2), p(x) := arctgx).

Neni tézké dokéazat nasledujici tvrzeni.

1.59 Tvrzeni. Necht o je redukovand metrika na R*. Jestlize a, 1, x2,... jsou
realng d¢isla, pak plati:

i) zp—ora<s=z,—>avR,0).
(i) =z, > too <=z, > too v (R*,0),

kde konvergence na levych stranach ma klasicky vyznam.
Kazda jina metrika o s témito vlastnostmi je se o ekvivalentni.

Je zfejmé, ze redukovand metrika je na R ekvivalentni s eukleidovskou metrikou,
neni s ni vSak lipschitzovsky ekvivalentni.
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1.6 Soucin metrickych prostori; dvojna
a dvojndsobna limita

UvaZzujme nyni n metrickych prostord (Xi,p1),---,(Xn,pn) a kartézsky soudin
X = X x---xX,,. PoloZzme si otazku, jak na mnoziné X ,nejpfirozenéji“ definovat
metriku. Vedeni analogii se specidlnim pfipadem R® = R x --- x R, uvazujme me-
triky o2, 0c0, 01, které dvéma bodiim z = (z1,...,2n),y = (Y1,...,Yn) Z MnoZiny
X pfifazuji vzdalenosti

02('7:73/) = \/(Pl (mlayl))z +ot (pn(xn;yn))2a

UOO(ny) = max{pl(mlayl)a"'apﬂ(m"ay")}a
o1(z,y) = p1(@1,41) + - + pn(Tn, Yn)-

Oznadime-li v := (p1(z1,¥1),- -+ Pn(Tn,yn)) € R?, mame
or(z,y) = [[vll2, oso(®,y) = llvlleo, o1(z,7) = [0ll1-

Z t&chto rovnosti a vlastnosti ti{ uzitych norem na R™ (srov. Pozndmka 1.61) pak jiz
snadno plyne, Ze 03, 0, a 01 jsou skuteéné metriky na X a jsou po dvou lipschitzov-
sky ekvivalentni. VSechny topologické pojmy a fada dalSich tedy nezavisi na tom,
kterou z téchto tfi metrik na X uvazujeme. Ani jeden z vybérd neni ,kanonicky*,
pro urcitost vSak zvolime 0.

1.60 Definice. Kartézskym soudinem metrickych prostord (X1, p1),-- ., (Xn, pn)
rozumime kartézsky sou¢in X := X; X --- X X,, opatreny metrikou o,. Tento
metricky prostor oznacujeme symbolem (X1,p1) X -+ X (Xy, pn)-

1.61 Poznamka.

(i) Na X mutzeme pro kazdé 1 < p < oo definovat metriku o, pfedpisem
op(z,y) :=||v||p- Neni pravda, Ze pro kazdou normu ||-|| na R" je pfedpisem
o(z,y) := ||v|]| uréena metrika na X. Pro o totiZ nemusi platit trojihelni-
kové nerovnost; ta je vSak splnéna (jak ukazuje krétky pfimocary vypocet),
je-li || - || monotdénni v tom smyslu, Ze
[[(v1,.. o)l < |[(wi,...,ws)|| kdykoliv 0<wv; <w;, i=1,...,n.

Je zfejmé, Ze normy || - ||, tuto ,vlastnost monotonie“ mayji.

(ii) Protoze na X neni kanonicky urcena metrika, nékdy se ponékud neurcité
fik4, ze soucin metrickych prostort je mnozina X s nékterou z metrik p,.
Vsechny tyto metriky uréuji na X stejné topologické pojmy a také ty pojmy,
které se neméni pii pfechodu k lipschitzovsky ekvivalentni metrice.

Pro zobrazeni f z metrického prostoru (Y, o) do soudinu X = X3 x --- x X,
metrickych prostort plati zobecnéni Véty 1.53: spojitost a limita se vySetfuje ,,po

26



slozkdch“. Slozky fi,..., f, zobrazeni f jsou ovem (na Dy) opét definovany rov-

nosti f(z) = (fi(z),..., fu(z)).

1.62 Véta. Necht (Y, o) je metricky prostor, A CY a f = (f1,..., fn) je zobrazeni
zY do X = X; x--- x X,,. Potom plati:

(i) Necht a € A. Pak zobrazeni f je spojité v bodé a vzhledem k mnoziné A,
pravé kdyz kazda slozka f;, i = 1,...,n, je spojitd v bodé a vzhledem k
mnoziné A.

(ii) Zobrazeni f je spojité na A, pravé kdyz kazdd slozka f;,i = 1,...,n, je
spojitd na A.

(iii) Necht a € A" a b= (by,...,b,) € X. Pak
lim flz)=b = lim filx) =b;, i=1,...,n.

z—a,zEA z—a,zEA

Je-1i na sou¢inu dvou metrickych prostori (X, p) x (Y, o) zaddna redln4 funkce
(nebo obecnéji zobrazeni do metrického prostoru) f, pak funkci f chipeme jako
funkci ,,dvou proménnych“ z € X, y € Y. Limita funkce f v bod& (zo,y0) €
X xY (tedy vzhledem k ob&ma proménnym) se ¢asto nazyva dvojnd limita. Pokud
nejprve vypocteme limitu podle jedné proménné a potom podle druhé, hovoii se
vétsinou o opakované nebo také dvojndsobné limité. Zakladni (snadny) vztah mezi
témito pojmy udévé nésledujici véta (pro dukaz viz [D II)).

1.63 Véta. (o dvojné limité)  Necht (X, p), (Y,0) a (Z,w) jsou metrické prostory
a necht f je zobrazeni z X xY do Z. Necht xo € X', yo € Y'. Polozme
M ={(z,y) e X xY: = # 9,y # yo} a pfedpoklddejme, Ze

(i) existuje dvojnd limita

1.4 lim x, =z € Z7
( ) (z’y)*(zo,yo),(way)EM f( y)

(ii) existuje d > 0 takové, Ze pro kazdé x € Us(zo) \ {zo} existuje

lim f(z,y) =:p(z) € Z.

Y—yo

Potom existuje i dvojnasobnd limita

(1.5) lim ¢(z) = lim (lim f(:c,y)) =z

T—T0 T—To Yy—Yo

1.64 Pozndmka.

(i) Je zfejmé, jakou ,symetrickou podminkou® je tfeba nahradit podminku (ii), aby z pfed-
pokladu (i) plynula existence druhé dvojnasobné limity

lim ( lim f(z,y)) =z

Yy—=Yo \z—ZTo
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(ii) Z existence dvojnasobné limity (1.5) existence dvojné limity (1.4) obecn& neplyne. Pokud
je v8ak navic limita limy_,,, f(z,y) stejnomérna (viz Poznamka 1.34) vzhledem k z z
né&jakého ,redukovaného okoli“ Us(zo) \ {zo},

d > 0, neni t&7ké dokdzat existenci (1.4).

1.7 Separabilni a totdlné omezené
prostory

1.65 Definice. (separabilni prostor) Metricky prostor se nazyva separabilni, jestlize
v ném existuje spocetna hustda podmnoZina.

Je zfejmé, ze separabilita je topologicky pojem. Pro prici s pojmem separabil-
niho prostoru je vyhodné zavést pojem béaze otevienych mnozin.

1.66 Definice. (bize otevienych mnozin)  Necht B je systém otevienych podmno-
Zin metrického prostoru X. Rekneme, Ze B je baze otevienych mnozin prostoru X,
jsou-li splnény néasledujici podminky, které jsou ekvivalentni.

(i) Pro kazdou otevienou mnozinu G C X existuje systém B* C B takovy, Ze
G=JB"

(ii) Je-li G C X otevfend mnozZina a x € G, pak existuje H € B takovd, Ze
r€e HCQG.

1.67 Véta. Metricky prostor je separabilni, pravé kdyz existuje spocetnd bédze
otevienych mnozin prostoru X.

7Z této charakterizace separabilnich prostord a z Tvrzeni 1.22 naptiklad okamzité
dostavame, ze podprostor separabilniho metrického prostoru je opét separabilni a
také nasledujici hlubsi vétu.

1.68 Véta. (separabilni metricky prostor je Lindelofav) Necht (X, p) je separa-
bilni metricky prostor a X = |J,c4 Ga, kde vSechny mnoZiny G, jsou oteviené.
Pak existuje spocetnd S C A takovd, 7e X = |J,cg Ga- (Strucnégji: z kazdého
otevieného pokryti separabilniho prostoru lze vybrat spodetné pokryti.)

Diikaz. (Naznak.) Necht B je spoletnd baze otevienych mnoZin prostoru X a
B* je mnozina téch B € B, které jsou ¢asti nékteré mnoziny G, a € A. Pro
kazdé B € B* zvolme ap takové, ze B C G,,- Je snadno vidét, ze staci polozit
S :={ap: B € B*}.
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1.69 Poznamka. Snadnym duasledkem pfedchozi véty je toto jeji zesileni:
Z otevieného pokryti libovolné podmnoZiny separabilniho metrického prostoru
lze vybrat spocetné pokryti této mnoZiny.

1.70 Tvrzeni. Soucin X := X; X --- X X,, separabilnich metrickych prostori
X4,...X, je opét separabilni prostor.

1.71 Definice. Necht X je metricky prostor a A C X.
Jestlize A’ = (), fekneme, Ze mnozina A je diskrétni.
Jestlize A'N A = (), fekneme, %e A je izolovan.

1.72 Poznémka.
(a) MnoZina A je izolovand, pravé kdyZ kazdy jeji bod je jejim izolovanym bodem. MnoZina
A je diskrétni, pravé kdyz je izolovana a uzaviena.
(b) Terminologie kolisa, dokonce n&ktefi autori diskrétni (resp. izolovanou) mnozinu ve smyslu
Definice 1.71 nazyvaji izolovanou (resp. diskrétni).

1.73 Tvrzeni. Necht X je metricky prostor. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekviva-
lentni.

(i) Prostor X je separabilni.
(ii) Kazd4 izolovand mnozina A C X je spodetnd.
(iii) Kazd4 diskrétni mnozina A C X je spocetna.
(iv) Kazdy disjunktni systém otevienych neprdzdnych podmnozin X je spocetny.

1.74 Definice. Necht (X, p) je metricky prostor a ¢ > 0. Rekneme, 7e M C X je
e-sit v X, jestlize pro kazdy bod x € X existuje bod y € M takovy, Ze p(x,y) < €.

1.75 Definice. (totilné omezeny prostor) Metricky prostor (X, p) se nazyva to-
talné omezeny, jestlize pro kazdé € > 0 existuje konecnd e-sit v X. MnozinaY C X
se nazyva totalné omezend, jestlize podprostor (Y, p) je totdlné omezeny.

Neni tézké dokazat néasledujici tvrzeni.

1.76 Tvrzeni. Necht X je totdlné omezeny metricky prostor. Pak plati:

(i) X je omezeny prostor.
(ii) X je separabilni prostor.
(iii) Kazdd mnozinaY C X je totdlné omezend.

1.77 Tvrzeni. Soucin X := X; X---xX X, totdlné omezenych metrickych prostori
Xi,...X, je opét totalné omezeny prostor.

Je snadno vidét, ze pojem totalné omezeného prostoru neni topologicky pojem,
neméni se vSak pii prechodu k lipschitzovsky ekvivalentni metrice.
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1.8 Uplné metrické prostory

Pojem uplného prostoru je velmi dilezity, zejména pfi praci s nekoneéné dimenzi-
ondlnimi (Banachovymi) prostory, kdy vét§inou nelze pouZit teorii (specialnéjsich)
kompaktnich prostort. Zvlast dilezité jsou aplikace Banachovy véty o kontrakci
(Véta 1.87) a Baireovy véty.

1.78 Definice. Posloupnost (x,) bodii metrického prostoru (X, p) se nazyva cau-
chyovska, jestlize plati:

(1.6) Ve>03InpeNVn,meN:. (n>ng,m>ng) = p(Tn,zm) <E.

1.79 Poznamka. Cauchyovské posloupnosti se fika také fundamentdlni posloup-
nost. Podminka (1.6) je Bolzano-Cauchyova podminka.

Snadno je vidét, Ze pokud je posloupnost (z,) konvergentni v X, je také cau-
chyovska.

1.80 Definice. (Gplny prostor) Rekneme, 7e metricky prostor X je tiplny, jestlize
kazda cauchyovska posloupnost bodii prostoru X je konvergentni v X.

1.81 Poznamka. Neni téZké nahlédnout, Ze pojem Uplného prostoru neni topo-
logicky pojem, neméni se vSak pii pfechodu k lipschitzovsky ekvivalentni metrice.
Casto se uzivé nasledujici snadné tvrzeni.

1.82 Tvrzeni. (Gplnost podprostoru)  Necht (X, p) je metricky prostor a M C X.
Pak plati nasledujici tvrzeni.
(i) Je-li (M, p) tplny prostor, pak M je uzaviend podmnozina prostoru X .
(ii) Necht (X, p) je tplny. Pak prostor (M, p) je Gplny, pravé kdyZz M je uzaviend
podmnozina prostoru X.

Snadny je i dikaz této véty:

1.83 Véta. Soucdin X := X, x --- x X,, tplnych metrickych prostori Xi,... X,
je opét uplny prostor.

1.84 Poznimka. Protoze R je Uplny prostor, je podle pfedchozi véty (R”, poo)
také aplny. Je tedy (viz Poznamka 1.81) Gplny také eukleidovsky prostor (R™, p2).

Metricky prostor C je zfejmé izometricky s (R2,ps), takZe je tplny. Protoze
metrika (indukovand skaldrnim soudinem) na C™ je lipschitzovsky ekvivalentni se
sou¢inovou (maximovou) metrikou na C", je tplny i prostor C". (Jiny argument:
C" je izometricky s R2".)

Nisledujici véta je snadnym zobecnénim klasického Cantorova principu vloze-
nych intervald.
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1.85 Véta. Necht X je uplny prostor a F; D Fy D ... je posloupnost neprazdnych
o

uzavienych mnozin v X, pro kterou lim diam F,, = 0. Pak ﬂ F,, je jednobodova
n—oo
n=1
mnozina.

Nyni uvedeme dulezitou Banachovu vétu o pevném bodé (o kontrakci), kterd
je jistym jabstraktnim zachycenim“ metody postupnych aproximaci (ta se oviem
pouzivé v diikazu véty).

1.86 Definice. (pevny bod, kontrakce)
(i) Rekneme, e bod x je pevny bod zobrazeni f: X — X, jestlize f(x) =
(i) Necht (X, p) je metricky prostor. Rekneme, %e zobrazeni f: X — X je kon-
trakce, existuje-li ¢islo 0 < q < 1 takové, Ze pro kazdé dva body x,y € X
plati

p(f(x), f(y) < q-p(z,y)-

1.87 Véta. (Banachova véta o pevném bodg, princip kontrakce)  Necht (X, p) je
uplny prostor, X # 0 a f : X — X je kontrakce. Pak f m& prdvé jeden pevny bod.

Abychom zformulovali ,,Baireovu vétu o kategorii“, potfebujeme zavést nékolik
pojmi.

1.88 Definice. Necht (X, p) je metricky prostor. Rekneme, 7e mnozina A C X je
ridké (v X ), jestlize je mnozina X \ A hust4.

1.89 Poznamka. Anglicky termin pro fidkou mnozinu je ,nowhere dense set“.
Tato nazorngjsi terminologie odpovid4 podmince (iii) z nésledujiciho tvrzeni.

1.90 Tvrzeni. Necht A je podmnozZina metrického prostoru (X, p). Pak nésledujici
podminky jsou ekvivalentni.
(i) A je fidkai
(ii) (A)° =
(iii) Je-li G C X neprédzdnd oteviend mnozZina, pak AN G neni hustd v (G, p).
) J

(iv) Je-li G C X neprazdnd oteviend mnozina, pak existuje oteviend neprdzdnd
H C G takovd, Ze HN A = (.

Pomoci podminky (iv) snadno dostdvame, ze koneéné sjednoceni Fidkjch mnoZin
je Tidka mnoZina.

1.91 Definice. Rekneme, e podmnozina A metrického prostoru (X, p) je mnoZina

1. kategorie (v X ), je-li A sjednocenim spocetnéd mnoha mnozin #idkych v X.
Mnozina, kterd neni 1. kategorie, se nazyva mnozina 2. kategorie. Doplnék

(v X ) mnoziny 1. kategorie se nazyva rezidudlni mnoZina.
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1.92 Véta. (Baireova) Necht X je tipIny prostor a G # 0 je oteviend podmnoZina
X. Pak G neni 1. kategorie v X (tj. G je 2. kategorie v X ).

1.93 Poznamka.

(i) Snadno je vidét, Ze Baireovu vétu lze ekvivalentné formulovat takto: Rezi-
dudlni mnoZina v uplném metrickém prostoru je hustd.

(i) Baireova véta se ¢asto formuluje ve slabsi forme; tvrdi se, Ze Gplny metricky
prostor neni (v sobé) 1. kategorie, tj. kazd4 jeho rezidudlni podmnoZina je
neprazdna. V této formé se také nejcastéji pouziva v dikazech existence
Baireovou metodou kategorii, ve kterych se postupuje timto zptisobem:

Chceme dokazat existenci objektu, ktery ma vlastnost V. Zvolime tplny
metricky prostor X (ten se vétSinou pfirozené nabizi) a dokdZeme, Ze mno-
zina {# € X: x mé vlastnost V'} je rezidudlni; tj. {z € X: 2 nema4 vlastnost
V'} je 1. kategorie. Podle Baireovy véty pak vime, ze hledany objekt existuje.

Tuto metodu lze pouzit naptiklad pro dikaz existence spojité funkce na
[0, 1], kterd nem& v Zddném bodé derivaci, bere-li se za X prostor C[0, 1].

Pojem Uplného prostoru je také velmi dilezity pifi vySetfovani existence limity
zobrazeni a existence spojitého roz§iteni zobrazeni.

1.94 Véta. Necht f je zobrazeni z metrického prostoru (X, p) do tplného metric-
kého prostoru (Y,o). Necht AC X aa € A'. Pak limita lim,_,, zcA f(2) existuje,
pravé kdyz je splnéna nésledujici (Bolzano-Cauchyova) podminka

(1.7) Ve > 038 >0Vz,y € AN (Us(a) \ {a}): o(f(z), f(y)) <e.

Nize (Véta 6.8) je dokdzano zobecnéni predchozi véty.

1.95 Véta. Necht (X,p), (Y,0) jsou metrické prostory, Y je tplny, A C X a
f:(A,p) = (Y,0) je stejnomérné spojité zobrazeni. Pak existuje prdvé jedno spo-
jité zobrazeni f*:(A,p) — (Y,0), které je rozsifenim zobrazeni f. Pfitom f* je
stejnomérné spojité.

Diikaz. (Néznak.) Zobrazeni f zfejmé spliiuje v kaZdém bodé a € A \ A Bolzano-Cauchyovu
podminku (1.7). Podle pfedchozi véty tedy existuje limy_,q,zc4 f(z) =: f*(a). PoloZime-li jestd
f*(z) := f(z) pro z € A, je snadné z definice ové&fit, Ze f* je stejnomérné spojité rozsifeni f.
Jednoznaénost je zfejma.

1.96 Definice. Rekneme, e metricky prostor @) je tiplnym obalem metrického
prostoru P, jestlize
(i) P je podprostorem @,
(il) @ je dplny prostor a
(iii) P je husty v Q.
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1.97 Poznamka.
(a) Uplnému obalu prostoru P se také iika ziplnéni P.

(b) Je-li P podprostorem uplného prostoru Q*, je P ziejmé Gplnym obalem
P. Existence Gplného obalu je tedy snadno ekvivalentni s existenci iplného
nadprostoru.

Nasledujici véta fikd, Ze Gplny obal existuje a je uréen (co do struktury) jedno-
znacne.

1.98 Véta. Kazdy metricky prostor md tplny obal. Jsou-li Q1 a Q2 uplné obaly
P, pak existuje izometrie f: Q1 — Q2 takovd, Ze f(x) = x pro kazdy bod x € P.

1.99 Poznamka. Prostor redlnych ¢isel je oviem zaplnénim svého podprostoru
vSech racionélnich éisel. Obvykla konstrukee iplného obalu je zcela analogicka Can-
torové metodé konstrukce redlnych ¢isel z ¢éisel raciondlnich: prvky tGplného obalu
prostoru P jsou t¥idy ekvivalence cauchyovskych posloupnosti v prostoru P.
Jinou moZnosti je nalézt izometrii f: P — Q* do vhodného Gplného prostoru Q*;
neni t&zké si rozmyslet, Ze pak je sestrojeni Giplného obalu prostoru P snadné. (Je-li
P omezeny prostor, lze f(z) definovat jako funkci y — dist(y,z), kterd je prvkem
(4plného) prostoru viech omezenych funkci na P se supremovou metrikou).

1.9 Kompaktni prostory

Kompaktni metrické prostory maji fadu dilezitych vlastnosti uzavieného omeze-
ného intervalu. Daji se charakterizovat napiiklad svou vlastnosti, kterd je velmi
uZiteCnd pro aplikace: kazda spojitd redlnd funkce na kompaktnim prostoru na-
byva svého maxima a minima. Teorie kompaktnich metrickych prostort ma velmi
dilezité aplikace zejména pii praci s koneéné rozmérnymi prostory. V nekoneéné
rozmérnych prostorech se aplikuje (ispé$né hlavné pojem kompaktniho topologic-
kého prostoru.

Nejobvyklejsi je nésledujici ,pokryvaci“ definice (pomoci které se definuje i
pojem kompaktniho topologického prostoru).

1.100 Definice. (kompaktni prostor) Rekneme, Ze metricky prostor (X,p) je
kompaktni, jestlize z kazdého pokryti prostoru X otevienymi mnoZinami lze vy-
brat kone¢né pokryti. Jinymi slovy: jestlize X = J,c 4 Ga a vechny mnoziny G
jsou oteviené, pak existuje konecnd mnozina K C A takovd, ze X = |J,cx Ga-

Rekneme, 7e mnozina M C (X,p) je kompaktni, jestlize podprostor (M,p) je
kompaktni.
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Pojem kompaktniho prostoru je zfejmé topologicky pojem.

Z Tvrzeni 1.22 okamzité plyne, ze M C (X,p) je kompaktni, pravé kdyz z
kazdého pokryti mnoziny M mnozinami otevienymi v X 1ze vybrat konecné pokryti.
Tato vlastnost kompaktni mnoZiny zobecfiuje vlastnost intervalu [a,b] zndmou z
Borelovy véty.

Casto se uzivaji vlastnosti ekvivalentni s kompaktnosti, které jsou obsazeny v
nasledujici vété.

1.101 Véta. Necht (X, p) je metricky prostor. Pak nésledujici tvrzeni jsou ekvi-
valentni.

(i) Prostor X je kompaktni.
(ii) Z kazdé posloupnosti bodi z X lze vybrat konvergentni posloupnost.
(iii) Kazd4d nekonetnd mnozina M C X md v X aspoii jeden hromadny bod
(tj. M' £ 0).
(iv) Je-li X D Fy D Fy D F3 D ... nerostouci posloupnost neprézdnych uzavie-
nych mnozin, pak

ﬂ F, # 0.

n=1
(v) Z kazdého spocetného pokryti prostoru X otevienymi mnoZinami lze vybrat
konecné pokryti.

1.102 Poznamka. V pfipadé topologického prostoru X podminky (ii)—(v) plynou
z kompaktnosti X, ale ne naopak. Topologické prostory spliujici (i) se nazyvaji
sekvencidlné kompaktni.

Snadno je vidét, Ze podmnozina kompaktniho prostoru je kompaktni, pravé
kdy? je uzaviena. O néco hlubsi je nasledujici véta.

1.103 Véta. Soucdin X := X; x --- x X,, kompaktnich metrickych prostori
X4,...X,, je opét kompaktni prostor.

Pro klasické aplikace kompaktnosti jsou dilezité zejména nésledujici dvé véty.

1.104 Véta. (kompaktni podmnoziny R”) Mnozina M C R" je kompaktni prvé
tehdy, je-li v R" uzaviend a omezena.

1.105 Véta. Spojita realns funkce na neprazdném kompaktnim metrickém pro-
storu nabyva svého maxima a minima (a je tudiZ omezens).

vvvvvv

storu jsou shrnuty v nasledujici vété.

1.106 Véta. Necht f:(X,p) — (Y,0) je spojité zobrazeni a metricky prostor
(X, p) je kompaktni. Pak plati:
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(i) Zobrazeni f je stejnomérné spojité.
(ii) Mnozina f(X) je kompaktni.
(iii) Je-li f bijekce, pak f je homeomorfismus.

Aplikujeme-li vlastnost (iii) na identické zobrazeni, dostavame:

1.107 Tvrzeni. Necht na kompaktnim metrickém prostoru (X, p) je ddna druhg
metrika o, kterd je slabsi nez p. Pak p a o jsou ekvivalentni.

Nésledujici dvé véty ukazuji souvislost mezi kompaktnosti, Gplnosti a totdlni
omezenosti.

1.108 Véta. Metricky prostor je kompaktni, pravé kdyz je uplny a totdlné ome-
zeny.

1.109 Véta. Necht X je uplny metricky prostor a A C X. Pak A je totdlné
omezend mnozina, pravé kdyz A je kompaktni mnoZina.

1.110 Poznamka. Podmnoziné metrického prostoru se nékdy tika prekompakini,
mé-li kompaktni uzivér. Piedchozi véta ukazuje, ze v uplnych prostorech pojem
prekompaktni mnoziny splyvé s pojmem totalné omezené mnoziny.

1.10 Souvislé prostory

1.111 Definice. Necht (X, p) je metricky prostor. Rekneme, 7e A C X je obojetn4
mnozZina, je-li zaroven oteviend i uzaviena.

1.112 Lemma.  Necht metricky prostor (X, p) je sjednocenim disjunktnich ne-

prazdnych mnozin A, B. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

(i) A, B jsou oteviené mnoziny.

(ii) A, B jsou uzaviené mnoZiny.

(iii) A je obojetnd mnoZina.

(iv ANB=BnA=0.

v) ANB = 0.

(vi) M C X je oteviend mnozina, pravé kdyz M N A je oteviend v (A,p) a MNB
je oteviend v (B, p).

(vil) Pro kazdy metricky prostor (Y, o) a kazdé zobrazeni f: X — Y je f spojité,
pravé kdyz obé zobrazeni f [4: (A,p) = Y, f 1B: (B, p) = Y jsou spojita.

(viii) Charakteristickd funkce Cs: X — R mnoziny A je spojité.
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Zejména tvrzeni (vi) a (vil) ukazuji, Ze za danych podminek je prostor X roz-
lozen na dva prostory, které spolu ,nesouvisi“. Nésledujici definice je tedy zcela
pfirozend.

1.113 Definice. Metricky prostor se nazyva souvisly, neni-li sjednocenim dvou
disjunktnich otevienych neprazdnych podmnozin.

Kazd4 z ekvivalentnich podminek z pfedchoziho lemmatu vede ovSem k ekvi-
valentni definici souvislého prostoru.

1.114 Definice. Rekneme, 7e podmnoZina M metrického prostoru (X, p) je sou-
visld, je-li souvisly podprostor (M, p).

Z Lemmatu 1.112 okamzité dostdvame nasledujici charakterizaci souvislych
mnozin, kterd neuziva pojem podprostoru.

1.115 Tvrzeni. Necht (X, p) je metricky prostor a M C X . Pak ndsledujici tvrzeni
jsou ekvivalentni.
(i) Mnozina M je souvisla. B
(i) Jeli M = AuB aANB=BNA=, pak A={ nebo B = {.
(iii) Je-li M = AUBaANBNM =0, pak A= nebo B = .

1.116 Tvrzeni. Neprdzdnd mnozina M C R je souvisld, pravé kdyz M je interval
nebo jednobodova mnoZina.

Diikaz. Nechf M je interval a predpokladejme, Ze M neni souvisld mnoZina. Podle Lemmatu
1.112 (viii) existuji disjunktni neprazdné mnoZiny A, B takové, Ze

M = AU B a charakteristicka funkce C4 je spojitd v M. M4 tedy C4 Darbouxovu vlastnost na
intervalu M. V nékterém bod& proto nabyva hodnoty 1/2, a to je spor. Neni-li M interval ani
jednobodovad mnozina, polozme « := inf M, § := sup M. Protoze M neni interval a a < (3,
existuje &slo ¢ € (a,8) \ M. PoloZime-li A := (—o0,¢) " M a B := (¢,00) N M, pak zfejmé
M=AUB,A#0,B#0aAnBnNM = 0. Podle Tvrzeni 1.115 (iii) neni M souvisl4 mnoZina,
cOZ je spor.

1.117 Véta. Necht (X, p) je metricky prostor. Pak plati:
(i) Je-li A C X souvislda A C M C A, pak M je také souvisl4.
(i) Jsou-li A,, w € Q, souvislé podmnoziny X a ﬂ A, # 0, pak mnoZina
weN

U A, je také souvisla.
weN

1.118 Véta. Necht f:(X,p) — (Y,0) je spojité zobrazeni. Je-li X souvisly, pak
f(X) je souvisld mnoZina.

1.119 Definice. Rekneme, 7e metricky prostorX je kiivkové (obloukové) souvisly,
jestliZe pro kazdé dva body a, b € X existuje spojité zobrazeni ¢: [0,1] = X takové,
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Ze p(0) =a a (1) =b.

1.120 Tvrzeni.

(i) Kazdy krivkové souvisly metricky prostor je souvisly.
(i) Je-li G C R™ oteviend mnozina, pak G je souvisld, pravé kdyz je kfivkové
souvisla.

Tvrzeni (i) ihned vyplyvé z Tvrzeni 1.116 a Véty 1.118. Tvrzeni (ii) 1ze pfirozend
zobecnit a zesilit: Kazdé dva body oteviené souvislé podmnoziny G normovaného
linedrniho prostoru lze spojit ,lomenou ¢arou® lezici v G.

1.121 Definice. Rekneme, #e mnozina C C X je komponenta (souvislosti) me-
trického prostoru (X, p), jestlize C' je maximalni souvisld mnozZina v X (tj. v X
neexistuje jeji souvisla vlastni nadmnoZina).

Komponentou mnozZiny M C X rozumime komponentu podprostoru (M, p).

7 Véty 1.117 snadno vyplyva néasledujici tvrzeni.

1.122 Twrzeni. Necht X # 0 je metricky prostor. Pak:
(i) Systém vSech komponent prostoru X tvori rozklad X na neprdzdné uzaviené
souvislé mnoziny.
(ii) Je-li G C R" oteviend mnoZina, pak komponenty mnoziny G jsou oteviené
mnoziny.

Kazdy bod = € X tedy lezi v pravé jedné komponenté prostoru X; té se nékdy
tika komponenta souvislosti bodu x.

1.11 Linearni zobrazeni mezi
normovanymi linearnimi prostory

Nechf L: R® — R* je linedrni zobrazeni. Z linedrni algebry vime, Ze L je reprezen-
tovdno matici typu k x n, kterd je uréena jednoznaéné& (a kterou v této publikaci
oznadujeme symbolem [L]). V maticovém zépisu (ve kterém prvek R? ztotoZiiujeme
s matici typu 1 x p a AT je matice transponovand k matici A) plati

Lw)! =[L]-v".

Jelli [L] = (ai5), i =1,...,k, j=1,...,n,a L =(L4,..., L), pak pro vektor
v = (v,...,v,) plati
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n
Li(’l)l,...,’l)n)Z E a;;v;, i=1,...,k.
j=1

Protoze projekce v — wv; jsou spojité redlné funkce na R", mé4 zobrazeni L
ziejmé spojité slozky, a je tedy spojité. Zcela snadno jsme tedy dokézali tvrzeni:

Kazdé linedrni zobrazeni L: R* — RF je spojité.

V tomto oddilu toto snadné tvrzeni zesilime a zobecnime — dokazeme, Ze zobra-
zeni L je dokonce lipschitzovské a misto eukleidovskych prostord 1ze brat libovolné
kone¢né dimenziondlni normované linearni prostory. Nejdiive vSak dokadzeme zé-
kladni vétu o spojitych linedrnich zobrazenich mezi zcela obecnymi normovanymi
linedrnimi prostory (nad stejnym télesem). V jeji formulaci pouzivdme tmluvu z
Poznamky 1.6.

1.123 Véta. Necht X,Y jsou normované linedrni prostory a L: X — Y je linedrni
zobrazeni. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(a) L je spojité v 0.

(b) L je spojité zobrazeni.

(¢c) L je lipschitzovské zobrazeni.

(d) Existuje takovd konstanta C' > 0, Ze ||L(z)|| < C||z|| pro kazdy bod xz € X.

(e) sup{||IL(z)||: ||l=[| <1} < oo.

Pokud tyto podminky plati, pak redlné ¢islo |L|| := sup{||L(z)|]: ||z|| < 1} se
nazyvé norma linedrniho zobrazeni L. Pfitom ||L|| je nejmensi konstanta, s kterou
je L lipschitzovské. Dale plati nerovnost

(1.8) IL@)I <[ - flell, =€ X
a ||L|| je nejmensi ¢islo, které m4 vlastnost ¢isla C' z (d).

Dikaz. Budeme postupovat podle schématu
(e) = (d) = (¢) = (b) = (a) = (¢).
Necht ||L|| := sup{||L(z)|]: ||z|| <1} < o0 a z € X,z # 0. Protoze ||z/||z|||| = 1,

el 2 ()| = et 2 (52 ) | < -

takZe podminka (d) platis C' := ||L||.

Je-li splnéna podminka (d) a jsou dany body a,b € X, pak

IL(b) — L(a)|| = [|IL(b - a)[| < C[|b - al|,

takze L je lipschitzovské s konstantou C.

Implikace (¢) = (b) a (b) = (a) jsou trividlni.

Necht plati podminka (a). Protoze L(0) = 0, podle definice spojitosti mizeme
zvolit & > 0 takové, Ze pro kazdé z € X plati implikace

ll2ll <0 = [|L(2)]| < 1.

L) =

38



Je-li nynf z € X, 0 < ||z|| < 1, pak pro bod z := £z plati ||z|| = ||z|| < 4, tak¥e

IL@)] = H§L (3)

Plati tedy podminka (e).

Z dtikazi implikaci () => (d) a (d) = (c¢) vyplyvé, Ze pokud plati (e), pak
plati (1.8) a L je lipschitzovské s konstantou ||L||.

Je-li L lipschitzovské s konstantou C, pak ||L(x)|| = ||L(z) — L(0)]| < C||z||,
takze C' mé vlastnost z (d). A mé-li C tuto vlastnost, pak ||L(z)|| < C pro
z € X, ||z|| €1, takze ||L|| < C. Tim jsou dokdzany obé& charakterizace &isla ||L||
z druhé ¢asti véty.

2 2
= Sz < 5.

1.124 Poznamka.

(i) Hodnota normy ||L|| zobrazeni L se oviem muZze zménit, pokud zménime
normu na prostoru X nebo Y.
(ii) Je snadno vidét, ze ||L|| = sup{||L(z)||: ||z|] = 1}.

Z Véty 1.123 snadno dostavame:

1.125 Dasledek.  Necht || - ||1, || - ||2 jsou normy na linedrnim prostoru X a p;, po
jsou jimi indukované metriky. Pak nasledujici podminky jsou ekvivalentni.

(i) Normy || - ||1, || - ||2 jsou ekvivalentni.

(il) Existuji ¢isla K > 0, C > 0 takovd, ze K||z|1 < ||z|l2 < C||z||1 proz € X.
(iii) Metriky p1, p2 jsou ekvivalentni.

(iv) Metriky p1, p2 jsou lipschitzovsky ekvivalentni.

1.126 Lemma. Necht (Z,]| - ||) je redlny normovany linedrni prostor a necht
F:R" — Z je linedrni zobrazeni. Uvazujme na R" eukleidovskou normu. Pak plati:

(i) Zobrazeni F je spojité.
(ii) Je-li F' bijekce, pak F' je homeomorfismus.

Dikaz. (i) Necht z = (1,...,2,) € R?, ||z|| < 1. Pak

IE @)l = [|[F(z1e1 + - + znea) || = [[1F (e1) + - - + znF(en)]| <
< lerFe)ll + -+ + [lenF(en)ll = |21] - [|F ()l + -+ + [2a] - [|Fen)]| <
< [[F(e)ll + -+ [[F(en)ll-

Podle Véty 1.123 je tedy zobrazeni F' spojité.

(ii) ProtoZe norma || - || je spojitd na Z, je také funkce ¢:x — ||F(z)|| spojitd
na R™. Protoze F je linedrni bijekce, plati F'(z) # 0, a tedy ¢(x) > 0 pro kazdy
bod z sféry S := {z € R": ||z|| = 1}. Protoze S je zfejmé& omezend a uzavieni,
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je podle Véty 1.104 kompaktni. Podle Véty 1.105 tedy ¢ na S v néjakém bodé zq
nabyva svého minima, takze

¢ =min{p(z): z € S} = p(zy) > 0.

Dostavame tudiz pro kazdy bod 0 # z € R™ odhad

()]

Je-li nyni 0 # z € Z a polozime z := F~!(2), mdme 1|z|| > ||F~!(2)|, takze
zobrazeni F~1 je podle Véty 1.123 spojité.

I1E(@)[| = |2

1.127 Poznamka. Neni t&7ké ukéazat, %e tvrzeni lemmatu plati i v pfipadé, Ze Z
je komplexni prostor a misto R™ uvazujeme C".

1.128 Definice. Necht X, Y jsou normované linedrni prostory a f: X — Y je
bijekce. Rekneme, e f je izomorfismus (normovanych linedrnich prostorii), jestlize
je linedrni a homeomorfni. MnoZinu vSech izomorfismi f: X — Y budeme zna-
¢it symbolem Izom(X,Y). Rekneme, 7e X a Y jsou izomorfni, jestlize existuje
izomorfismus f: X - Y.

Je ziejmé, Ze bijekce f: X — Y je izomorfismus, pravé kdyz f~1:Y — X je
izomorfismus.

1.129 Poznamka.

(i) Izomorfismus normovanych linedrnich prostori ovéem nezachovava strukturu
normovanych linedrnich prostort, ale pouze linearni strukturu a topologii; v
tom je ustalend terminologie trochu zavadé&jici. Izomorfismu se nékdy (jesté
méné logicky) ¥ik4 linedrni izomorfismus. Né&kte¥{ autofi tyto terminy nepo-
uzivaji a hovofi o linedrnim homeomorfismu.

(ii) Jsou-li X a Y obecné normované linedrni prostory a f: X — Y je spojita li-
nedrni bijekce, f~! nemusi byt izomorfismus. (Naptiklad identické zobrazen{
I: (Cla,b], || - lleo) = (Cla,b], ]|l - |l2) je spojité, ale jeho inverze spojita neni,
viz Pfiklad 1.57).

Pokud v8ak navic X a Y jsou tplné (tj. jsou Banachovy), dosti hluboka
Banachova véta dava, ze f je nutné izomorfismus.

Bijekce f prostoru (X, | - ||1) na (Y, || - ||2) zachovdva strukturu normovanych
prostort, jestliZe je linedrni a zachovava normu, tj. || f(z)||2 = ||#||1 pro kazdé z € X.
Tyto dvé vlastnosti plati, pravé kdyz f je linedrni izometrie.

To je vidét z toho, ze pokud f je linedrni a z, y € X, pak ||f(z) — f(v)||2 =
£ (@ —y)ll2 a [[f()ll2 = [|f(z) = F(0)]|2-

ekneme, ze X a 'Y jsou izometricky izomorfni, jestlize existuje linedrni izome-
trie f: X —» Y.
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1.130 Véta. Necht X,Y jsou normované linedrni prostory, X je konecné dimen-
zionalni a L: X — Y je linearni zobrazeni. Pak L je spojité. Je-li L navic bijekce,
pak L je izomorfismus.

Diikaz. Dikaz provedeme pouze pro piipad redlnych prostori. Oznafme n :=
dim X a zvolme linedrni bijekci ¢: R* — X. Pak podle Lemmatu 1.126 je ¢ ho-
meomorfismus. Polozme M := L o ¢. Zobrazeni M:R® — Y je linearni, a proto
je podle Lemmatu 1.126 spojité. Protoze L = M o ¢~ !, je spojité i L. Je-li L bi-
jekce, z line4rni algebry vime, Ze zobrazeni L=1:Y — X je linedrni a Y je konetné
dimenzion4lni. Podle prvni ¢4sti véty je tedy L~! spojité.

1.131 Duasledek. Libovolné dva normované linedrni prostory (nad stejnym téle-
sem) stejné kone¢né dimenze jsou izomorfni.

UZijeme-li predchozi v€tu na identické zobrazeni I : X — X, dostdvadme nésle-
dujici vétu.
1.132 Véta. Libovolné dvé normy na kone¢né dimenziondlnim linedrnim prostoru

X jsou ekvivalentni.

Mnozinu vSech spojitych linedrnich zobrazeni normovaného linedrniho prostoru
X do normovaného linedrniho prostoru Y budeme ozna¢ovat symbolem L£(X,Y)
a polozime L£(X) := L(X,X). Ve funkciondlni analyze se prvky £(X,Y) Casto
nazyvaji spojité linedrni operédtory (nebo také omezené linearni operatory).

Je snadné dokazat, e pokud f € £L(X,Y), g € L(X,Y) a a € R, pak zobrazeni
fHg:z f(x)+g(x) a a-f: x— a- f(z) jsou také spojitd a linedrni a
L(X,Y) s témito operacemi tvoii linedrni prostor. Na £(X,Y) vZdy uvaZujeme
kanonickou (,,operdtorovou“) normu:

1.133 Véta. Necht X, Y jsou normované linedrni prostory. Pak funkce
ILI| = sup{[|L(z)[|: |l=|l <1}, L€ L(X,Y),

je norma na L(X,Y). Je-li prostor Y tplny, je uplny také prostor L(X,Y).
Dikaz. Podle Véty 1.123 je || - || redlnd funkce. Jestlize ||L|| = 0, pak podle (1.8)
je L identicky nulové zobrazeni, takze vlastnost (i) z Definice 1.5 plati. Jsou-li Ly,
Ly prvky L(X,Y) a a € R, pak

lla- LI| = sup{fla - L(z)[: [|z]| <1} = |a| - sup{[|L({z)[|: ||=]| < 1} = |a|- [ L],

IL1 + Lo|| = sup{[|L1(z) + La(2)||: [l=]l < 1}

< sup{||Ly(2)[| + [[L2(@)[]: [lzll <1} < NILall + (| L2l],

takZe jsou splnény i axiomy (ii), (iii).
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Dikaz tvrzeni o Gplnosti nebudeme potfebovat a jen ho naznacdime. Pfedpo-
klddejme, %e (L,) je cauchyovskd posloupnost v prostoru £(X,Y). Zvolme bod
x € X. Protoze pro n,m € N plati ||L,(z) — Ly (2)|| < ||Ln — L] - ||2]|, vidime,
ze posloupnost (L, (z)) je cauchyovskd v Gplném prostoru Y, a proto mé limitu,
kterou oznagime L(z). P¥imocafe lze nyni dokézat, ze takto definované zobrazeni
L:X — Y patii do £(X,Y) a L, — L v £(X,Y).

Je-li X redlny (resp. komplexni) normovany linedrni prostor, pak (Banachtv)
prostor X* := L(X,R) (resp. X* := L(X,C)) se nazyva (topologicky) dudlni
prostor k prostoru X a jeho prvky se nazyvaji spojité linedrni funkciondly, pfipadné
spojité linedrni formy.

1.134 Poznamka. V linearni algebfe se (algebraickym) dudlnim prostorem k line-
arnimu prostoru X rozumi linedrni prostor v8ech linearnich forem na X (a oznacuje
se také nékdy symbolem X*). Algebraicky dudlni prostor v analyze oznadujeme ji-
nak, naptiklad X#. Pro normovany line4rni prostor X plati X* = X# (rovnost
mnozin), pravé kdyz X je kone¢né dimenzionélni.

Uvedme jesté toto snadné, ale dilezité tvrzeni.

1.135 Tvrzeni. NechtX,Y Z jsou normované linearni prostory a necht jsou dany
feL(X,)Y), ge L(Y,Z). Pak

gofeLl(X,Z) a llgofll<llgll-lIfIl

Diikaz. Tvrzeni okamzité plyne z Véty 1.123 a nerovnosti

(g o @I < llgll - lF @) < llgll- 111 - Nl zeX.

Na zavér tohoto oddilu uvedeme bez dikazu dva ze zdkladnich vysledkl o spo-
jitych linedrnich funkciondlech. Pak jesté pfipojime dva piiklady konkrétnich spo-
jitych linedrnich zobrazeni.

1.136 Véta. Necht' X je normovany linedrni prostor a x € X . Pak existuje linedrni
funkciondl f € X* takovy, ze ||f|]| =1 a f(z) = ||z||-

V mnoha dtlezitych Banachovych prostorech existuje jednoduchy popis vSech
spojitych linedrnich funkcionald.

Je-li naptiklad X unitarni prostor a x € X, z Cauchyovy nerovnosti snadno
vyplyva, ze f := (-, z) je spojity linedrni funkciondl na X a ||f|| = ||z||. Podstatné

v

1.137 Véta. Necht X je Hilbertiv prostor. Pak kazdy spojity linedrni funkciondl
f na X je tvaru f = (-,x). Navic zobrazeni x — {-,x) je linedrni izometrie prostoru
X na X*.

1.138 Priklad. Necht g € C[0,1]. Jestlize pro z € C]0, 1] polozime F(z):=g-x
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(tj. F(z)(t) = g(t) - z(t)), je zfejmé F: C[0,1] — C[0, 1] linedrni zobrazeni. ProtoZe
IF@)|| = sup |g(t) - 2(®)] < llgll - ll=],
te[0,1]

je F také spojité (takze F' € L(C]0,1])). Podle Véty 1.123 plati ||F|| < ||g||. UdZime-
li, ze pro konstantni funkci z(t) = 1 plati [|F(z)|| = ||g||, vidime, Ze ||F|| = ||g]|-

1.139 Priklad. Necht g € C[0,1]. Jestlize pro funkci z € C[0, 1] polozime
1
f(z):= / g(t) z(t) dt, je f zfejmé linedrni forma na C[0, 1]. Protoze
0

1
/ g9(t) z(t) dt| < sup |g(t)z(t)| <llgll - l|=],
0 teo,1]
je f spojity linedrni funkciondl na C[0,1] (tj. f € (C[0,1))*) a ||fIl < |lg|l- (Lze

1
udzat, 7 1] = [ lo(o)]dt)
0

Izometricky izomorfni normované linedrni prostory maji stejné vSechny metrické
vlastnosti. Izomorfni normované linedrni prostory prostory maji stejné topologické
vlastnosti, ale i fadu jinych. Naptiklad plati:

1.140 Twrzeni. Necht (X,||-|l1) a (Y,] - ||2) jsou izomorfni normované linedrni
prostory. Pak X je tplny, pravé kdyz je tplny Y.

Diikaz. NechtY jeGplny a f: X — Y je izomorfismus. Pro z € X polozme ||z||5 :=
[|f(z)|]2- Snadno je vidét, Ze || - ||3 je norma na X a f:(X,||-|l3) = (Y, - |l2) je

linedrni izometrie. Z toho vyplyva, ze (X,| -||3) je také Gplny a identita
I (X,]] - l1) = (X,]] - |l3) je izomorfismus. Podle Disledku 1.125 jsou metriky
indukované normami || - ||y a || - ||3 lipschitzovsky ekvivalentni, takZe (viz Poznidmka

1.81) (X, [| - [l1) je dplny.
Z Poznamky 1.84, Dtisledku 1.131 a Tvrzeni 1.140 tedy ihned vyplyva:
1.141 Dasledek. KaZdy kone¢né dimenziondlni normovany prostor je tplny.

1.142 Tvrzeni. Necht X je n-rozmérny redlny normovany linedrni prostor, (Y, p)

je metricky prostor ay € Y. Necht @1, ..., pn je bdze dudlniho prostoru X*. Pak

zobrazeni f: (Y, p) = X je spojité v bodé y, pravé kdyZ vSechny funkce
(piof:(Yap)_)Ra i:]-a"'ana

jsou spojité v bodé y.

Diikaz. Zobrazeni ¢ = (p1,...,¢5n): X — R™ je linedrni bijekce (to plyne napfi-
klad z [Be; Vé&ta 21.25]; snadno se totiz ovéii, ze ,dudlni homomorfismus“ k ¢ je
bijekce), takze ¢ je izomorfismus podle Véty 1.130. Je tedy f spojité v bodg y,
pravé kdyz ¢ o f je spojité v bodé y, coz je podle Véty 1.53 splnéno, pravé kdyz
v8echny slozky (¢ o f); = ;o f: (Y,p) = R, i =1,...,n, jsou spojité v bodé y.
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1.12 Bilinearni a multilinearni zobrazeni

Necht (X1, [|-|[1), - - - s (Xn, ||-]|n) jsou normované linedrni prostory (nad T). Definujeme-
lina X :=X; x--- x X, s¢itdni a nasobeni ¢islem a € T po slozkach, tj.
(.’171,...,IL'n) + (yl;---,yn) = (.731 +Y1,---,Tn +yn)7
a-(z1,...,2,) = (ax1,...,02,),

pak X je ziejmé linedrni prostor. Polozime-li

lzll :=max ([|€1][1;- .., |Zalln) pro == (21,...,2s),
je snadné ovéfit, Ze || - || je norma na X. Tuto normu nazveme soué¢inovou normou
a linedrni normovany prostor (X, || - ||) soucinem normovanych linedrnich prostori

(X ([ 11)s -5 (X - [ln)-

1.143 Poznamka.

(i) Zavedend (maximova) soudinova norma neni ,kanonickd“. Stejné dobfe lze
pouzit (sou¢tovou) normu ||z||s = ||z1||+ - -+||zx|| nebo (,eukleidovskou*)
normu |||l = v/||z1||? + - - - + [|z,]|, které jsou s (maximovou) souéinovou
normou lipschitzovsky ekvivalentni.

(if) Metricky prostor X (s metrikou indukovanou souéinovou normou) je zfejmé

soudinem metrickych prostorit Xi,..., X, (s metrikami indukovanymi pii-
slunymi normami).
(iii) Soudinova norma (resp. metrika) na R” = R x --- x R je ovSem maximova

norma (resp. metrika) na R™.

1.144 Definice. Necht Xi,...,X,,Y, (n > 2), jsou linedrni prostory. Zobrazeni
F:X; x---x X, » Y se nazyvd multilinedrni (nebo n-linedrni), jestlize je linedrni
ve vSech proménnych, tj. jestlize vSechna parcialni zobrazeni
F(al,...,ai,l, -,aiH,...,an), 1<i<n, ag € Xq,...,a, € X,

jsou linearni zobrazeni.

Zobrazeni, ktera jsou 2-linedrni, se nazyvaji bilinearni zobrazeni. V pripadé
Xi =Xy =---=X,, =X rikdme, Ze F je n-linedrni zobrazeni na X. Jestlize
Y = R (resp. Y = C), misto o n-linedrnim zobrazeni hovorime o n-linedrni (multi-
linedrni) formé.

Pro multilinearni zobrazeni plati nésledujici véta analogicka Vété 1.123 o line-
arnich zobrazenich.

1.145 Véta. Necht X, X5, ..., X,, Y jsou normované linedrni prostory,
X =Xy x---xX, aF: X - Y jemultilinearni zobrazeni. Pak nasledujici tvrzeni
jsou ekvivalentni:

(a) F je spojité v 0.

(b) F je spojité zobrazeni.
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(¢c) F je lipschitzovské na kazdé omezené mnoziné A C X.

(d) Existuje takovd konstantaC > 0, Ze ||F (x1, - - -, x,)|| < C-||z1||-||z2|] - - - |22l
(e) sup{[|F(z)[: [|z[| <1} < oo.
Pokud tyto podminky plati, pak redlné ¢islo |F|| := sup{||F(z)|: ||z]| < 1} se

nazyva norma multilinearniho zobrazeni F'. Plati nerovnost

(1.9) IE@I < NEN- Nzl - llz2ll -~ llzall, 2= (z1,...,20) € X

vs o ws

a ||F|| je nejmensi ¢islo, které m4 vlastnost ¢isla C z (d).

Diikaz. (Naznak.) Dikazy implikaci (a) = (e) = (d) jsou zcela analogické dui-
kaztim odpovidajicich implikaci z Véty 1.123; staci pfimocafe vyuZzit multilinearitu
F.

K dtkazu implikace (d) = (¢) pfedpokladejme, 7ze C je &islo z podminky (d
a ||z|| < L pro kazdé z € A. Uvazujme body z = (z1,...,2,), h = (h1,...,hy) z
X1 x -+ x X, takové, 7e x € A a x+ h € A. Mame tedy

(1.10) lzl <L a |lAll < lz+ Al + |-z < 2L.

Jestlize mnohondsobné pouzijeme multilinearitu F' pfi upravé (,roznasobeni“) vy-
razu F(z + h) = F(z1 + h1,...,2n + hy), neni t82ké nahlédnout, Ze diference

D :=F(x1+h1,...,%n+ hy) — F(z1,...,2y,) je souttem 2™ — 1 prvkd Y, z nichz
kazdy ma normu nejvyse C(2L)" ||h||. Napiiklad pro n = 3 mame

D = F(xy,22,h3) + F(x1, hy,x3) + F(x1, ha, h3)
+ F(h1, 22, 73) + F(h1, 22, h3) + F(h1, he,x3) + F(h1, h2, h3),

takze v tomto pfipadé uvedend vlastnost D snadno plyne z vlastnosti C' a (1.10).
Dostavame tedy ||D|| < (2" — 1)C(2L)" |||, takze F je na A lipschitzovské s
konstantou (2" — 1)C'(2L)"~!.

Implikace (b)) = (a) je zfejmé; implikace (¢) = (b) a tvrzeni o minimalité
[|F|] v (1.9) jsou snadné.

1.146 Poznamka.

(a) Plati zobecnéni V&ty 1.130: Jsou-li X1, ..., X, aY normované linedrni prostory, X1,...,Xn
jsou kone¢né dimenziondlni a F: X1 X -+ X X;, — Y je multilinedrni zobrazeni, pak F je
spojité.

(b) Je-li F:X; X --- X X, — Y spojité multilinedrni zobrazeni, z (1.9) ihned vyplyva, Ze
kazdé parcidlni zobrazeni F(ai,...,ai—1, *,@i+1,--.,an) j€ Spojité linedrni.

Jsou-li Xj,...,X, aY normované linedrni prostory, budeme mnozinu vsech
spojitych multilinedrnich zobrazeni F:X; X ---x X, =Y oznacovat symbolem

L(X1,..., X Y).
V pifpadé X; =---= X, =: X klademe L,(X,Y) :=L(X1,...,Xn;Y).
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Pro FeL(Xy,...,Xn;Y), GeL(X1,...,Xn;Y) a €T zobrazeni
(F+G)(z) :=F(x)+G(z) a (aF)(z) := aF(x) patii zfejmé také do prostoru
L(X1,...,Xp;Y). S témito operacemi je pak L£(Xi,...,X,;Y) linedrni prostor.
Navic zfejmé plati

IF + G| = sup{||F (z) + G(z)[|: [l«|| <1} < [|F]| + (|G,

|laF|| = sup{|laF(z)[: [lz]| <1} = o||F]],
takZe snadno vidime, Ze norma || - || je skute¢né norma na £(Xy,..., X,;Y).

Daéle tedy chipeme L£(X;,...,X,;Y) jako normovany linedrni prostor. Pokud
Y je Gplny, neni t&zké dokazat, Ze také L£(X1,...,X,;Y) je Gplny.

V Kapitole 3 budeme potiebovat nasledujici tvrzeni.

1.147 Tvrzeni. Nechtn > 2, X;,...,X, aY jsou normované linedrni prostory
aF e L(Xy,L(X2,X3,...,X,;Y)). Pak zobrazeni Fy: X1 X --- x X, - Y dané
predpisem
Fo(zy,...,2n) = F(z1) (22,...,2,)
patii do prostoru L(X1,...,Xp;Y).
Nayvic zobrazeni ¢: F' — F je linedrni izometrie prostoru £(X1, L(Xa,...,X;Y))
na prostor L(X1,...,X;Y).

Diikaz. (Néznak) Multilinearita F, je zfejmé. Je snadno vidét, Ze

|1F|| = sup{sup{[|F'(z1) (22, -, zn)ll: (@2, -, 2n)ll <1} [Joa]l < 1}
= sup{[|Fx (21,22, -, @) | [[(21, -, 20l <1},

takze Fy € L(X1,...,Xn;Y) a ¢ zachovava normu. Linearita ¢ je zfejmé. Ovéfeni
toho, Ze ¢ je bijekce, je také zcela pfimocaré.

Je obvyklé prostory L(X1,L(Xa,...,Xn;Y)) a L(X4,...,Xpn;Y) pomoci line-
arni izometrie ¢ ztotozhovat (ztotoziiujeme F a Fy, = ¢(F)). Pak mtizeme psét
‘C(Xla'C(XQ:Y)) = ‘C(X17X2;Y)a
L(X1,L(X2, L(X5,Y))) = L(X1, L(X2, X3;Y)) = L(X71, Xp, X33Y)
a obecné
L(X1, L(Xa, ..., L(Xn,Y))...) = L(X1, ..., Xn; V).

1.148 Definice. Necht X, Y jsou linedrni prostory a F: X™ — Y je n-linedrni
zobrazeni na X. Jestlize pro libovolné vektory zi,...,T, a libovolné dva indexy
1 <i < j <n plati

F(zy,...,%...,%5,...,¢n) = F(21,...,2j,...,%i,...,Tn),

rekneme, ze F' je symetrické n-linedrni zobrazeni.
Plati-li vzdy, ze

Fxi,- o, %iy -y Zjyee oy @n) = —F(x1,.. ., 25, Ziy .., Tn),
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tekneme, Ze F' je antisymetrické n-linedrni zobrazeni.

1.149 Priklad. Necht X je redlng unitarni prostor. Potom skalarni soucin
s:(z,y) — (z,y) je zfejmé (symetrickd) bilinedrni forma na X. Podle Cauchyovy
nerovnosti |s(z,y)| < ||z|| - [lyl|, takze z Véty 1.145 vyplyva, ze s € L2(X,R) a
lIsll < 1. Je-li X # {0}, pro z # 0 plati [s(z,z)| = ||l=[ - [|=]|, takze [|s|| = 1.

1.150 Priklad. Necht X, Y, Z jsou normované linedrni prostory. Pro z € X,
feL(X,Y)age L(Y,Z) polozme

pir(z, f) =f(x) a  ¢f,g9) =gof.
Pomoci nerovnosti (viz Véta 1.123 a Tvrzeni 1.135)

W@ <A -ll=ll a2 flgo £l < llgll - lI7]

snadno dostavame, ze @1 a o jsou spojitd bilinedrni zobrazeni:
p1 € ‘C(Xa [’(Xa Y)7 Y) a P2 € E([’(Xa Y)aﬁ(Ya Z)a ‘C(Xa Z))

1.151 Priklad. Funkce f(vi,...,v,) := det[vi,...,v,] je n-linedrni forma na
R™. V linedrni algebfte se dokazuje, Ze f je jedina n-linedrni forma na R™, ktera je
antisymetrickd a pro kterou f(eq,...,e,) = 1.
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2. Diferencialni pocet
funkci vice proménnych

2.1 Parcidlni derivace a totalni
diferencial realné funkce

Necht f je redlné funkce n redlnych proménnych, kterd je definovana alesponi v bodé
a=(a,...,an) € R*. Zvolme pevné 1 < i < n a zkoumejme, jak ,rychle se méni
hodnoty funkce f“, ménime-li malo pouze i-tou soufadnici bodu a. Jinymi slovy,
vySetfujme ,rychlost zmény funkce f v bodé a ve sméru vektoru e;“. Presnéji:
uvazujme ,parcidlni diferenci®

flai,...,a;_1,a; + hya;11,-.-,an) — f(a1,--.,a,) = fla+ he;) — f(a),

kterd odpovida ¢astetné (parcidlni) zméné bodu a (jen v i-té soufadnici), a ptejme
se, jak velkd je tato diference ve srovnani s ¢islem 0 # h € R, které je (v absolutni
hodnoté) velmi malé. Tim jsme vedeni ke zkoumdni limity

_ 11m f(al,.. ey Qi—1, Q4 =+ h,aH_l,. .. ,an) - f(al,.. .,an)
h—0 h h—0 h '

Tato limita v8ak neni nic jiného, nez derivace funkce
g(z) = flar,-..,0i-1,Z,Qi11,---,0n) = fla+ (x — a;)e;)

v bodé a;. Skutecné,

1o\ —

g(al) }Lllﬁ) h
— lim f(al,...,ai_l,ai+h,ai+1,...,an)—f(al,...,an)
T k>0 h '

O funkci g ¢asto mluvime jako o (i-té) parcidlni funkci a nejéastdji pro ni pouzivame
zapis g = f(a1,.-.,4i—1,",Gi+1,---,an) (srov. obr. 2.3).
Mélo by byt tedy jasné, pro¢ v nasledujici definici mluvime o parcidlni derivaci.
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OBR. 2.3. Znézornéni parcidlnich funkci f(zo,-) a f(-,yo)-

2.1 Definice. Necht f je redlnd funkce n proménnych, a = (ai,...,a,) € R* a
1 < i < n. Pak parcidlni derivaci funkce f podle i-té proménné v bodé a definujeme
jako limitu

of . _ .. fla+he) = fla) _ , , " as
61'1(61)_’11113) h —(f(ala---aal—la'aaz-l—l;"'aan)) (al)
— lim f(ala---aaiflaai+h,ai+17---aan)_f(ala"'aan)_
h—0 h

oznacujeme parcidlni derivaci funkce f podle i-té proménné: funkci

é)f: T — 6f

Symbolem gf.

T;

definovanou predpisem

Jak je vSeobecnym zvykem, neni-li vyslovné fecen opak, pfipoustime pouze

konecné parcidlni derivace. Definiénim oborem funkce je tedy mnozina bodi

2

(z) existuje a je vlastni.

2

z € R”, pro které gf

Znaceni parcidlnich derivaci velmi kolisi. Pro zépis (a) se pouzivaji také

8$,~

néasledujici symboly:

9f(a)
6331'

) sz(a)a le(a)a fz(a) afwi(a)af;:l(a)aazf(a)a

které budeme obc&as pouzivat i my — zvlast vyhodny je kratky zépis fi(a) v pfipa-
9f(a)
6.’51
df(a)
dz -~

dech, kdy nemtze dojit k nedorozuméni. Pro pfipad n = 1 je ovSem obycejna

derivace, takZe ddvame pfednost obvyklému zapisu f'(a) nebo
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Pti praktickych vypoctech jsou vétsinou jednotlivé proménné oznaceny pismeny,
které maji casto svij geometricky nebo fyzikalni vyznam; tomu pak odpovida i
znadeni parcidlnich derivaci. Napiiklad pro funkci f(z,y,z) derivaci podle druhé
proménné D, f ¢asto zapisujeme i témito symboly:

0
6—5, Dyt 11 fyr Oyf.

0 .o o
Pokud parciélni derivace 6—f(a) existuje, musi byt oviem i-t4 parcidlni funkce
T
definovand na néjakém okoli bodu a;; jinymi slovy: musi existovat § > 0 takové, Ze
funkce f je definovani na oteviené usefce {a + he;: h € (—4,6)}. Defini¢ni obor

0 ]
Dy vSak nemusi obsahovat zadné okoli bodu a a existence a hodnota %(a) zévist
i

jen na hodnotach funkce f na (jakkoliv malé) tiseCce vyse uvedeného typu.

2.2 Pfiklad. UvaZujme funkci f(z,y) = /—2z2y2. Snadno vidime, Ze definiéni obor f je sjedno-
cenim soufadnicovych os, tj. Dy = {(z,¥): * = 0 nebo y = 0}, a funkce f je na Dy nulova. Z

o o
definice ihned vidime, Ze definiénim oborem parcidlni derivace —f je z-ova osa a —f je na svém
i T
defini¢nim oboru nulova. VSimn&me si, Ze Da; # Dy, (0,0) € Doy , ale neexistuje takové § > 0,
dz dx
pro které Us(0,0) C Dy.

ProtoZe parciadlni derivace je derivace parcidlni funkce — coZ je funkce jedné proménné —
dovedeme snadno poéitat parcidlni derivace funkci, které jsou explicitné zadany ,,jednoduchou
formuli“.

2.3 Piiklad. VygSetfujme parcilni derivaci podle prvni promé&nné funkce dvou proménnych f(z,y) = sin(zy3).
0
Zvolime-li (zo,y0) € R?, je a—f(zo,yo) derivace parcidlni funkce g: z + sin(zy3) v bod& zo. Pro-
z
toze ¢'(z) = cos(zyd) ¥, mame

17}
% (20,40) = g'(@o) = cos(zoyd) v3-

17}
Je tedy 8_f definovana ve v8ech bodech roviny a plati
i

9
O (@) = cos(ay®)o?.
oz
. ] . . of . .
V praxi ov8em misto (zo,yo) piSeme hned (z,y), takZe vzorec pro a—(z, y) dostavame formalnim
T
derivovanim vyrazu sin(zy®), ve kterém x chidpeme jako prom&nnou a y jako konstantu. Podobng&
zpaméti snadno pocitdme

O (2,4) = 3cos(ay®) zy®.
oy

2.4 Poznamka. ProtoZe parcidlni derivace je (obycejnd) derivace parcidlni funkce,
plati pro poditani s parcidlnimi derivacemi stejna pravidla, jako pro obycejné deri-
vace. Napiiklad kazda z rovnosti

of+g), \_ Of

“on, W =g,

99 0(cf) of

(a) + 6_1'1 Cl), 61'Z (a) = ca_l'i(a)’
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29 4y = 21 gt0) + 22 ) sta)

plati, mé-li jeji prava strana smysl; tj. kdyZ (kone¢né) parcidlni derivace na pravé
strané rovnosti existuji.

Nasledujici nepresné tvahy maji za cil motivovat definici totalniho diferencidlu. Pojem di-
ferencidlu jiz Ctenadf asi zna pro p¥ipad funkce jedné proménné — v tom piipadé€ v8ak uZiteCnost
tohoto pojmu neni zfejmé, takZe se jeho podstata §patné chéape.

Zakladateli diferencidlniho poétu byl diferencial chipan jako ,nekonetné mals diference® coz
byl pojem s velmi nejasnym vyznamem. Nyni se definuje diferencidl jako ,hlavni linedrni édst
diference”, coZ je pojem, ktery je snadné definovat jako linearni formu, kterd v jistém presné
definovaném smyslu dobfe aproximuje diferenci (p¥irtistek funkce).

Uvazujme funkci dvou promé&nnych f(z,y) a bod (a,b) € R2. P¥i motivaci parcidlnich derivaci
jsme hovofili o parcidlnich diferencich funkce, které odpovidaji parcidlni (Eistecné) zméng; tj.
zméné jen v jedné proménné.

VySetfujme nyni totdini diferenci f(a+h,b+ k) — f(a,b), kterd odpovidd malé zméné v obou
proménnych. Zkoumame tedy chovani funkce

A(hak) = f(a+h’b+k)_f(a7b)

v blizkosti bodu (0, 0). Podivejme se na konkrétni p¥ipad f(z,v) = z2vy, (a,b) = (2, 2). Po dosazeni
méme
A(hyk) = (2 4+ h)%(2 + k) — 8 = 8h + 4k + 4hk + 2h? + h2k.

Diference A sice v tomto pfipadé neni linearni forma, zda se ale, Ze ma ,hlavni linedrni ¢4st“
8h + 4k. To neni nadhoda. UkdZeme, Ze ,hlavni linearni ¢ast“ maji diference vétSiny funkci, které
nas zajimaji. To souvisi s tim, Ze vét§inou pracujeme s ,hladkymi funkcemi“. Nepfesny pojem
hladkosti 1ze precizovat riznymi zpisoby; nase geometricka intuice ndm vsak jisté napovida, ze graf
hladké funkce dvou proménnych ,lokalné nerozezname od roviny“. Jak ukdZeme dale p¥i vykladu
o tené nadroving, je tato vlastnost hladkych funkci (po pfirozeném upiesnéni) ekvivalentni s
existenci diferencidlu (hlavni linedrni &asti diference).

Pfesny vyznam pojmu ,hlavni linedrni ¢asti“ diference (tj. diferencidlu) je dén
v nasledujici definici.

2.5 Definice. Necht f je funkce n proménnych, a € R® a necht L: R — R je
linedrni forma. Rekneme, 7e L je totalni diferencidl funkce f v bodé a (nebo také
derivace funkce f v bodé a), jestlize

i fa+ ) — f(@) = L(h)

=0.
h—0 [|Al|

(Totdlnimu diferencidlu budeme dasto fikat pouze diferencil.)

Velikost chyby, které se dopustime, nahradime-li diferenci f(a+h)— f(a) hodnotou diferencialu
L(h), je tedy mnohem men3i neZ velikost ||h|| pFirtistku nezdvisle proménné, je-li ||h|| velmi malé
¢islo.

Diferencidl (derivace) je linedrni forma, tj. funkce tvaru

L(hi,...,hn) = Athy + -+ Aphy,,  kde Ap,...,Ap€R
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Za chvili dokazeme (Disledek 2.11), Ze pokud totalni diferencidl funkce f v bodé a
existuje, je uren jednoznac¢né. Nasledujici definice je tedy korektni.

2.6 Definice. Existuje-li diferencidl funkce f v bodé a, oznacujeme jej symbolem
df(a). Nékdy jej také budeme oznacovat f'(a); pFi tomto oznaceni mu budeme fikat
derivace funkce f v bodé a.

Diferencidl df(a) = f'(a) je tedy linedrni forma na R". Hodnota této line-
arni formy v bodé h € R" se v literatufe oznacuje riznymi zptsoby. Pred zapisy
df(a)(h), f'(a)(h) se dava Casto pfednost prehledn&j$im kratdim zdpisim

dnf(a), f'(a)h, f'(a;h),
které také budeme nékdy pouzivat.

2.7 Pozndmka.

(i) V klasické literatufe se hovoii o (totdlnim) diferencidlu, v moderni literatufe pfevaZn&
o derivaci. Pfirozené zobecnéni tohoto pojmu pro zobrazeni mezi (nekonetné dimenzio-
nalnimi) normovanymi linedrnimi prostory se nazyvad Fréchetova derivace (viz Definice
3.3).

(ii) Rikdme-li linedrni form& L derivace, vznikd pro pfipad funkce z R do R jistd kolize s
klasickou terminologii, pfi které je derivace f’(a) funkce f v bod& a rediné &islo. Tato
kolize se odstrani tim, Ze ,,ztotoZiiujeme* redlné &islo A s linearni formou z — Az. ProtoZe
vime (viz DI, kap. VIII, par. 4), Ze A je derivaci f v bod& a v klasickém smyslu, pravé
kdyZ% linedrni forma z — Az je diferencidlem v klasickém smyslu (tj. derivaci v modernim
smyslu), toto ztotoznéni nevede ke sporu.

(iii) Misto symbolu df(a) se éasto pouziva také symbol D f(a).

(iv) Existuje-li diferencial df(a), Fikdme, Ze funkce f je diferencovatelnd v bodé a.

(v) Z definice okamZ#ité vidime, Ze pokud je f diferencovatelnd v a, musi byt definovana aspoi
na néjakém okoli bodu a.

Je uzite¢né vyslovné zformulovat nésledujici tvrzeni, které zcela jasné ukazuje
ojeti diferencidlu jako ,hlavni linedrni ¢asti“ diference a je jen snadnym prepisem
”
definice totalniho diferencidlu.

2.8 Tvrzeni. Necht' f je funkce n proménnych, a € R® a necht L:R" — R je
linedrni forma. Necht r(h) je funkce uréend rovnici

fla+ h) — f(a) = L(h) + r(h).

Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

(i) L je totélni diferencil funkce f v bodé a.
(i) 7(h) = o([|R[]), h — 0.
(iii) Existuje redlnd funkce n proménnych w spojitd v 0 € R™, pro kterou plati
w(0) =0 ar(h) = ||Allw(h).

Dikaz. Rovnost f(a+h)—f(a) = L(h)+r(h) je oviem chipana jako rovnost funkci
(proménné h) a je ekvivalentni rovnosti 7(h) = f(a + h) — f(a) — L(h). Je tedy
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nulovost limity z Definice 2.5 jen jiny zapis vztahu (ii). Plati-li (ii), je nutnd a € D
(jinak by funkce r méla prazdny defini¢ni obor), takze r(0) = f(a)— f(a)—L(0) =
Polozime-li tedy w(h) := r(h)/||h|| pro h # 0 a w(0) := 0, vidime, Ze plati (iii).
Implikace (i44) => (i) je zfejma.

2.9 Pozndamka.

(i) Vyrok (ii) z Tvrzeni 2.8 se asto zapisuje kratce takto:
fla+h) = f(a) = L(k) + o([|Al[), h — 0.

(ii) Vyhodnost podminky (iii) z 2.8 spoc¢iva v tom, Ze p¥i jejim uZiti 1ze n8kdy vyhodné pouZit
vétu o limité sloZené funkce s predpokladem spojitosti vnéjsi funkce. Poznamenejme jesté,
7e funkce w neni (bez pozadavku w(0) = 0) rovnici f(a + h) — f(a) = L(h) + ||h||w(h)
ur¢ena jednozna¢né; vadi bod h = 0.

(iii) V&ta 1.40 o limit& sloZeného zobrazeni (polozime-li h = z — a) snadno dava, Ze linearni
forma L na R je diferencidlem f v bodé a, pravé kdyz

i 1@~ 1@~ L@ @)

2=a llz —al|

:O,

jinymi slovy

f(z) = f(a) = L(z — a) + o(||z — af]), z = a.

(iv) UvaZujme na R™ dvé ekvivalentni normy || - ||1,] - ||2 (takZe existuji &islaK > 0, C >
Otakovd, ze K < ||h||1/||h||2 < C proh # 0; viz 1.125). Jestlize limy_,o r(h)/||k|]1 = 0, je
také

r(h) _ . r(h) Al

i = lim . =
h=0 |lhll2 h=0 [[Rll1 [A]]2
Podobng limy,_,q7(h)/||k|[1 = 0, jestlize limy,_,q7(h)/||h||2 = 0. Smysl Definice 2.5 by se
tedy nezménil, kdybychom v ni misto eukleidovské normy brali maximovou nebo sou¢tovou
normu. (Podle Véty 1.132 bychom dokonce mohli bréat libovolnou normu na R™.)

(v) JestliZe f je afinni funkce na R™, pak ji l1ze jednozna¢né zapsat ve tvaru f(z) = ¢+ L(z),
kde ¢ € R a L je linedrni forma. ProtoZe ziejmé plati rovnost f(a + h) — f(a) = L(h),
podle definice diferencidlu df(a) = L pro kazdy bod a € R™. Specidlné pro konstantni
funkci f plati df(a) = 0 pro kazdy bod a € R™.

2.10 Véta. Necht L je diferencidl funkce f v bodé a € R". Pak existuji parcidlni

. of of )
derivace D (a),... pr. (a) a plati
_of of
L(hi,...,hy) = B2 (a) by + axn( a)hnp.

Diikaz. Protoze L je linearni forma, je dana pfedpisem
L(hy,...,hn) = Athi + -+ Aphy,

kde A; = L(e1),...,An = L(e,). Podle Tvrzeni 2.8(ii) miZeme psat rovnost
fla+h) — f(a) = L(h) + r(h), ptitemz r(h) = o(||h||), h — 0. Mame tedy

O (o) — i Fa ) = J(@) _ o Dlie) | e
ox; t—0 t t—=0 t t—=0 t

(te~)
—Le,+hm sgn(t) = A;.
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Pfi posledni Gpravé jsme mohli pouzit Vétu 1.40 o limité slozeného zobrazeni, pro-
toZe pro zobrazeni h(t) = te; plati lim; o h(t) = 0 a h(t) # 0 pro ¢t # 0.

2.11 Diasledek. Existuje-li diferencidl funkce f v bodé a, je uréen jednoznacné.

2.12 Pozndmka. Nechf f je funkce n proménnych. Diferencidlem df pak rozumime zobrazeni z
R™ do (R™)*, které bodtm z € R™, ve kterych f md totalni diferencial, pfifazuje linedrni formu
df(z). (Poznamenejme, %e ve stardi literatufe se symbol df chépal jako funkce z R™ x R™ do
R definovand predpisem df(z,h) := df(z)(h) pro ty body (z,h), pro které ma prava strana
rovnosti smysl.)

Existence v8ech parcidlnich derivaci funkce f v bodé a € R" je tedy nutnou
podminkou pro existenci diferencidlu df(a). Mize se vSak stit, Zze f ma v bodé a
vSechny parcidlni derivace, a pfesto nemd totalni diferencial.

2.13 Priklad. Pro funkci f(z,y) = \/—=z2y? z Piikladu 2.2 existuji ob& parcidlni derivace
of of

a(0,0), a—y(O, 0), ale f neni definovana na Zadném okoli bodu (0, 0), takZe nemiiZze mit v bod&

(0,0) totalni diferencial. Kdybychom funkci f dodefinovali ve viech bodech z R? \ Dy hodnotou
1, dostali bychom funkci f definovanou v celé roving, kterd ma v bod& (0,0) parcidlni derivace,
ale zfejmé neni v tomto bodé spojitd. Nasledujici snadnéd véta ukazuje, Ze f nemd v bodé (0,0)
diferencial.

2.14 Véta. Ma4-li funkce f v bodé a € R™ totalni diferencidl, je f v bodé a spojita.

Diikaz. Necht L = df(a). Podle Tvrzeni 2.8 (iii) miZeme psat
fla+h) = f(a) + L(h) + w(h)]|A],

pfidemz limy_ow(h) = 0. ProtoZe L je spojitd funkce a L(0) = 0, dostdvame
limy, o f(a + h) = f(a), takze f je spojitd v bodé a.

Existence diferencidlu hovoi{ o moZnosti ,lokélni aproximace® pfiristku (di-
ference) funkce linedrni formou. Nyni ukdZeme, Ze moznost ,lokdlni aproximace“
funkce pomoci afinni funkce je pouze snadnou ,preformulaci“ existence diferencialu.

Poznamenejme, %e afinni funkci na R” rozumime funkci A, kterd je tvaru A(z) = L(z) + ¢,
kde L je linearni forma na R™ a ¢ € R. (Takové funkce se pro n = 1 a n&kdy i pro n > 1 nazyvaji
»linedrni funkce“.) Je snadno vid&t, Ze L, ¢ jsou afinni funkci A urleny jednoznaéné a pro libovolny
bod a € R™ plati A(z) = A(a) + L(z — a).

2.15 Twrzeni. Nechta € R" a f je funkce n proménnych. Pak nésledujici tvrzeni
jsou ekvivalentni.

(i) Existuje df(a).

(ii) Existuje afinni funkce A na R™ takovd, Ze

21) A@)=f(@) a lmI® =4

=0.
v=a |z —al
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OBR.2.4. H je te¢néd nadrovina ke Gy v bodé ¢ = (a, f(a); grafem diferencidlu je
nadrovina H*

Pokud tato tvrzeni plati, pak podminka (2.1) je splnéna pouze pro afinni funkci

A(z) = f(a) + df(a)(z - a).

Diikaz. Necht plati (i); polozme A(z) := f(a) +df(a)(z —a).
f(a) a druha ¢ast podminky (2.1) plati podle Poznamky 2.9 (ii

Daéle predpokladejme, Ze A je afinni funkce spliiujici (2.1). Necht L je linearni
forma, pro kterou A(z) = A(a) + L(z — a); protoze A(a) = f(a), plati A(z) =
f(a)+ L(z—a). Protoze plati (2.1), podle Pozndmky 2.9 (iii) dostdvdme L = df(a).

Pak z¥ejmé A(a) =
i).

Necht f je funkce n proménnych, kterd je definovani na néjakém okoli bodu
a=(a,...,a,) € R*. Uvazujme jeji graf

Gr={(®1,..,Tn,y) ER"™: y = f(21,...,20)}-

Polozme si otézku, zda existuje nadrovina v R™t! (tj. afinni podprostor dimenze
n), kterd prochazi bodem ¢ := (ay,...,an, f(a)) a blizko bodu ¢ se ,velmi t&sné
pfimyka“ ke grafu Gy. V piipadé, ze n = 1 a existuje f'(a) € R, takova ,tetna
nadrovina“ (v tomto pfipadé pfimka) existuje; je to te¢na ke Gy v bodé ¢ (s rovnici
y = f(a) + f'(a)(z — a)). Nage geometrickd intuice ndm iiké, ze pokud n = 2 a
graf G je ,hladké plocha“, pak takova ,tecnd nadrovina“ existuje — stojime-li na
hladké plose, v nasi tésné blizkosti se nam tato plocha jevi jako rovina.

Piedpoklddejme nyni, Ze n € N a existuje totalni diferencial df(a). Podle Tvr-
zeni 2.15 pro afinn{ funkci A(z) = f(a) + df(a)(z — a) plati

(2.2) f(@) - A(z) = o(l|lz — all), z = a,

takze afinni funkce A ,velmi dob¥e aproximuje“ funkci f v blizkosti bodu a (srov.
obr. 2.4).

Graf H afinni funkce A se tedy v jistém smyslu velmi tésné pfimyka ke grafu
funkce f v blizkosti bodu (a, f(a)). Tim jsme motivovali nésledujici definici. (Pojem
te¢né nadroviny vice objasfiuje Véta 2.17.)
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OBR. 2.5. K dikazu o geometrickém vyznamu te¢né nadroviny.

2.16 Definice.  Necht funkce f m4 diferencidl v bodé a = (ay,-..,a,) € R*. Pak
definujeme tecnou nadrovinu ke grafu funkce f v bodé (ay,...,a,, f(a)) € R*+1
jako graf afinni funkce A(x) = f(a) + df(a)(x — a).

7 Véty 2.10 vyplyva, ze tato te¢nd nadrovina mé rovnici

Tny1 = f(a) + 86—;1(@)(331 —ay)+---+ %(a)(mn — ap).
2.17 Véta. (geometricky smysl te¢né nadroviny) Necht f je funkce n proménnych,
kterd je definovdna aleaspon na néjakém okoli bodu a = (a1, .. .,a,) € R*. Necht
Gy C R™! je graf funkce f, ¢ = (a, f(a)) € R**! anecht H C R™*! je nadrovina
(tj. afinni podprostor dimenze n ), kterd prochdzi bodem ¢ a je grafem afinni funkce
n proménnych. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

(i) H je tecnd nadrovina ke Gy v bodé c.
i H
G)  lim S H)

z—c,2€Gy ||Z —C”

=0.

Diikaz. (Néznak.) VSechny ni%e pouZité normy a vzdélenosti (v R™ i R**1) jsou eukleidovské.
Necht H je grafem afinni funkce A:R™ — R. Pfedpoklddejme nejprve, Ze plati (i). Podle Definice
2.16 a Tvrzeni 2.15 dostavame

i @ =A@

2.3
&3 ]

Je-li z = (z, f(x)) € Gy, pak vidy poloiime z* := (z,A(z)). Zfejmé ||z — a|| < ||z — ¢]| a
dist(z, H) < ||z — 2*|| = | f(z) — A(z)|. Dostavame tedy nerovnost

dist(z, H) _ |f(z) — A(z)|
lz=cl = [lz—all

I

kterd spolu s nerovnosti ||z — al| < ||z — ¢|| a (2.3) snadno déva (ii).
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Ditkaz implikace (ii) = (i) je zaloZen na tom, Ze existuje &slo k > 0 nezévislé na z, pro které
(2.4) dist(z, H) = k| f(z) — A(z)|.

Plati K = | cos af, kde a je Ghel sevieny vektorem e,41 a normalovym vektorem k nadroviné H.
To ,,je vidét“ z obr. 2.5, nebudeme to vS8ak formalné dokazovat.

Z (ii) a (2.4) snadno vyplyvd, Ze existuje § > 0 takové, Ze pokud z € G a plati 0 < |[z—c|| < 4,
pak ||z — z*|| < (1/2)]]z — ¢|| a tedy

* * * 1
llz —ell < l2" = el +[l2 = 27| < [l2" = cll + Iz = ell,

takze ||z — || < 2|z* — ]|
ProtoZe afinni funkce A je lipschitzovskd s n&jakou konstantou lipschitzovskosti K > 0, pro
takové z dostdvame

12— ell = |[(z, A(®)) — (a, A@)]| = y/llz — all? + | A(e) — A(a)] 2

< \/le—abll2 + K[|z — a||” < [lz — a||V1 + K2,

take ||z — ¢|| < 2v/1 + K2 ||z — a||- Z této nerovnosti, (2.4) a (ii) okam#ité vyplyva platnost (2.3).
Podle Tvrzeni 2.15 a Definice 2.16 je H tefna nadrovina ke Gy v bodé c.

2.18 Poznamka. Necht n = 1, f(zr) = ¥z, a = 0 a nadrovina H je osa y. Je
snadno vidét, Ze pak (ii) plati, ale (i) neplati. V pfedchozi vét& tedy nelze vynechat
predpoklad, ze H je grafem afinni funkce.

V dalsim budeme potfebovat néasledujici tvrzeni, které 1ze chipat jako jisté zo-
becnéni Lagrangeovy véty o pfirtstku funkce (prvni véty o st¥fedni hodnotg). Vétou
o pfirastku funkce (stfedni hodnoté) pro funkce vice proménnych se ale nazyva
jind, dulezitejsi véta (Véta 2.60), ve které za silngjsich pfedpokladti odvodime sil-
néjsi tvrzeni.

2.19 Véta. Necht f je redlna funkce n proménnych, kterd ma vSechny parcidlni
derivace v kazdém bodé otevieného intervalu I C R™, a necht jsou dany body
a=(a,...,an) € I,b=(by,...,b,) € I. Pak v intervalu I existuji body &, ..., &,
pro které plati
) = fla) =Y (b — ai) 5= (£).
K3

i=1

Diikaz. 1) Nejprve uvazujme piipad n = 1. Pokud a = b, Ize zvolit ¢! € I libovolné.
Pokud b > a, existuje hledany bod ¢! € (a,b) C I podle Lagrangeovy véty o
piiriistku funkce. Pokud b < a, taz véta ddva existenci bodu &' € (b,a) C I, pro
ktery f(a) — f(b) = (a —b)f'(§'), takze f(b) — f(a) = (b—a)f'(£").

2) Nyni provedeme (geometricky zcela jasny) dikaz pron = 2. Necht I = I; x L.
Uvazujme pomocny bod p := (b, as) (viz obr. 2.6).

Pak plati f(b) — f(a) = (f(p) — f(a)) + (f(b) — f(p))- Méme

f®) — fla) = f(b1,a2) — f(a1,a2) = f(-,a2)(b1) — f(-,a2)(a1).
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OBR. 2.6.

Podle kroku 1) existuje n; € I; takové, ze

0
f) = f(a) = (f(-a2)) (m) (b1 — a1) = a_ai(m,az)(bl —a1).
Zcela obdobné dostavame, Ze existuje ¢islo 7, € I takové, Ze plati

f)—fp) = 68—;2(51,772)(52 — az). Mizeme tedy polozit &' := (11, az)

a & = (bi, ).
3) V obecném piipadé uvazujme pro k = 0,1,...,n body

k
pr=a+ Y (bi—ai)ei = (br,-.., bk, Qhi1, .-, an).
=1

Pak po = a, pn = ba f(b) — £(a) = Xy (f (k) — f (s—1))- Zeela obdobné jako
v kroku 2) dostdvame existenci bodii ¢€* € I,k =1,...,n takovych, 7e

Fon) = Fes) = Fors + (b — a)er) — F(pe_r) = %(ék)(bk ),
coz dokazuje tvrzeni.

2.20 Véta. Necht f je funkce n proménnych, a € R"™ a vSechny parcidlni derivace

of

—— jsou funkce spojité v bodé a. Pak f mad v bodé a totdlni diferencidl.

dzr1’" " Oy
Dikaz. Podle Véty 2.10 mtze byt totalnim diferencidlem df(a) jediné funkce
_of of
L(hl, ey hn) = 8—.1:1((1) hi+---+ E(a)hn

Zda L je diferencidlem, budeme zjistovat z definice, ve které tentokrat pouZijeme
souétovou normu ||h||1 = |h1]| + --- + |hn| (coz podle Pozndmky 2.9 (iv) miZeme
udélat). Polozime-li tedy

of of

r(h) = fla+h) - fla) (6—m1<a) Bt t E(a)hn) ,
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chceme dokazat, ze lim —— r(h)
h—0 [

e > 0. Protoze f méa spojité parcidlni derivace v bodé a, miZeme najit § > 0
takové, ze pro kazdé 1 <i<naz € := (a1 —d,a1 +96) X --- X (ay, — 0, a, + 0)

= 0; to provedeme z definice limity. Zvolme libovolné

plati gﬂ{ (z) — gg{ (a)| < e. Je-li nyni h takovy bod, Ze 0 < ||h]|co < 4, je ziejmé
b :=a+ h € I, takze podle Véty 2.19 existuji body &%,...,£" € I, pro které plati
b = ; b; -~ Of
)= @) = 0= )7 (69 = 3 5 €)
i=1 =1

0] = |52 2L s =3 2L @ < 3ol | 2L € - 2L @] <,

takze mame |r(h)/||h]|1| < £ a dtkaz je dokonden.

2.21 Pozndmka. Existuje-li df(a), vime, Ze plati

0 9
Q@B hn) = (@) by 4+ 2L (@b
ox1 Oxn
Casto se pouZiva zapis
7] 7]
(2.5) df(a) = —f(a) dzy +---+ —f( )dzn.
aml amn
Pivodné se ,diferencidly“ dz,...,dz, chapaly jako ,nekoneéné& malé diference nezavisle promén-

nych“ s nejasnym vyznamem. Vzorec mé ale smysl i v soufasném piesném pojeti (kdy diferen-
cidl chapeme jako linearni formu), domluvime-li se, Ze symbolem dz; rozumime linedrni formu
L;:(h1,...,hn) — hi. Vzorec (2.5) pak hovofi o rovnosti dvou linearnich forem n proménnych.
Ma-li f v kazdém bodé& svého defini¢niho oboru diferenciél, lze pfi této Gmluvé psat také (srov.
Poznamka 2.12)
o] 0
(2.6) df = o1 dzi +---+ —fdzn,
8w1 ox Tn
pak jde o rovnost dvou zobrazeni, kterd kazdému bodu x € Dy pfifazuji linedrni formu R” — R
(rovnou df(z)). (Obecné muZe mit ale zobrazeni na pravé strané v&tsi defini¢ni obor!)
Protoze vSak symbol df chipeme jako zobrazeni z +— df(z) a z; jako soufadnicovou funkci
(z1,...,2n) — x; (tedy z; = L;), je pfirozendjsi symbol dz; chipat jako konstantni zobrazeni
dz;:R™ — (R™)*, z > dzi(z) = L;.
Pii tomto obvyklém chdpdni symbolu dz; ovSem vzorec (2.5) neplati, vzorec (2.6) v8ak stale plati.
Je-li funkce f oznafena pismenem y, dostdvame klasicky vzorec
Oy

dy
dy= —dz1+- -+ —dzn.
Y oz e Oz, on

Pfiblizny vypocet hodnoty diference funkce pomoci hodnoty diferencidlu (kterd
se pocita mnohem pohodlnéji) se éasto s ispéchem pouzivé v aplikacich. Tam totiz
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v roli diferenci nezavisle proménnych ¢asto vystupuji chyby v méfeni, které byvaji
velmi malé; viz nésledujici ptiklad.

2.22 Priklad. Chceme zméFit vzdilenost a bodt B, C v roving, mezi kterymi neni pfima viditel-
nost; ta je v8ak mezi body A, B i mezi body A, C. Zname-li vzdélenosti b = ||C — A||, c = || B — A||
a uhel a sevieny vektory C— A a B— A, jsme schopni spoéitat vzdalenost a podle zndmého vzorce

a = a(b,c,a) = /b + ¢2 — 2bc cos a.

Uvazujme konkrétni pfipad, kdy naméfené hodnoty jsou (délka je v kilometrech a Ghel v radidnech)
bn =5, ¢n =8, an = /3, takZe nam vychézi hodnota
an = /25 +64 —80-(1/2) = 7. Pfedpoklddejme, Ze vime, Ze chyby, kterych jsme se pfi mé&Feni
dopustili, nepfesahuji 1% naméfenych hodnot, a ptejme se, jaké maximalni chyby jsme se mohli
dopustit pfi vypo&tu vzdélenosti a. Jinymi slovy: chceme odhadnout velikost chyby |Aa| = [a—an|,
vime-li, Ze |Ab| = |b—b,p| <5-1072,

|Ac| =|c—cn| < 8-1072, |Aa| = |a—ay| < (7/3)- 1072,

Po vypoctu parcidlnich derivaci funkce a(b, ¢, @) z Véty 2.20 a Vé&ty 2.10 snadno dostavame, Ze
1 11 20
(2.7) da :=da(bp,cn,an)(Ab, Ac, Aa) = ?Ab—k ﬁAc—F 7\/§Aa,

takZe
1 11 20 7r
da|<=-5-10724+=.8-1072+=.v/3---1072~12-10"2
dal < 7 1 t7 V3 3 :

pri¢emz lepsi horni odhad zfejmé nelze dostat. ProtoZe Cisla Ab, Ac a Aa se zdaji byt ,,dostatetné
mald“, je pravdépodobna domnénka, Ze pokud nahradime diferenci Aa diferencidlem ¢ a, dopus-
time se ,zanedbatelné chyby“. Ze vzorce (2.7) vidime, Ze chyba Ac ma na chybu Aa (pfekvapivé)
vice nez pétkrat vétsi vliv nez chyba Ab, coz lze jisté v praxi vyuZit.

Parcialni derivaci g—wfi(a) lze interpretovat jako ,rychlost zmé&ny funkce f v bodé

a ve sméru vektoru e;“.

2.23 Pozndmka. Smérem zde rozumime ,orientovany smér“; dva vektory w, v maji (uréuji) stejny
smér, pokud w = Av, A > 0. Formélné& se (orientovany) smér urleny vektorem v definuje jako
mnoZina {Av: A > 0}. Kazdy jednotkovy vektor tedy urfuje pravé jeden smér a naopak.

Je ovSem pfirozené zkoumat ,rychlost zmény“ i v jinych smérech. Pak misto e;
bereme obecny jednotkovy vektor v a zkoumame velikost zmény f(a + tv) — f(a)
v zavislosti na ¢. Jsme tedy vedeni k nésledujici definici, ve které ale nepredpokld-
ddme, Ze v je jednotkovy vektor.

2.24 Definice. (derivace podle vektoru) Necht f je funkce n proménnych, a € R™
av € R". Pak derivaci funkce f v bodé a podle vektoru v rozumime (vlastni) limitu

D,f(a) := }1_1)% w_

Nékdy se o derivaci podle vektoru hovoii jako o ,,smérové derivaci“. Derivaci
ve sméry vSak rozumime derivaci podle jednotkového vektoru daného sméru. Tedy
derivace f v bodé a ve sméru vektoru w # 0 je rovna derivaci D, f(a) podle
jednotkového vektoru v := w/||w||. Terminologie kolis.
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2.25 Pozndmka.

(i) Pokud D, f(a) existuje, musi byt ovem nejen a € Dy, ale Dy musi obsahovat otevienou
usetku {a +tv: t € (—4,0)} pro nékteré § > 0.

7]
(ii) Z¥ejmé& D, f(a) = 6—f(a).
L
(iii) Podobné& jako parcialni derivace je derivaci parcialni funkce, plati zfejm& D, f(a) = ¢'(0),
kde g(t) := f(a + tv).
3]
(iv) Misto Dy f(a) se také Casto piSe a—f(a) nebo 9y f(a).
v
(v) Je-li A # 0, pak Dy, f(a) = ADy f(a), mé-li jedna strana rovnosti smysl. To je snadno
vidét po apravé

Hot 1)~ f@) _ oy fot D)~ (@)

=1l
D)\vf(a) tg% t ;) A

Hledejme nyni ,smér nejvétsiho ristu® funkce f v bodé a; tj. zkoumejme, pro
ktery jednotkovy vektor v je D, f(a) nejvétsi. Zacnéme s definici gradientu.

2.26 Definice. Necht f je funkce n proménnych, a € R® a necht f méd totalni
diferencidl v bodé a. Pak definujeme gradient funkce f v bodé a jako vektor

grad f(a) := (%(a),...,%(a)) € R".

2.27 Poznamka.

(i) Misto grad f(a) se Casto piSe Vf(a). Toto znaleni se pouzivd zejména ve
fyzice; symbol V se ¢te ,nabla“.

(i) Podle nasi (v moderni literatuie bézné) definice k existenci grad f(a) nestaci
existence parcidlnich derivaci f v a; musi existovat dokonce diferenciél funkce

fva.
(iii) Z Véty 2.10 okamzité vyplyva, ze df(a)(h) = {grad f(a),h), ma-li jedna
strana rovnosti smysl.

2.28 Véta. Necht f je funkce n proménnych, a € R® a v € R". Necht existuje
df(a). Pak plati:

(1) Dyf(a) = df(a)(v) = {grad f(a),v).
(ii) max{D, f(a): [lv|]| =1} = || grad f(a)|l-
Pokud grad f(a) # 0, pak se maxima nabyvéa jen pro vektor v = %.
Diikaz. Ozna¢me L := df(a). Podle Tvrzeni 2.8 (iii) mtZeme psat
fla+h) = f(a) = L(h) + w(h)||All,

pfi¢emz lim; o w(t) = w(0) = 0. Je tedy

D,f(a) = lim flattv) = f(a) = lim (M +w(tv)M) = L(v).

t—0 t t—0 t t
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Je-li grad f(a) = 0, je platnost (ii) zfejmé. Pokud grad f(a) # 0, uZijeme Cau-
chyovu nerovnost. Ta ndm dava, Ze kdykoliv ||[v|| = 1, pak

[(grad f(a),v)| < || grad f(a)|| - [[v]| = [l grad f(a)]],

pfi¢emZ rovnost plati, pravé kdyz jsou vektory v, grad f(a) linedrné zavislé, tj. plati

grad f(a) grad f(a)
2.8 v=>—"-"_ nebo v=-——>— .
28 Terad f(a)] Terad f(a)]
Plati tedy vzdy (grad f(a),v) < || grad f(a)|| a rovnost mize nastat jen tehdy, kdyz
plati (2.8). Po dosazeni ihned vidime, Ze vyhovuje pouze ptipad v = %.

2.29 Pozndmka.
(i) Ukazali jsme, Ze Dy f(a) = dv f(a), mé-li prava strana rovnosti smysl. MtZe se ale stat,
7e D, f(a) existuje, ale dy f(a) nikoliv (srov. Pfiklad 2.2 pro v = ej).
(ii) Z Véty 2.28 okamZit& vyplyva, Ze ||df(a)|| = || grad f(a)||, kde nalevo je norma df(a) jako
linearniho zobrazeni (srov. Vé&ta 1.123) a napravo je eukleidovska norma vektoru grad f(a).
(iii) Zname-li definici a wlastnosti Ghlu sevieného dvéma nenulovymi vektory v R™, miZeme
(ii) snadno a pfirozen& dokazat ze vzorce

Dy f(a) = (grad f(a),v) = || grad f(a)| - ||[v]| cosa = || grad f(a)|| cos c,

kde « je thel sevieny vektory grad f(a) a v.

Ukézali jsme, ze (pokud grad f(a) # 0), funkce f v bod& a nejrychleji roste
ve sméru gradientu grad f(a); jeho smér je tedy smérem nejvétsiho ristu. P¥itom
rychlost rdstu v tomto sméru je ddna normou gradientu. V opaéném sméru funkce
nejrychleji klesa. Ve smérech kolmych na gradient se funkce méni ,;s nulovou rych-
lost{“. Je-li grad f(a) = 0, je ovéem D, f(a) = 0 pro kazdé v. Proto je pfirozené
zavést ndsledujici terminologii.

2.30 Definice. Necht f je funkce n proménnych a a € R". Rekneme, Ze a je
staciondrnim bodem funkce f, jestlize grad f(a) = 0.

Pro stacionarni bod se nékdy uziva nazev kriticky bod.

2.31 Poznamka. Naésledujici tvrzeni jsou zfejmé ekvivalentni:

(i) Bod a je staciondrnim bodem funkce f.
(ii) Diferencidl df(a) je nulova linedrni forma.
(iii) Diferencial df(a) existuje a v8echny parcilni derivace f v bodé& a jsou nulové.

2.32 Pozndmka. UvaZujme mapu, na které mame zvoleny kartézské soufadnice, a ,hladkou“
funkci f(z,y), kterd udava nadmotskou vysku bodu povrchu hornatého terénu, jehoZ obraz na
mapé ma soufadnice (z,y). UvaZujme obvyklé pfiblizné znazornéni funkce f pomoci vrstevnic.
Jdeme-li ,po vrstevnici“, zfejmé& nestoupdme ani neklesame; p¥isluina smérova derivace (ve sméru
te¢ném k vrstevnici) je tedy nulova. Z toho usuzujeme, %e vektor grad f(a) je kolmy na vrstevnici
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v bodé a. Pfesné matematické zachyceni téchto nepfesnych nazornych predstav bude provedeno
pozdg&ji (V&ta 2.161 (iii)).

Existuje-li df(a), pak D, f(a) = df(a)(v), takZe funkce v — D, f(a) je linearni
forma. Muze se vSak stat, ze D, f(a) existuje pro kazdé v € R™, ale pFesto neni
funkce v — D, f(a) linedrni. Tuto vlastnost m4 tfeba funkce f(xz,y), kterd je na

ose z definované piedpisem f(z,y) = z a jinak je nulova.

Nésledujici p¥iklad ukazuje, ze i kdyZ funkce v — D, f(a) je linedrni, nemusi
existovat df(a). V tomto ptikladu bude dokonce D, f(a) = 0 pro kazdé v, ale bod
a nebude stacionarni.

2.33 Priklad.

a) Necht g(z,y) = 0, pokud y # x2 a g(x,z2) = = pro kazdé = € R. Pak lze snadno dokézat,
%e Dyg(0,0) = 0 pro kazdy vektor v € R2, g je v bod& (0,0) spojitd, ale diferencial dg(0,0)
neexistuje.

b) Polozme g*(z,y) := sgn(g(z,y)). Op&t plati Dyg*(0,0) = 0 pro kazdy vektor v € R?, ale
g* neni dokonce v bodé (0,0) spojita.

c) Polozime-li h(0,0) =0 a

yz’V2? +y?

h(z,y) = g

pro (z,y) # (0,0),
pak h je spojitd v kaZdém bodé& roviny, dh(a) existuje pro a # (0,0), dh(0,0) neexistuje a
D,h(0,0) = 0 pro kazdy v € R2.

2.34 Poznémka. Podle terminologie z funkcionalni analyzy (viz Definice 3.7) fekneme, Ze linedrni
forma L:R™ — R je Gateauxova derivace funkce f v bodé a, jestliZze pro kazdy vektor v € R™
plati L(v) = Dy f(a). Pfedchozi pfiklad ukazoval, Ze z existence (,slabé“) Gateauxovy derivace
v bod8 a nevyplyva existence (,,silné“) Fréchetovy derivace v bod& a a dokonce ani spojitost v
tomto bodé.

2.2 Derivace zobrazeni mezi
eukleidovskymi prostory

Pro zobrazeni F' budeme definovat pojmy parcidlni derivace, derivace podle vektoru
i diferencidlu zcela obdobné jako pro realné funkce n proménnych. Z forméalniho
(nikoliv v8ak didaktického) hlediska bylo tedy logi¢t&jsi definovat tyto pojmy jen
jednou rovnou pro zobrazeni.

2.35 Definice. Necht F je zobrazeni zR" doR¥ i€ {1,...,n},a € R* av € R".
Pak definujeme
OF F(a + he;) — F(a)

s ... F(a+hv) — F(a)
or, @ TER T n o PF@OERTTS
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F
Ziejmeé %(a) = D.,F(a). Je-li F = (Fy,...,Fy), pak
i

Fla+hv)—F(a) (Fi(a+hv) = Fi(a) Fy(a+ hv) — F(a)
h _( h Y h )’

a protoze limita zobrazeni do R¥ se ,,poéita po slozkach“ (Véta 1.53), ihned vidime,
ze
D,F(a) = (D,Fi(a),...,D,Fr(a)),

mé-li jedna strana rovnosti smysl. Speciilné

OF (a) = <8F1 (@), .. OFy, (a)) _

Oz Ox; oz

Nyni pfirozenym zpisobem zobecnime pojem derivace (neboli diferencilu) re-
alné funkce n proménnych na pojem derivace zobrazeni mezi eukleidovskymi pro-
story.

Zcela obdobné se definuje pojem (Fréchetovy) derivace i pro zobrazeni mezi (nekone¢né di-
menzionalnimi) normovanymi linedrnimi prostory (viz Definice 3.3 niZe). Zde jen poznamenejme,
7e pro pfipad zobrazeni F' mezi nekone¢né dimenzionalnimi prostory je tfeba v definici poZado-
vat spojitost zobrazeni L = F’(a), kterd pro zobrazeni mezi kone¢n& dimenzionalnimi prostory
vyplyva z jeho linearity (Véta 1.130).

Jak je zvykem, pro zobrazeni budeme pouzivat moderni ,derivaéni terminolo-
gii“; misto o diferencidlu hovotfime o derivaci.

2.36 Definice. Necht F je zobrazeni z R® do R¥, a € R® a necht L:R* — R je
linedrni zobrazeni. Rekneme, Ze L je derivace funkce F v bodé a, jestlize

(2.9) lim F(a+h) — F(a) — L(h)

fim ] =0

Derivaci zobrazeni F' v bodé a oznacujeme F'(a).

Oznadeni F'(a) bude ovSem korektni, a7 (za chvili a snadno) dokdZeme jedno-
znaénost derivace. Existuje-li F'(a), fikdme, Ze zobrazeni F' je diferencovatelné v

bodé a.
2.37 Poznamka.

(i) V (2.9) symbol 0 ma oviem dva rizné vyznamy — limitu provadime v pocatku 0 € R™ a
jeji hodnota je 0 € R¥. Misto (2.9) Ize zfejmé (,ekvivalentn&“) psit

i IF(@+h) = F(a) = L(h)|

=0,
h—0 (R[]

kde nyni hodnota limity je realné &slo 0, norma v &itateli je eukleidovska norma v R¥ a
ve jmenovateli eukleidovskd norma v R™.
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(ii) I v nyni zkoumaném pfipad8, kdy F je zobrazeni se pro derivaci F’'(a) pouZivd n&kdy
nazev diferencidl a oznaleni dF(a) nebo DF(a).

(iii) V pripadé, %e F je zobrazeni z R do R, symbolem F’(a) se b&n& oznaduje vektor
limy 0 w (Tutéz limitu miZeme podle Definice 2.35 zapsat také jako STF(a))
Vznika tedy kolize — symbol F’(a) oznaluje dva rizné objekty. Tato kolize se odlstrani
tim, %e ztotoZiujeme vektor w € RF a linedrni zobrazeni L,:R — R* dané predpisem
Ly(t) = tw. Je snadno vid&t, Ze zobrazeni w — Ly, je linearni izometrie prostorii R¥ a
L(R,R¥). Z Tvrzeni 2.38 vyplyva, Ze existence F’(a) v obou smyslech znamen3 totéz.

(iv) P¥imo z definice derivace okam#it& vyplyvé, e pokud F:R™ — R* je linedrni zobrazeni,
pak F'(a) = F pro kazdy bod a € R™.

Nasledujici tvrzeni ukazuje, Ze pojem derivace zobrazeni se snadno pfevadi na
pojem derivace funkce — derivaci lze pocitat ,,po slozkach®.

2.38 Tvrzeni. Necht F = (F,..., F}) je zobrazeni z R® do R¥, a € R* a necht
L = (L1,...,Ly) je linedrni zobrazeni R"* do R*. Pak L = F'(a), prévé kdy# plati
Ly = F{(a),...,Ly = F}(a).

Jinymi slovy: F'(a) = (Fj(a),...,F}(a)), ma-li jedna strana rovnosti smysl.
Existuje-li tedy derivace F'(a), je uréena jednoznacné.

Diikaz. Protoze
F(a+h) ~ F(a) ~ L(h) _

17l

_ (F1(a+h) —F(@) -Li(h)  Fi(a+h)—Fya) - Lk(h)>
(|l [|A]]

a limita zobrazeni do R¥ se ,poéita po slozkach®, (2.9) plati, pravé kdyz

lig Fila+h) — Fi(a) — L(h)
h—0 [|h]|

=0, tj. Li=Fl(a), i=1,...,k
Jednoznac¢nost derivace F'(a) nyni okamzité& vyplyvé z Dusledku 2.11.

Definici derivace pro zobrazen{ mizeme pfepsat zcela analogicky, jako jsme to
udélali v Tvrzen{ 2.8 pro pfipad funkci. Zcela obdobny snadny dikaz vynechame.

2.39 Tvrzeni. Necht F je zobrazeni z R® do R¥, a € R" a necht L:R* — R* je
linedrni zobrazeni. Necht r(h) je zobrazeni urcené rovnici

F(a+ h)— F(a) = L(h) +r(h).

Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.
(i) L = F'(a).
(i) [Ir(M)ll = o([[R[]), h — 0.
(iii) Existuje zobrazeni w z R* do R, které je spojité v 0 € R™, a pro které plati
w(0) =0a r(h) = ||h||lw(h).
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2.40 Poznamka. Z Tvrzeni 2.38 a Poznamky 2.9 (iv) vyplyvé, Ze pojem derivace
F'(a) zobrazeni F z R* do R¥ nezavisi na volb& normy v R”. Protoze pojem limity
zobrazeni do R¥ nezévisi na volbé normy v R¥, nezavisi na volb& normy v R¥ ani
pojem derivace F'(a) (to vidime pfimo z definice derivace).

Z Tvrzeni 2.38 a Véty 2.14 a Véty 2.28 snadno dostavame nésledujici vysledek.
(Je ov8em také moZno pouzit Tvrzeni 2.39 a zopakovat dikazy jiz provedené pro
funkce.)

2.41 Véta. Necht F je zobrazeni z R"* do R¥, a € R" a necht existuje F'(a). Pak
(i) F je spojité v bodé a.
(ii) Pro kazdé v € R™ ai=1,...,n plati
OF
61’,’

DyF(a) =F'(a)v a (a) = F'(a)e;.

2.42 Definice. Necht F = (F,...,F}) je zobrazeni z R* do R¥, a € R* a necht
existuje F'(a). Pak matici [F'(a)] tohoto linedrniho zobrazeni nazyvdme Jacobiho
matice zobrazeni F' v bodé a. Pokud k = n, pak se determinant Jacobiho matice
[F'(a)] nazyva Jacobiho determinant (krétce jacobidn) zobrazeni F' v bodé a a
budeme jej oznacovat symboly

D(F,...,F,)

JF(a)’ D(wla"'awn)

(a).
2.43 Poznamka.

(i) Jacobidn se Casto nazyva také funkcni determinant funkci Fy,..., F,.

(ii) Znageni Jacobiho matice a jacobidnu dosti kolisa. N&ktefi autofi ztotoziuji
linedrni zobrazeni F'(a) a jeho matici [F”'(a)]. Nékdy se také Jacobiho matice
[F'(a)] oznaluje podobnym symbolem jako jacobidn, napiiklad symbolem

D(Fy,..., F
( 1, ) k) (a)
D@1, zn)

Souvislost derivace F'(a) s parcidlnimi derivacemi slozek Fi, ..., Fj, udivé né-
sledujici véta.

2.44 Véta. Necht F = (F,...,F}) je zobrazeni z R® do R¥, a € R". Pak plati
nasledujici tvrzeni.

(i) Existuje-li F'(a), pak Jacobiho matice mé tvar

oF, OFy
(210) [Fl(a)] — 6z1.(a) ce an. (a) ’
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neboli

Por= (Lw)

6z-7 j=1,...,n
. . e oF; . . )
ii v8echny parcidlni derivace —, i =1,...,k, j =1,...,n, jsou fun
(ii) Necht vSechny parcidlni derivace 3 1 k 1 sou funkce
Zj

spojité v bodé a. Pak existuje F'(a).

Dikaz. (i) Podle Tvrzeni 2.38 plati F'(a) = (F(a),..., F}(a)), takze podle

OF, .

Véty 2.10 existuji parcidlni derivace a—x’(a), i1=1,...,k, j=1,...,n. Zvolme nyni
J

index j, 1 < j < n. Dostadvame

F'(a)e; = (Fi(a)e;-.., Fi(a)e;) = (giu%w) .

Vektor (Z—Q(a), . g—ij(@) = %(a) je tedy skute¢né j-tym sloupcovym vek-
torem Jacobiho matice [F”'(a)].

(ii) Z pfedpokladt a Véty 2.20 vyplyva existence derivaci slozek Fi (a), . .. , Fj(a).
Podle Tvrzeni 2.38 existuje také F'(a).

2.45 Pozndmka.

(i) N&ktefi autofi definuji Jacobiho matici (a jacobidn) zobrazeni F pomoci vzorce (2.10)
kdykoliv existuji parcidlni derivace slozek. My v8ak v definici poZadujeme — jak je nyni
obvyklejsi — existenci derivace.

(ii) ProtoZe j-ty sloupcovy vektor Jacobiho matice je roven gTFj(a), plati

OF

[F(a)] = %(a),...,aw)

Protoze i-ty Fadkovy vektor [F’'(a)] je gradient slozky F;, nékdy piSeme

grad Fi(a)
Fal=|
grad F(a)

(iii) Je-li F zobrazeni z R" do R"™ a a € R", pak

Soi(a) .. 5Ei(a)
OF-: OF:
D(Fl,...,Fn)( ) (@) - 5p2(a)
DU, )y o
D(z1,...,Zn) : : ’
AFn OFn
Y Iy (a) ... . (a)

mé-li leva strana rovnosti smysl.
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Je pfirozené a potfebné definovat jacobian, i kdyz funkce Fi, ..., F} zavisi na
vice nez k souradnicich. ( 222)
D(xyz,x°y*z
———— ~(1,2,3) pfirozené pocitame tak, ze ova-

D(z.2) (1,2,3) p P , 7€ Yy p

D(2zz, 42
zujeme za konstantu (y = 2); tj. poc¢itame jej jako %Sz)

Napriklad jacobidn

(1, 3). Nésledujici
)

definice vypada tedy sloZité jen kvuli nepfehlednosti pfesného formélniho zapisu.

2.46 Definice. (rozsifeni pojmu Jacobiho determinantu)  Necht je ddno zobrazeni
F=(F,...,F;) zR* doR* (k <n), bod a = (ai,...,a,) € R* a pfirozena &sla
1< <ig < -+ < ik < n. Uvazujme parcidlni zobrazeni

* .—
F (tl, . ,tk) = F(al, . ,ail,l,tl,aiﬂ_l, . ,aik,l,tk,aik+1, . ,an)
zR¥ do RF. Diferencidl (derivace) dF*(a;, , . ..,a;,) parcidlniho zobrazeni se nazyva
parcidlni diferencial (derivace) zobrazeni F' v bodé a podle proménnych x;, , . .., x;, .

Pokud tento parcidlni diferencidl existuje, klademe

D(Ri,...,F)

D(xi“”',xik)(a) = Jp (i, ,- .., 04,)-

2.47 Pozndamka.
(i) Z definice diferencidlu je snadno vidét, Ze pokud existuje diferencidl dF(a), ma F v bodé
a vSechny parcialni diferencidly. Ohledné vztahu mezi diferencidlem a parcidlnimi diferen-

cidly viz Poznamka 2.58 niZe.
(ii) Podle Véty 2.44 (i) plati rovnost

AF" AOF"
2@ e SR
AFo AFs
D(Fy,...,Fg) ( Oziy (@) Oy, (@)
D(xiyy.n.ymiy,) : ’
oFy, OFy,
i) ... o)

maé-li leva strana rovnosti smysl.
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2.3 Derivace slozeného zobrazeni
a slozené funkce

Nyni zobecnime klasickou vétu o derivaci slozené funkce na pfipad zobrazeni mezi
eukleidovskymi prostory.

Nejdfive provedeme (nepfesnou) heuristickou Gvahu. Necht f je zobrazeni z R™ do R™ a g je
zobrazeni z R™ do R®. Necht f m4 derivaci v bodé a € R™ a necht g mé derivaci v bodé b := f(a).
Prvky v prostorech R",R™, R® ozna¢ujme poradé z,y, 2. Malé zméné Az odpovidd mald zména

Ay = f(a + Az) — f(a) ~ f'(a)(Az).
Této zméné pak odpovidad zména
Az = g(f(a + Az)) — g(f(a)) = g(b+ Ay) — g(b)

~ g'(b)(Ay) ~ ¢'(b) (f'(a)(Az)) = g'(b) 0 f'(a)(Ax).

Je tedy prirozené se domnivat, Ze derivace (go f)'(a) existuje a rovna se sloZeni derivaci ¢’(f(a))o
f'(a). Presny diikaz vSak d4 trochu price. Budeme potiebovat nasledujici snadné tvrzeni.

2.48 Tvrzeni. Necht f je zobrazeni z R™ do R™, které m4 derivaci f'(a) v bodé
a € R*. Pak
lf(a+h) = f(a)ll = O([Rl}), h— 0.

Diikaz. Podle Tvrzeni 2.39 lze psat f(a+ h) — f(a) = f'(a)h+r(h), kde [|r(h)|| =
o(||h|]), b — 0. Existuje tedy & > 0 takové, ze ||r(h)|| < ||h|| kdykoliv 0 < [|A|| < 4.
Pro takova h tedy plati (uzivame (1.8) z Véty 1.123)

1f(a+h) = f@)ll = If (@b +r@) < [If @ - 18]l + (W] < (1 (@)l + DIIA]].

2.49 Poznémka. Zopakujme, Ze podminka ||f(a + k) — f(a)|| = O(||k|]), h — 0 podle definice
znamend, Ze podil ||f(a + k) — f(a)||/||h|| je omezeny na n&jakém redukovaném okoli bodu a. Jiny
ekvivalentni zapis této podminky je

lIf(a + k) — fla)ll

limsup ————— < oo.
h—0 [IA]

Je-li tato podminka — kterd je zifejmé silnéjsi neZ spojitost funkce f v bodé€ a — splnéna, Fika se
nékdy také, Ze f je lipschitzovskd v bodé€ a.

2.50 Véta. (véta o derivaci slozeného zobrazeni)  Necht f je zobrazeni z R* do

R™ a g je zobrazeni z R™ do R®. Necht f mé& derivaci v bodé a € R* a necht g ma
derivaci v bodé b := f(a). Pak zobrazeni g o f mé derivaci v bodé a a plati

(g0 f)(a) =4'(b) o f'(a).
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Diikaz. Podle Tvrzeni 2.39 lze psat f(a+h) — f(a) = f'(a)h+7r1(h), kde r1(h) =
w1 (M)]|h|] & limp_owi(h) = wi(0) = 0. Podobn& g(b+ k) — g(b) = ¢'(b)k + r2(k),
kde ro(k) = wa(k)||k|| a limg_owa(k) = w2(0) =0.
Snadno dostavame
(gof)la+h)—(go f)(a) 9(b+ (f(a+h)— f(a))) — g(b)
g'0)(f(a+h)— f(a)) +r2(f(a+h) — f(a))
g'0)(f'(a)h +r1(h)) + r2(f(a+ h) — f(a))
g'(b) o f'(a)(h) + g'(b)(r1(h)) + r2(f(a + h) — f(a)).

Podle Tvrzeni 2.39 (ii) tedy sta¢i dokdzat, Zze pro

r(h) =g () (ri(h)) +r2(f(a+h) — f(a))

plati [|r(h)|| = o(||hl]), h = 0. K tomu ziejmé staci ovéfit, ze ||g'(b)(r1(h))|| =
o(|hl]), h — 0 a také ||r2(f(a + h) — f(a))]| = o(||k]]), h — 0. Podle Véty 1.123

plati
lg' @) (rL (DI < Nlg' )] - Ir1 (B = 1lg" B - llwr (B - [1 2]l
takZe dostavame ||g’'(b)(r1(h))|| = o(||h||), h — O.
Podle Véty 1.40 o limitg& slozeného zobrazeni (zde podstatné pouzivime spojitost
zobrazen{ wo v 0) plati limp_yo wa (f(a+ h) — f(a)) = 0. S pomoci Tvrzeni 2.48
(srov. Poznamka 2.49) dostavame

po e (Fla+ ) = f@) Il _  If @+ k) = f(@)]

h—0 12| h—0 15|
takze také ||ra(f(a+ h) — f(a))|| = o(||h]]), B — O.

Nlwz (F(a+h) = f(a)) | =0,

2.51 Dasledek. Necht f = (f1,..., fm) je zobrazenizR™ doR™ a g = (g1,-.-,9s)
je zobrazeni z R™ do R®. Necht f md derivaci v bodé a € R"™ a necht g m4 derivaci
v bodé b := f(a). Polozme jesté h = (hy,...,h;) = go f. Pak plati

[W(a)] = [g'(®)] - [f'(@)], .

(2.11)

Zag’ Ofk(a), 1<i<s 1<j<n.

6.17] 6yk 6.17 j

Pokud n = m = s, pak

Diikaz. Vzorec pro Jacobiho matici h plyne okamzité z rovnosti h'(a) = ¢'(b)o f'(a)
a z véty o matici slozeni dvou linearnich zobrazeni znidmé z linearni algebry. Podle
Véty 2.44 (i) plati tedy rovnost

[é) 9, el ¢}
Bifa) ... P(a) S8l . () (2@ ... 2L(a)
: : = : : : : ’
. . 99s 895 dfm Ofm
g—’;l(a) e g%(a) ax(a) ... 32=(b) 8%1(&) e E)’;—n(a)
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kterd je ekvivalentni s (2.11).
Posledni rovnost plyne z véty o determinantu souéinu (&tvercovych) matic.

2.52 Poznamka. JestliZze zobrazeni F' z R™” do R™ je diferencovatelné v bodé
a € R" a L:R™ — R® je linedrn{, pak z Poznamky 2.37 (iv) a Véty 2.50 okamZzité
vyplyvé rovnost (Lo F)'(a) = Lo F'(a).

2.53 Pozndmka. Ve star§ich u&ebnicich se asto piSe y(z1,...,2,) misto f, 2(y1,...,ym) misto
g a z(z1,...,2pn) misto h. V p¥ipadé n = m = s se pak vzorec pro jacobian sloZeného zobrazeni
zapisuje ve tvaru

D(z1,y...,2n) ) = D(z1,...,2n) D(y1,.--Yn) a
D(zl,...,mn)( )= D(yl,...,yn)(b) D(zl,...,mn)( )

ktery zobechuje klasicky vzorec g—;(a) = g—;(b) %(a) pro funkce jedné promé&nné. Tento nizorny

vzorec viak neni formaln& korektni: symbolem z = (z1, ..., 2, ) jsou oznadeny dv& riizni zobrazeni
a symboly y1,...,yn jsou oznaleny jak nezivislé proménné, tak funkce, které za né dosazujeme.

Nejéastéji se vzorec (2.11) pouiivé v pﬁpadé 5= 1 tj kdyz vnéjsi zobrazeni

vvvvvv

samostatnou vetu.

2.54 Véta. (o derivaci slozené funkce, ,fetizkové pravidlo®)
Necht kazdd z funkci  fi(x1,...,2Zpn), -, fm(Z1,...,2,) md totdlni diferencidl v
bodé a € R™ a necht funkce g(y1,--.,ym) ma totdlni diferencidl v bodé

= (fi1(a), ..., fm(a)). Pak sloZend funkce

h(z) = g(fi(z),..., fm(2))
m4 v bodé a totdlni diferencial a plati

oh _ 0g b df1

9 Ofm
8xi o 6:1/1 61’1‘

(2.12) Se.

(@) +---+ 8y—m(b)

(a), i=1,...,n.

Diikaz. Stadi polozit f := (f1,. .., fm), uvdZit, ze f m4 derivaci v bodé a (Tvrzeni
2.38) a pouzit (2.11) pro p¥ipad s = 1.

2.55 Poznamka. (,invariantnost formy totdlniho diferencidlu“) Za ptfedpokladi
predchozi véty plati

dg g

2.1 — m(a).
(213) dh(a) = 52 0)dfa(@) +--+ 5L 0) dfn(a)
Tato jedna rovnost je ekvivalentn{ s n rovnostmi (2.12); jde totiz o rovnost dvou
linedrnich forem (nezdvisle proménnych ki, ..., k)

" 9h oh 39 .\ N\~ Ofm

" (a) ki = bt (b ki,
i:zl ox; (a) k 3y1 zz 8;10, + aym( ) z:zl ox; (a)
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pfi¢emz rovnost koeficientd u k; téchto dvou linedrnich forem je i-t4 rovnost z
(2.12).

Ozna¢me funkce f1,..., fm symboly y7,...,yr,, funkci g symbolem 2 a funkci h symbolem
z*. Pak 2*(z) = z(y5 (z), ..., Yy} (x)) a rovnost (2.13) ma formu
. 0z " 0z "
dz"(a) = z—(b) dyi(a) + -+ + -— (b) dy;, (a),
oY1 Oym
ktera se velmi podoba formé zipisu totalniho diferencialu, ve kterém yi,..., ¥y, nejsou funkce,

ale nezavisle promé&nné (srov. Poznidmka 2.21). Ve stardi literatufe se Casto misto 2*, y} psalo
(formalné nekorektn&) z, y; a hovofilo se o yinvariantnosti formy totalniho diferencidlu®.

2.56 Poznamka. Casto pouzividme ,fetizkové pravidlo“ ve specidlnim piipadé,
kdy f = (f1,--., fm) je zobrazeni z R do R™ a g je funkce z R™ do R. Pokud a € R
a existuji derivace f'(a) a ¢'(b) pro b := f(a), pak h := go f je redlnd funkce
redlné promeénné, kterd ma v bodé a derivaci

W(a) = g—;w) fi@) + -+ 6‘2—1(1)) fi(a).

Chépeme-li tedy f'(a) jako prvek R™ (viz Poznamka 2.37 (iii)), mtZeme psét

h'(a) = (grad g(b), f'(a))-

2.57 Priklad. Necht realné funkce redlné proménné f1, fo maji derivaci v bodé a € R. Pak lze
psat

fi(@) - f2(z) = S(f1(=), f2(2)) = S(f(2)),
kde f = (f1, f2) a S:R?2 - R, S(u,v) = uv. Podle pifedpokladii existuje

as as
f'(a) = (fi(a), f2(a)). Protoze parcialni derivace — = v a — = u jsou spojité na R?, je S na R2

diferencovatelnd. PoloZime-li b := f(a), plati graﬁ S(b) = (1}]‘2((1), fi(a)), takZe podle predchozi
poznamky mame
(f - 9)'(a) = ((f2(a), f1(a)), (f1(a), f3(a))) = fi(a) f2(a) + f2(a) f1(a).

Zcela analogicky lze odvodit vzorec pro derivaci podilu funkeci.

2.58 Pozndmka. Nejcast&ji se parcidlni diferencidly (viz Definice 2.46) pouZivaji, vySetfujeme-li
zobrazeni f z R” x RF = R*** do RP. Pro ¢ = (a,b) € R® x R* uvaZujme parcidln{ diferencialy

fz(e) =df(b)(a) = (F(-,0)(a), f(c) :=df(a,)(b) = (f(a,")) (b).

(N&kdy se misto o parcialnich diferencidlech hovofi o parcidlnich derivacich a také se oznaduji sym-

o} 0
boly a—f(c), 6—f(c).) Existuje-1i f/(c), pak z definice derivace snadno dostdvame, %e oba parcialni
€T Y

diferencialy v bodé ¢ existuji a pro h1 € R™, ho € R¥ plati
fa(©)h1 = f(c)(h1,0), fy(c)h2 = f'(c)(0, h2)
a tedy

(2.14) f'(e)(h1, ha) = f'(c)(h1,0) + f(€)(0, h2) = fz(c) h1 + fy(c) ha.
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Ptedpoklddejme navic, Ze je ddno zobrazeni w = (w1, ws) z R® do R™ x R¥ a bod
d € R?, pro ktery w(d) = ¢ a existuje w’'(d). Neni t&zké dokazat, ze plati
w'(d) = (wi(d),w)(d)). Z V&ty 2.50 a ze vzorce (2.14) dostavame

(2.15) (fow)'(d) = f(c) o wi(d) + fy(c) o wh(d).

2.4 Véta o prirastku funkce

Nisledujici tvrzeni je snadnym a pfimocarym zobecnénim Lagrangeovy véty.

2.59 Tvrzeni. Necht f je funkce n proménnych a a # b jsou dva body z R™.
Predpoklddejme, Ze f mé smérovou derivaci Dy_, f(z) v kazdém bodé x oteviené
tise¢ky P := ab \{a, b} a je spojitd v bodech a, b vzhledem k tisecce ab. Pak existuje
bod & € P takovy, ze

f(0) = f(a) = Dp—af(£)-

Dikaz. Polozme h :=b—a a g(t) := f(a+th),t €[0,1]. Protoze zobrazeni

@:t — a + th je spojité na R, ¢(0) = a, p(1) = b a ¢([0,1]) = ab, z Véty 1.38
dostdvame, Ze funkce g je spojitd v bodech a,b vzhledem k intervalu [0,1] (tj.
zprava a zleva). Je-li ¢t € (0,1), mame

g(t) = tim LT =90 _ . Flatth+uh) = flatth)

u—0 u u—0 u

Funkce g tedy splituje na intervalu [0, 1] pfedpoklady Lagrangeovy véty. Existuje
proto 6 € (0,1) takové, ze g(1) — g(0) = ¢'(6), takze

f() = f(a) = g(1) — g(0) = g'(6) = Dnf(a+0h).
Staci tedy polozit & := a + 6h.

Véta o pfirtstku funkce pro funkce vice proménnych se vét§inou uvadi ve slab-
§ich verzich, které jsou vSak vhodnéjsi pro aplikace.

2.60 Véta. (o piirtistku funkce) Necht f je funkce n proménnych, kterd m4d

diferencidl v kazdém bodé oteviené mnoZiny G. Necht a,b € G jsou takové body,
Ze ab C G. Pak existuje bod £ € ab, pro ktery

f() = f(a) = Dp—af(§) = do—af(§) = £'(§) (b — a) = (grad f(£),b — a).
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Dikaz. Je-li a = b, bod £ := a = b ma zfejmé pozadované vlastnosti. Pokud
a # b, stadi aplikovat pfedchozi tvrzeni (pfitom uZiviame Véty 2.14, 2.28).

Hlavni vyznam véty o pfiriustku funkce spocivd v tom, Ze jsme schopni od-
hadnout shora velikost pfiristku funkce pomoci derivace (diferencidlu, gradientu).
Jednim z okamzitych diisledkt je nap¥iklad nasledujici tvrzeni. Zopakujme (viz Po-
zndmka 2.29), Ze pokud redlnd funkce f je diferencovatelnd v bodé z € R", pak

Il grad f ()| = [|f(«)Il-

2.61 Tvrzeni. Necht f je funkce n proménnych, kterd m4 totdlni diferencial na
otevrené konvexni mnoziné C C R" a necht

sup{||f'(@)||: = € C} = sup{||grad f(z)||: z € C} =: K < oo.
Pak f je lipschitzovska na C' s konstantou K, tj.

1F(b) = fa)| < K [|b—all, a,beC.

Diikaz. Necht a,b € C. Protoze C je konvexni, plati ab C C. Podle Véty 2.60
existuje tedy bod £ € ab takovy, Zze f(b) — f(a) = {(grad f(£),b — a). Z Cauchyovy
nerovnosti pak dostavame

|f(6) — f(a)| = [(grad f(£),b—a)| < [|b—all - || grad f ()| < KI|b— al|.

Aplikujeme-li pfedchozi tvrzeni pro K = 0, dostavame, ze kazda funkce s nulo-
vym diferencidlem na oteviené konvexni mnoziné C' je na C' konstantni.

Toto pozorovani nyni snadno zobecnime z pfipadu oteviené konvexni mnoZiny
na pfipad souvislé oteviené mnoziny.

2.62 Véta. Necht f je funkce n proménnych, G C R" je oteviend souvisld mnoZina
adf(z) =0 pro kazdy bod x € G. Pak funkce f je na mnoziné G konstantni.

Diikaz. Zvolme a € G a poloZzme

A ={z€G: f(z)=f(a)}, B ={zeG: f(z) # f(a)}.

Piedpoklddejme, Ze f neni na G konstantni, tj. B # (). ProtoZe G je souvisld a
AUB = G, existuje bod ¢ € GN AN B (viz 1.115). Zvolme § > 0 tak malé, aby
C := Us(c) C G. Protoze C je konvexni, je f na C konstantni. To je ale spor,
protoze CNA# Qi CNB # .

Nyni se budeme zabyvat otizkou, zda lze vétu o pfiristku funkce zobecnit na

pripad vektorovych funkei vice proménnych, tj. na ptipad, kdy f je zobrazeni z R"
do Rk,
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Nésledujici ptirozeny priklad ukazuje, Ze tomu tak neni — pfimocaré zobecnéni
Véty 2.60 neplati jiz pro zobrazeni z R do R2.

2.63 Priklad. Polozme f(t) := (cost,sint) pro t € R. Pak f:R — R? je ziejmé
zobrazeni t¥idy C™ a f'(t) = (—sint,cost). (Pfi tomto zapisu je derivaci prvek
R?, ktery viak ztotoziiujeme s linedrnim zobrazenim L: R — R? danym pfedpisem
L(h) = h(—sint,cost); viz Poznadmka 2.37 (iii)). Zfejmé ||f'(t)]| = 1 pro kazdé
t € R. Pro body a =0, b = 27 mame f(b) — f(a) = (1,0) — (1,0) = (0,0). Pro
kazdy bod £ € R v8ak plati || f'(£)(b — a)|| = 27, takze f(b) — f(a) = f'(€)(b—a)
neplati pro zadné £ € R.

Tento piiklad ma nazornou ,kinematickou“ interpretaci. Vektorova funkce f
totiZ popisuje rovnomérny pohyb hmotného bodu po kruZnici (s jednotkovou rych-
losti; ||f'(t)]] = 1). Kdyby platilo zobecnéni Véty 2.60, musela by se ,pramérnd
(vektorova) rychlost* (f(b) — f(a))/(b— a) rovnat okamzité (vektorové) rychlosti
1'(€) v ngjakém bodé &. To vSak neni mozné, protoZze v naSem piipadé je pramérnd
rychlost nulovy vektor a okamzité rychlost je vSude jednotkova.

Prestoze pfimé zobecnéni Véty 2.60 neplati, lze snadno zobecnit jeji disledek —
Tvrzeni 2.61, které hovoii o odhadu shora velikosti pfirtistku funkce pomoci velikosti
jeji derivace.

2.64 Véta. (véta o pFiristku funkce pro zobrazeni) Necht n,k € N, K € R,
C C R” je oteviend konvexni mnozina, F: C — R¥ je zobrazeni diferencovatelné na
mnoziné C a necht

sup{[|F"(2)|}: = € C} < K.

Pak F je na C' lipschitzovské s konstantou K, tj.

||F(b) — F(a)|| < K||b—al|, kdykoliv a,be€ C.

Diikaz. Jestlize F(a) = F(b), nerovnost ||F(b) — F(a)|| < K||b—a|| zfejmé plati. V
opacném piipadé polozme v := M

IF(®) - Fa)l
pfedpisem f(z) := (F(z),v). Pak zfejmé

17 (b) = F(a)| = [(F(b) — F(a),v)| = [|F(b) = F(a)]|

Protoze funkce g := (-,v) je linedrni na R, podle Pozndmky 2.52 pro z € C
existuje f'(z) a plati f'(x)h = (F'(x)h,v). Jestlize ||h|| < 1, dostdvame

a uvazujme funkci f: C' — R danou

—~
~—[— "~

|f'(z)h] = [(F' (2)h,v)| < |E"(@)A] - [lo]| < [|F'(z)]| < K.
Je tedy ||f'(z)|| < K pro kazdy bod z € C, takZe podle Tvrzeni 2.61 plati
IF(b) = F(a)ll = £(b) — f(a)| < KI|b—al|.
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2.65 Poznamka.

(i) Kdybychom Tvrzeni 2.61 aplikovali pouze na funkce (F(z), e;) dané ,zaklad-
nimi soufadnicovymi funkcemi“ (-,e;) na R*, dostali bychom slabsi odhad
|IF(b) — F(a)|| < VEK]|b — a||. Idea diikazu je v tom, Ze se pouZji i jiné
ysoufadnicové funkce“ (-, v) pro vhodné v.

(ii) Neni tézké dokdzat (napf. analogicky jako pfedchozi vétu), Ze pokud zobra-
zeni F z R® do R* je spojité na tsetce ab a ||Dy_oF(z)|| < K pro kazdé
z € ab\ {a,b}, pak ||F(b) — F(a)|| < K. Dokonce Ize dokazat (viz [Ca]), Ze
misto z € ab\ {a, b} lze psat = € ab\ S, kde S je libovoln4 spoetnd mnozina.

2.5 Parcialni derivace vyssich fadu a
funkce tfidy C*

0
/ je opét funkci

8$,~

Necht f je funkce n proménnych a necht 4,5 € {1,...,n}. Pak

n proménnych (kterd muiZe mit mens{ defini¢éni obor nez f).
Parcidlni derivaci této funkce podle j-té proménné pak oznacujeme symbolem
0% f
(9.’17]‘ 61‘1
i # 7, jde o tzv. smisenou parcidlni derivaci druhého #adu. Jinak feceno, pro a € R
klademe

. Tato funkce se nazyva parcidlni derivact druhého 7ddu funkce f; pokud

o 2 ()
Oz ;0x; (@) == oz; (@)-
Obdobné definujeme parcidlni derivace vyssich fadi, napfiklad parcidlni derivaci
tfetiho fadu ,
or ()
8a:i8wj8xk T 81‘,' )

Obecné je kazda parcidlni derivace fadu k + 1 parcidlni derivaci (prvniho ¥adu)
parcialni derivace fadu k.
0% f
6:12]‘8.%,'

Parciélni derivace vys§iho fadu se oznacuji riznymi zpasoby; naptiklad

se zapisuje ¢asto pomoci symbold

Djif7 fj’ia fj,ia fJ”z’ fz]'mn ;;w,L’a]Zf
Obdobné symbolika se pouziva, jsou-li proménné oznaceny pismeny. Napiiklad pro
funkei f(z,y, ) se parcidlni derivace druhého fadu f2 3 oznacuje také symboly

o*f
m: Dyzf: fyz: ;Iz: Byzf
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0% f 0% f 0% f
Mist ~ st
isto 763;2 029075 piSeme vétSinou 783:% 9rs’ 04°07

apod.

2.66 Poznamka. (dtlezitd) V klasické literatufe (vietnd [D II]) se pouZivala odli¥na symbolika s
,obracenym poradim proménnych®, podle které napiiklad

r . o(3)
dzdy Jay = Ty

Zména symboliky (pomé&rné neddvnd) asi souvisi s operdtorovym zapisem parcidlnich derivaci,
ktery je popsan niZe. Zménou symboliky bohuZel vznikl zmatek, ktery vSak naStésti nevede k
vaznéj§im chybam, protoZe (jak zahy dokaZeme) v dutleZitych p¥ipadech na poradi derivovani
nezalezi.

Podobné neni v literatufe jednotnost pfi definici symbolt f,/,, f"(a)(h,k) (viz oddil 2.7)
apod. Proto se v této publikaci ¥idime jednotnym pravidlem, Ze operace, které odpovidagi symbolim
stojicim vice napravo, se provadéji diive, které ve vét8§iné pripadh souhlasi se symbolikou, ktera
je v souCasnosti nejcastéjsi.

Operatorem se vét§inou rozumi zobrazeni, které funkcim pfifazuje opét funkce
(v moderni terminologii ma pojem ,operator® §ir§i vyznam).

Zobrazeni, které kazdé funkci n proménnych f piifazuje funkci g—i je nejjed-
nodussi parcidlni diferencidlni operator prvniho fadu, ktery oznacujeme symbolem
Hizi' Mizeme tedy psat

0 of 5
— > == neboli 2 = 9L
ox; ox; Oz (f) oz
Operator B%i se také oznacuje symbolem D; nebo 0;. V operatorovém zapisu
ziejmé plati

(2.16) = () = s

6—33'j 8_33, o 833]8.’171
2
Parcidlni diferencidlni operator druhého radu 9. Dj; = 0;; je oviem defino-
;0T
van jako zobrazeni
o’ f
e
Z 5 8.’1)2
takze plati
0? 0 0

(91’1‘817,' h % ° 8_.%'1"

kde napravo stoji slozeni dvou zobrazeni (operatort).

2.67 Poznamka. Divodem zmény klasické symboliky byla asi snaha, aby ve for-
muli (2.16) byl symbol dz; napravo od symbolu dz; na obou stranich rovnosti.

2.68 Poznamka. Pfi takto obecné definici ovéem miiZe byt hodnotou parcidlniho
diferencidlniho operatoru prazdna funkce. Vétsinou vsak tento operator zuzujeme

78



D e S =

na takovy prostor funkci, Ze po provedeni operatoru na funkci z tohoto prostoru
dostdvame funkci se stejnym defini¢nim oborem.

7]
2.69 Piiklad. UvaZujme funkci f(z,y) = +/—22y? z Prikladu 2.2. Vime, Ze a—f ma definiéni
z

F] 2
obor mensi nez f; defini¢nim oborem funkce 8_f je x-ova osa. Proto zfejmé 500
T T

neexistuje v

62
74dném bodé, takZe operdtor ——— zobrazuje funkci f na prdzdnou funkci (s defini¢énim oborem

oyox
9?2 0
(). Naproti tomu z¥ejmé 6—;2? = a—i

P¥i vypottech Easto pouZivime b&nou Gmluvu, podle které napiiklad funkci f:(z,y) —
y> sin? z oznadujeme symbolem 33 sin? z, pokud je z kontextu jasné,
%e jde o funkci dvou prom&nnych (a ne o &islo nebo t¥eba o parcidlni funkci z + y3 sin? z).

2.70 Piiklad. Funkce f(z,y) = z¥ = e¥!®® mj defini¢ni obor G = (0,00) X R. Snadno po&itdme:

y 2(gY
ai:myg:xy—ly’ M:zy—lylnx_f_xy—l,

o T oyox
y 2 (Y 1
ai:aﬂ"ln:c, 6(x):wyglnw+zy—.
oy ordy T T

o f af
Vidime tedy, % = G.
dime teqy, ze 8yaw 6zay na

Brzy ale uvidime (Ptiklad 2.78 niZe), Ze ,zdménnost parcidlnich derivaci“ ne-
nastava vzdy.

Ve véts§iné dilezitych klasickych vét, které pracuji s pojmem parcidlni derivace
p-tého radu, se predpokladé, ze vSechny parcialni derivace az do fadu p jsou spojité.
Proto zavadime nésledujici terminologii.

2.71 Definice. Necht G C R™ je oteviend mnoZina, je dana funkce f:G — R a
p € N. Rekneme, zZe f je tiidy CP, jestlize vSechny parcidlni derivace funkce f az
do radu p jsou spojité na G. Mnozinu vSech funkci f: G — R tfidy CP oznacujeme
C?(G) a klademe C*(G) := ﬂ;‘;l C?(G). O funkci g fekneme, Ze je tridy CP na
G (p € NU{o0}), jestlize g [g€ CP(G).

2.72 Poznamka.

(i) C*° (@) je tedy systém vSech funkei na G, které maji na G spojité parcidlni
derivace vsech radi.

(i) Je-li f t¥fidy C* na G, mé podle Véty 2.20 diferenciél v kazdém bod& mnoziny
G, specidlné je na G spojita.

(iii) Funkcemi tiidy C° na G se rozumi funkce spojité na G.

(iv) V definici funkce t¥idy CP(G) oviem stali pozadovat, aby f méla na G
spojité parcidlni derivace fadu p. Pak méa kazd4 parcialni derivace fadu p—1
spojité parcidlni derivace a je tedy spojita (srov. (ii)). Postupné dostdvame
spojitost parcidlnich derivaci vSech fada 1 < k <p—1.
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Pojem parcidlnich derivaci vysstho ¥adu zobrazeni z R* do R* (a nisledné zobra-
zeni t¥idy C?) bychom mohli definovat zcela obdobné jako pro funkce. Tento pojem
ale nebudeme pot¥ebovat a zobrazeni t¥idy CP budeme (ekvivalentné) definovat
,»po slozkach“.

2.73 Definice. Necht G C R™ je oteviend mnozina,p € NU{oo} a f = (f1,..-, [x)
je zobrazeni f:G — RF. Rekneme, Ze f je zobrazeni tridy CP, jestlize jeho slozky
fiy--o, fr jsou tridy CP.

2.74 Poznamka. Podle Poznamky 2.72(ii) a Tvrzeni 2.38 vidime, Ze kazdé zob-
razeni t¥idy C? (p > 1) na G m4 derivaci v kazdém bodé mnoziny G.

2.75 Priklad. Funkce S(u,v) = uv je t¥idy C* na R%. To plyne okam?Zité z toho,
7e Sy = v, Sy = U, Suyy = Sy = 1, Suu = Syy = 0 a parcidlni derivace tietiho a
vyssitho fadu jsou nulové.

Z Véty 2.50 okamzité vyplyva, Ze slozeni dvou diferencovatelnych zobrazeni je
opét diferencovatelné. Nésledujici véta ika, Ze ,stabilita vzhledem ke skladéni®
plati i pro zobrazeni t¥idy CP.

2.76 Véta. Nechtp e NU{o0}, A CR", B C R™ jsou oteviené mnoziny,
f:A—> R™, g: B — R® jsou tfidy C? a plati f(A) C B. Pak zobrazeni h :=go f
je tridy CP.

Diikaz. Necht f = (f1,---sfm), 9 = (91,---,9s), h = (h1,...,h,). Z¥ejmé staci
ditkaz provést pro p € N; budeme postupovat indukci podle p.

Bud p = 1. Zvolme libovolny bod x € A. Podle Poznamky 2.74 existuji derivace
f'(x), ¢'(f(x)) a tedy podle Véty 2.50 a Diisledku 2.51 existuje h'(z) aprol1 <i < s
al<j<n plati

(2.17) Z gj; gi’; ().

da;
Protoze v8echny funkce 99: jsou spojité na B, podle Véty 1.38 jsou sloZené funkce

Oy
9gi a e Ofk .
5 (f(z)) spojité na A. Jelikoz i vSechny funkce 9z, 150U spojité na A, z (2.17)
Yk T
Oh;
tedy dostavame, Ze funkce — jsou spojité na A. Jsou tedy hi,...,hs, a tudiz i

8.’E]'
zobrazeni h, t¥idy C' na A.
Nyni predpokladejme, ze p > 1 a véta plati pro hodnotu p* = p—1. Protoze g; €
0
C?(B) pro 1 <i < s, mime 9i ¢ or- Y(B). Podle indukéniho predpokladu tedy

Yk
0g;
dostavame —- o f € CP~1(A). Zfejmé také ﬁ € CP71(A). Déle si uvédomime,

Yk
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ze z naSeho indukéniho predpokladu snadno plyne, Ze souéin i soucet dvou funkci
z CP71(A) lezi opét v CP~1(A). Skuteénd, jsou-li ¢, € CP~1(A), pak ¢ -9 =
S o (p,9), kde S:R? — R je zobrazeni S(z,y) = zy. Protoze je snadno vidét (viz
Piiklad 2.75), ze S € C*°(R?), indukén{ predpoklad dava ¢ - ¢ € CP~1(A). Piipad
souctu je zcela analogicky. Ze vzorce (2.17) tedy dostavame, Ze kazd4 z funkci 7’

J
je tiidy CP~! na A. Jsou tedy hi,...,h, a tudiz i zobrazeni h ti¥idy CP na A.

2.77 Poznamka. Z ptedchozi véty snadno vyplyva, Ze raciondlni funkce n pro-
ménnych jsou t¥idy C* na svém defini¢nim oboru (coz je oteviend mnozina). Raci-
ondlni funkce jsou totiz ty funkce, které lze ,,vyjadrit pomoci soufadnicovych funkci
Z1,...,%n, konstant, s¢itdni, ndsobeni a déleni“, pfitemz funkce s(z,y) = = + y,
S(z,y) = zy a p(z) = 1/z jsou tiidy C*° na svych defini¢énich oborech.

Bézné se ovSem raciondln{ funkce n proménnych definuji jako ty funkce, které
jsou podilem dvou polynomd n proménnych. Pfitom polynom n proménnych je
takova funkce, kterd je sou¢tem kone¢né mnoha funkci tvaru

C.mi‘l ...x%",
kde C € R, a; =0,1,..., pfiem? klademe 2? = 1. Jsou-li P(z), Q(z) dva takové
polynomy, je tedy racionélni funkce P(z)/Q(z) tfidy C* na oteviené mnoZiné

{z e R": Q(z) #0}.

2.6 Zaménnost parciadlnich derivaci

Nisledujici klasicky piiklad ukazuje, ze ,zdménnost parcidlnich derivaci“ nenastéva
vzdy. Presnéji: pti pocitani parcidlnich derivaci vyssiho fadu nelze obecné zaménit
poradi proménnych, podle kterych se derivuje.

2.78 Piiklad. Necht f(z,y) = zy 7% pro (z,y) # (0,0) a £(0,0) = 0. Pak

af .'132 _ y2 4$2y2
el = 0,0
s LY =Y ($2+y2 + @ 1 7 pro (z,y) # (0,0)
of A1 : ) . Of :
a %(0,0) = 0 (parcidlni funkce f(-,0) je nulovd). Protoze %(O,y) = —y (i pro
=0), je 0'f (0,0) = —1. Zcela obdobné dostavame, Ze 62—f(0 0) = 1. Snadno
Y= 5 J ayax ) - . ) 6$6y ) I
o OPf OPf . . .
lze ovéfit, ze ——=—, ——— existuji a jsou si rovny v ostatnich bodech roviny, ale
Oydx’ 0xdy
presto jsme dostali, ze
0*f *f
0,0 0,0).
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Chceme tedy odvodit pouzitelné postacujici podminky pro zdménnost parci-
alnich derivaci. Za¢neme nejjednodussim piipadem smiSenych parcidlnich derivaci
druhého fadu funkce dvou proménnych.

Nez pfistoupime k formulaci a dikazu tvrzeni, provedeme predbézné uvahy,
které maji naznadit, pro¢ ¢asto na poradi derivovani nezalezi. Vysledek téchto tivah
pak déle pouZijeme. Uvazujme funkci dvou proménnych f(x,y), bod (a,b) € R? a
predpokladejme, Ze

of

3’ By existuji na néjakém okoli bodu (a,b).

(2.18) parcidlni derivace

Podle definice
o%f .. 1[of of
6:1/6.%'(&, b) - %1_1)1’%) E (%(aab'i' k) - %(aub)) ’

(m4-li jedna strana smysl). Z (2.18) vyplyva existence § > 0 takového, Ze % (a,b+k)
existuje, pokud |k| < 4. Pro takova k plati

OF (abik)=2L (a,p) = tim L@HPO+R) — flabt k), Flathb) = flab)

or ox h—0 h h—0 h

~ lim %((f(a+h,b+k)—f(a,b+k))—(f(a+h,b)—f(a,b))),

h—0

takZe rovnost

2
s (aot) = Jim (Jim <o (a4 b+ ) = f(@,b+ 1) = (Fla+ h.0) = (@) )

plati, ma-li jeji jedna strana smysl. Zcela obdobné dostavame

2
o°f (a,b) = lim <lim hi((f(a+h,b+k)—f(a+h,b))—(f(a,b+k)—f(a,b)))).

0x0y h—0 \ k—0 hk

SmiSené parcidlni derivace jsou tedy dvojndsobné (opakované) limity téze funkce
dvou proménnych; oznacéime-li ji

Wh k) = L@Fhb+E) +f(a,b)h—kf(a+h,b) ~ flab+k)

dostavame toto tvrzeni:

2.79 Lemma. Za predpokladu (2.18)

(i) existuje 6 > 0 takové, Ze limy_o W (h, k) (resp. limp_o W (h,k)) existuje,
pokud |k| < 6 (resp. |h| <) a
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(i) kazdd z rovnosti

OF (4 b) = tim (1im W(h, k) OF (o) = tim lim W(h, k)
ayoz T k50 \iso ’ " Bzay Y T w5 kDo ’

plati, ma-li jedna jeji strana smysl.

2.80 Poznamka. Kdysi se misto o limitach hovofilo o nekonefné malych a nekoneéné velkych
veli¢indch. Ob& parcidlni derivace byly v tomto pojeti rovny hodnoté W (h, k) pro nekoneéné malé
prirtstky h,k a jejich rovnost byla povazovéna za samoziejmou. V dnesni terminologii: tehdy se
nerozliSovalo mezi dvojnou a dvojnasobnou limitou a pfedpokladalo se, Ze limity vzdy komutuji.
Vime, Ze poradi limit jde skute¢né ,vétSinou“ zaménit, ne v8ak vidy. Mnoho hlubokych vét z
analyzy spoliva v tom, Ze podavaji postacujici podminky pro moZnost zamény dvou ,limitnich
procest“ (napf. dvou limit, limity a derivace, limity a integralu).

Funkce C(h, k) v Citateli vyrazu z definice W (h, k) je tzv. diference druhého fadu funkce f v
bodé€ (a,b) s kroky v1 = (h,0),v2 = (0, k). Diference prvniho faddu funkce f s krokem v se definuje
jako funkce Ay f:x — f(x + v) — f(z). Pak C(h,k) = A%(a;vg,vl) 1= (Ayy(Avy f))(a). PH
dikazu toho, Ze smiSené parcidlni derivace jsou dvojnasobné limity téZe funkce, jsme jiZz de facto
uzili rovnost Aft(a; v1,0v2) = Aft(a; v2,v1). ,Dlvodem* fasté zamé&nnosti parcidlnich derivaci je
tedy ,zaménnost diferenci®. )

Poznamenejme jesté, Ze symbol :z—ﬁj; ptivodné vyjadfoval, Ze jde o podil ,,nekone¢né malé

diference druhého fadu® zavisle proménné a souéinu ,nekonené& malych diferenci“ nezavisle pro-
ménnych (symbol A se pouZival pro kone¢né diference, zatimco symboly d a d pro ,nekonetnd
malé“ diference).

2.81 Tvrzeni. Necht f(z,y) je funkce dvou proménnych, (a,b) € R?. Necht dale
plati:
0% f
lim —J (z,y)=AeR
(.y)=(a,b) 6y8w( Y)
. o1 s g of of . ., i .
(ii) Parcidlni derivace oz 3y existuji na néjakém okoli bodu (a,b).

Pak v bodé (a,b) existuji obé smiSené parcidlni derivace druhého Fddu a plati

o f 0 f
(a,b) =
0x0y Oyox

(a,b) = A.

Diikaz. Oznacme jako vyse

W(h,k) = f(a+h,b+k)+f(a,b)h—kf(a+h,b) — fla,b+ k)

Dokézeme-li, zZe

(2.19) W (h, k) = A,

m
(h,k)—(0,0), h£0, k0
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OBR.2.7. Znaménka + a — nad body a, a + h se tykaji definice W (h, k); nad bodem x
definice funkce ¢.

budeme hotovi. Pak totiz podle Lemmatu 2.79 (i) a Véty 1.63 o dvojné a dvojna-
sobné limité plati

lim (lim W(h,k)) = lim (lim W (h, k)) = A,
k—0 \ h—0 h—0 \k—0

takZe sta¢i pouzit Lemma 2.79 (ii).
Rovnost (2.19) budeme dokazovat z definice; zvolime tedy libovolné £ > 0. Podle

predpokladu (i), (ii) existuje > 0 takové, ze na Us°(a, b) existuji %, % a

o f

(2) — A‘ <e pro z€Us®(a,b)\{(a,b)}.

Uvazujme nyni libovolné redlnd h, k, 0 < |h| < 4, 0 < |k| < & (viz obr. 2.7 pro
h, k> 0).

Zavedeme déle pomocnou funkci (z) = f(z,b+ k) — f(z,b) a uvddomime si,
ze W(h,k) = 7% (¢(a + h) — ¢(a)) . Podle volby 4 plati pro kazdé = € (a—4,a+0)

of of
() = = (z,b+ k) — =— .
o) =L @brk) - L)
Podle Lagrangeovy véty o pfiristku funkce existuje tedy ¢islo £ € (a—4,a+9)\{a}
(dokonce mezi a a a + h) takové, ze

of of
- — ! — - _
plat ) = o(a) =1/ © =h (G v 0 - TLiew).

(s 1 (of of S
Dostévame tedy W (h, k) = % %(6, b+ k) — %(E, b) | . Zavedme je§té pomocnou
funkci ¢ (y) = g—ﬁ(f, y). Podle volby ¢ pro kazdé y € (b— d,b+ ) zfejmé existuje

84



2
P'(y) = 86 (;; (&,y). Podle Lagrangeovy véty tedy existuje n € (b — d,b+ &) (mezi

bab+ k) takové, ze

82 f

B =20~y = 5 L6

k

W(h, k) =
Protoze (&,n) € Ug®(a,b) \ {(a,b)}, podle (2.20) dostavame |W(h,k) — A| < €
a dikaz je hotov.
Jind verze tvrzeni o zdménnosti parcidlnich derivaci je tato:

2.82 Tvrzeni. Necht f(z,y) je funkce dvou proménnych, (a,b) € R? a obé parci-

4Ini derivace o 3y maji totdlni diferencidl v bodé (a,b). Potom
0% f 0% f
b) = b).
6.’176:1/ (a) ) 6:[/61'(&’ )

Dikaz. (Naznak) Stejné jako v dikazu Tvrzeni 2.81 miZzeme najit 6 > 0 takové,
Ze pro libovolnd redlné h, k, 0 < |h| < d, 0 < |k| < 4 plati

W(h, k) = 1 (af(f,b+ k) — %(f,b)), kde bod & = £(h, k) lezi mezi a a a + h.

k \ oz
Protoze 3z mé v (a,b) diferencial, plati
of _of >’f > f
%(aﬁ- u,b+v) = %(a,b) + 92 (a,b) -u+ 8y6m(a’b) v + r(u,v),

kde r(u,v) = o(||(u,v)]]), (u,v) — (0,0). Po dosazeni mame
0% f 1
5 (@) + L€ = a k) = (€~ a,0)).
Jestlize h = k, pak ziejmé [I(¢ — a,lloo < [Kl, [1(6 — a,0)lloc < |K], takie
plati

W (h, k) =

2
lim W (k, k) = o/ (a,b). Postupujeme-li ,symetricky“ (nebo jiz dokdzané pouZi-
k—0 oyox
2
jeme na funkci f*(z,y) := f(y,x)), dostaneme lim W (k, k) = ﬂ(a, b), a tedy i
k=0 0x0y

dokazovanou rovnost.

2.83 Poznamka. Tvrzeni 2.81 se vét&inou formuluje v trochu slabgim tvaru: podminka (i) je
nahrazena podminkou

2
(2)* funkce o7 je spojitd v bod& (a,b).
dyox
] . . ’*f
Pak ovSem plati podminka (i) pro A := (a,b).
oyor

vvvvvv
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2.84 Véta. Necht f je funkce n proménnych, c € R*, 1< i,j <m, i # j a plati:
2

8.’1}]' 6:131

0
(ii) Funkce 2 je definovand na néjakém okoli bodu c.

(9.1']'
o2 f o*f . Of
81‘,’8.’17]' (C) 2 6.732633] €= 3.7]38%', C).

(i) Funkce je spojita v bodé c.

Pak existuje

Diikaz. Nejprve si uvédomime, Ze z pfedpokladu (i) okamzité plyne, Ze funkce %
je definovand na néjakém okoli bodu c. Polozme a := ¢;, b := c; a definujme

(parcidlni) funkci dvou proménnych
9(z,y) = fle+ (v —ci)ei + (y — ¢j)e;);

sk
v pripadé, ze ¢ < j, je obvyklé psat
g(x7y) = f(cl7 cee3Ci—1,T,C415---5,C—1,Y,Cj41,- - - ,Cn).
Oznaéme z2(z,y) = ¢+ (x — ¢;)e; + (y — ¢;)ej. Je snadné dokdzat, Ze parcialni
derivace
9g 9g &g &g

8.71'(:1:’31)7 a_y(a::y)a 61’6:[/(:1:’3/)7 ayaw('r:y)
jsou (co do existence i hodnoty) totéz, co

g:]{; (Z(.’L‘,y)), %(z(may))v af_léij (Z(Sc,y)), af_]éfwl (z(:c,y))

Z toho pak snadno vyplyva, ze %, g_f, existuji na néjakém okoli bodu (a, b) a funkce
2

—3yéqzc je spojitd v bodé (a,b). Z Tvrzeni 2.81 (viz Poznamka 2.83) jiz okamZité plyne

tvrzeni nasi véty.

Stejnym postupem jako v pfedchozim diikazu lze z Tvrzeni 2.82 snadno odvodit
druhou verzi véty o zdménnosti parcidlnich derivaci:

2.85 Véta.  Necht f je funkce n proménnych, ¢ € R® a 1 <14,j < n. Necht obé

of of P . y > f *f
—— mayji totdlni diferencidl v bodé c¢. Pak (c) = (c).
61’j61‘i

funk
uniee 6.’13'1" 83:,- 6:8,6.’1,']

Jako dtisledek Véty 2.84 dostavame snadno tuto vétu o zaménnosti parcidlnich
derivaci vyssich rada.

2.86 V&ta.  Necht funkce f je t¥idy C*(G) (k > 2), kde G C R" je oteviend
mnozina a necht x € G. Pak hodnota

ok f

Ba:i,c cee Bmil

(@) = fixroia ()
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nezdvisi na poradi indexd iy,...,ix € {1,...,n}.

Diikaz. Zcela piesné fefeno, mame dokézat, ze pokud (41, ..., jk) je takova k-tice,
kterou lze dostat z k-tice (i1,...,i;) pferovnanim, pak

(2.21) Fitnin (8) = fin.ia (@)

Pron=3ak=5mé napﬁklad platlt f1’2737372(.’1}) = f2,2’3,173($). ’-_[‘07 ze (jl, . ,jk)
lze dostat z (i1, . . ., i) pferovnanim, lze formalng vyjadiit takto: existuje permutace
(tj. bijekce) m:{1,...,k} = {1,...,k} takovd, Ze i1 = jn(1),---, 0k = Ju(k)-
Protoze libovolnd permutace je slozenim kone¢né mnoha ,sousednich transpo-
zic“ (srov. Pozndmka 2.87 (ii)), staci dokézat, Ze pro kazdé p € {1,...,k — 1} plati

fika---:ip+2wip+1aip7ip—17---71'1 = fik7---7ip+2aip7ip+1,ip—1w---,i1
na G. (Zde jde o béZnou licenci — zapis pouzivame napiiklad i pro p = 1, kdy nem4,
pfesnd vzato, smysl. Jde jen o ndzorny zapis tvrzeni, Ze rovnost (2.21) plati, pokud
1<p<k-1,jp=tipt1, jpt1 =ipajs=ispros € {l,...,k}\ {p,p+1}.)
Polozme g := fi _, .. prop>1lag := f pro p= 1. Pak zfejmé g € C*(G),
a proto podle Véty 2.84 plati gi,i,.,(Y) = Gi,11,i, () pro kazdé y € G. Na G tedy
plati f’ip+1,ip,ip—1,---,1 = f'ip,'ip+1,ip_1,...,1 a tudiz také

fik,---,ip+2,ip+1,ip,ip—1,---,i1 (fip-{-l:ipaip—la"'ail)ik’.“’ip+2

(fipaip+1vip—la---vil)ik,,,,,ip+2 - fika---wip+25ipﬂp+17'lp—1y---7’ll .

2.87 Poznamka.

(i) V predchozi vété Ize piedpoklad f € C*(G) zeslabit: staéi predpokladat, ze
f mé v bodé x derivaci k-tého ¥adu (pro definici viz str. 89 a Poznamka 2.94
nize). Dikaz (viz D II, Véta 195) je zcela obdobny ditkazu pfedchozi véty,
ale vychézi z Véty 2.85.

(ii) Transpozici &isel {1,...,k}, kterd vyméhuje prvky ¢ # j, ozna¢me T; j; po-
kud |j — 9| = 1, nazveme T; ; sousedni transpozici. Kazdému, kdo chvili
experimentoval se sousednimi transpozicemi, je jasné, ze kazda permutace
je sloZenim kone¢né& mnoha sousednich transpozic (a umél by to asi indukci
dokézat). Vime-li jiz, Ze Ze kazd4 permutace je slozenim kone&nd mnoha
transpozic ([Be], [Bi]), plyne nase tvrzeni ihned z toho, 7e pro 1 <i < j < k
jeztem& T; j =T; qjo---0Titq 20T i41.

Jinymi slovy mtizeme obsah Véty 2.86 vyjadfit takto: Je-li f € C*¥(G), G c R?,
pak hodnota parcidlnich derivaci fadu k zalezi jen na tom, kolikrat se derivuje podle
z1, kolikrat podle z» atd., nikoliv v8ak na poradi, ve kterém se derivuje.

k
Kazdy parcialni diferencialni operator k-tého fidu f +— L chapany jako zobrazeni
Bzcik e 8%‘1‘1
Ck(G) = C(G) lze tedy pséat ve tvaru
a*f

n
2.22 — . 0< a, ; = k.
(222) I Gz . (@amyan 05 % ,Zzlam
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(Pokud a; = 0, znamen4 to, Ze se podle proménné z; nederivuje.)

Uspotadana n-tice celych nezdpornych &isel o := (a1,...,an) se nazyvd multiindex a dife-
rencialni operator tvaru (2.22) p¥islu$ny multiindexu « se oznauje symbolem D®. Cislo S
se nazyva vySka multiindexu a.

2.88 Pozndmka. Z kombinatoriky je zndmo, Ze pofet multiindext (ai,...,an) vysky k je
(”:ﬁ;l) Neni t&7ké ovéfit, 7e D% # DA, pokud a # B. Poet riznych parcidlnich operatort
k
tvaru f — 52— na C*¥(G), kde G C R" je neprazdnd oteviend mnoZina, je tedy také
iy, 0T
(n+k—1) *
n—1 :

2.7 Diferencialy a derivace vysSiho
radu a Taylorova véta

Pomérné obtizny pojem derivace (diferencidlu) vyssiho fadu je dileZity v fadé teorii.

Pro zakladni teorii funkci n proménnych tento pojem jiz tak ddlezity neni. Proto
jej probereme jen struéné, pfiemz se ve vétach o derivaci k-tého fadu omezime na
nejdilezit&jsi specidlni pripad funkei t¥idy C*, ktery je podstatné snazsi. (Podrobny
rozbor obecného piipadu lze nalézt v [D II).)

Derivace a diferencidl prvniho fddu realné funkce jsou jen dva ridzné nazvy pro
jeden objekt — linedrni formu ,,dobfe aproximujici“ pfirtstek funkce. Derivace a
diferencial druhého fadu v8ak jiz pro nas budou dva rizné€ objekty.

Druhd derivace f"(a) bude mit obvykly moderni vyznam — bude to jista bili-
nedrni forma na R™.

Druhy diferencidl d® f(a) viak zde definujeme klasicky — jako kvadratickou formu
(pfislugnou bilinedrni formé f"(a)).

Pro piesnou definici téchto pojmid pouZzijeme klasicky zapis hodnoty diferenci-
alu: ma-li funkce f v bodé a € R™ diferencial a h = (hy, ..., h,) € R?, pak hodnotu
df(a)(h) budeme zapisovat jako dj f(a).

Pfi pevném h bude symbol d;, oznacovat diferencidlni operator, ktery funkci f
pfifazuje funkci dp f:z — dpf(z). Funkce dpf je oviem definovand pravé v téch
bodech z, ve kterych mé f diferencidl (,,je diferencovatelnd“). V t&chto bodech se
podle Véty 2.28 hodnota dj f(z) rovné derivaci Dy, f(x) podle vektoru h, ktera ale
muze byt definovand i v jinych bodech. Je-li z bodem diferencovatelnosti funkce f,
muzeme také psat

of
8.101

or

dnf(z) =M Do ().

@)+ +hy
Mize se ovSem stat, Ze vyraz napravo ma smysl, ale vyraz nalevo neni definovan.
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Vidime tedy, ze mezi operatorem d; a parcidlnimi diferencidlnimi operéatory
je tzky vztah. Definujeme-li pfirozenym zptsobem soufet operdtori a nasobeni
operatoru redlnym ¢islem, naptiklad

0 0 0 0
(e m) =0l * o

kde pravou stranu chdpeme jako soucet funkci, neplati sice obecné rovnost operatori

0 0
dp=h1 — +---+hy, —,
h 18:1:1+ + o,

oba operatory vSak ptifazuji tutéz funkci kazdé funkci, které je diferencovatelné na
svém definiénim oboru.

2.89 Piiklad. Necht f(z,y) = 22y a h = (2,3). Pak fz(z,y) = 2zy, fy(z,y) = 22. Ob& parcialni
derivace jsou spojité na R2, a proto je f vSude diferencovatelnd. V ka#dém bodé (z,y) plati
dp f(z,y) = 2 - 22y + 3z2. Operétor d;, funkci x2y ptifazuje funkci 4zy + 3xz2.

Nyni jiz mizeme definovat derivaci a diferencidl fadu k funkce n proménnych;
pro nazornost za¢neme piipadem k = 2.

(i) Rekneme, 7e funkce f méa v bodé a € R™ druhou derivaci f"(a), jestlize
funkce dp(dgf) = (dj o dg)f je definovand v bod& a pro kazdou dvojici
h € R", k € R". Druh4 derivace funkce f v bodé a je pak funkce na R"® x R”
definované predpisem

f"(a): (h, k) = (dn(drf))(a).

(ii) Existuje-li f”(a), pak definujeme druhy diferencial funkce f v bodé a jako
funkci d?f(a) na R" definovanou piedpisem d?f(a): h + (dn(dnf))(a), tj.

& f(a)(h) = f"(h,h).

Misto d? f(a)(h) se ¢asto pige d3 f(a).

(iii) Obdobné pro libovolné piirozené k definujeme k-tou derivaci f*) (a) funkce
f v bodé a € R™ jako funkci na (R™)* definovanou piedpisem
F®(a) (v1,...,v8) = (do, 0dy, 0---0dy, ) f (@) pro ty body a, ve kterych m4
pravé strana smysl pro viechny k-tice vektort (vi,...,vx) € (R*)*. Nékdy
se také pise f*)(a;vy,...,vp) misto f&)(a) (ve,...,v5).

(iv) Existuje-li f*)(a), pak definujeme k-ty diferencial funkce f v bodé a jako
funkci d* f(a) na R™ definovanou piedpisem

d¥f(a)(h) = fP(h,...,h).

Misto d* f(a)(h) se také pise df f(a).
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(v) Symboly f*) (resp. d* f) budeme rozumét zobrazeni, které bodim z € R®
piifazuje funkci £ (z) (resp. d¥ f(z)), jsou-li oviem tyto funkce definovany.
Defini¢nim oborem f(*) (a také d* f) je tedy mnozina téch = € R”, ve kterjch
existuje f(¥)(z). (To je moderndj’i pojeti; klasické pojeti bylo formalng jiné.)

2.90 Poznamka. Casto se uziva symbolika, pii které se k-ndsobné slozeni Ao- --0A
téhoz operatoru (zobrazeni) A ozna¢uje symbolem AF. Existuje-li tedy d* f(a), pii
pouziti tohoto ,,operatorového“ zépisu plati rovnost

(2.23) dj f(a) = ((dn)*f) (a) = <<h1 6%:1 + -+ by %) f) (a).

Slozitost pojmi derivace a diferencidlu fddu k& > 1 spo¢iva podstatné v trochu
komplikovaném popisu bodi, ve kterjch jsou f*) a d*f definovany. (Tyto body
funkci t¥idy C*, kdy tyto problémy nenastavaji.

V dalsim najdeme vyjadieni derivace a diferencidlu vysstho fadu pomoci par-
cidlnich derivaci vy$siho faddu. Nejdfive probereme zvlast nejjednodussi (a také
G C R”, funkci f € C%(G) a vektory h = (h1,...,hn), k = (k1,...,kn). Pak di, f
je funkce definovand na celém G a

~ 9 o\ . , of of
dkf_(kla—.m+ +kn%>f_k18$1+ +kn8$n

Na pravé strané je tedy funkce tiidy C* na G, a proto existuje

0 0 0 0
dp(def) = (h18—ml+...+hn%>o(kla—m+...+kna_xn)f

B zhl 8.’L‘z ija—.’lfj N = 8113,’8.’1,‘3' hzk].
j=1 j=1

i=1

)

V kazdém bodé a € G tedy existuje f"”(a) a je to bilineadrni forma na R” dani

o%f "
matici (a) ; v maticovém zapisu mame
8.’L'i8$j ij=1
8%f 8%f 8%f
5220 59 (@ - Fae (@)
8%f 8% f 82 f
a Z4(a a

f"(a)(h,k) — (hlg---yhn)' 89023.7:1( ) 8z§( ) 8:(:2890"( ) '(kly ;kn)T

82f 5 f 5
PEENCE (a) PEECE (a) Tt m(a)
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Existuje tedy i druhy diferencil — kvadratick4 forma d2 f(a) zadané ptredpisem

(2.24) => am, 8m] hih;.

a]_

Matice bilinedrni formy f(a) (a zéroven kvadratické formy d? f(a)) se nazyvéa Hes-
sova matice (a jeji determinant Hesstiv determinant nebo také hessidn). Protoze
f € C*(G) aa € @G,z Véty 2.84 0 zdménnosti parcialnich derivaci dostdvame, 7e
Hessova matice je symetrickd, takze f”(a) je symetrickd bilinedrni forma. P¥i pou-
7iti ¢asté dohody o vyznamu symbolu dz; (viz Poznamka 2.21; dz; = L;) miZeme
(2.24) pfepsat jako rovnost kvadratickych forem:

(2.25) Z

,j=1

a)dz;d
83:,81:] TidT
2.91 Poznamka.
(i) Druhé derivace f"(a) je vidy (existuje-li) symetricka bilinedrni forma. Pokud
)
totiz f”(a) existuje, pak proh =€ (1 <k <n)miadgf = % diferenciél

v bodé a, takze podle Véty 2.85 dostavame, Ze parcidlni derivgce druhého
tfadu funkce f v bodé a jsou zaménné.

(if) Kvili kolisani zapisu derivaci druhého Fadu se Hessova matice Casto uvadi
v transponovaném tvaru; vzhledem ke své symetrii je to tdZ matice.

Vysledek o druhé derivaci nyni snadno zobecnime na pi#ipad k-té derivace.

2.92 Véta. Necht k € N, G C R" je oteviend mnozina a f € C*(G). Pak f*) ()
a d* f(x) existuji v kazdém bodé x € G, f*)(x) je symetrickd k-linedrni forma na
R" a kdykoliv

o = @, o), o ® = P o®) 8 b= (e )

jsou vektory z R, pak

()
(k) (1) (k)y — oD @),k
@) OE00 W)= 3 el ol ol

(2.27) d’,if(:c): i akf() — hiy - iy -+~ i,
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Dikaz. Budeme postupovat indukci podle k. Pro k = 1 je tvrzeni okamzitym
disledkem Véty 2.20 a Véty 2.10. Dale predpokladejme, ze k > 1 a véta plati pro
hodnotu k£* = k — 1. Vime tedy, Ze pro = € G plati

FED (@)@, 0W)
n 11 (x) @ B

= (dv(Z) 0---0 d’u(k))f ('Z-) = Z 6.% 62;, 12 ik
iz * ik

12,.. 0yt =1

takze s pomoci toho, ze f € C*(G), Véty 2.20 a Véty 2.10 dostavame

n akflf @ "
(dyw 0dy2 0+ 0dyw) f =dy , Z mvi2 St
19,00 =1
= Z (1 i ﬂvﬂ)v(m
i1=1 Yiy 637“ inyin=1 6$i2 amlk o ix
- Zn: mjf@(l) @ k)
81 yeenyip=1 amll 63}% 21 i lk
Po dosazeni  do obou stran rovnosti dostdvadme vzorec pro FO (2) (0D, .. o®)

z tvrzeni véty. Z ndho pak okamzité plyne vzorec pro df f(z). To, ze f(z) je
symetrickd k-linedrni forma na R™, plyne snadno z dokazaneho vzorce pro f*) ()
a z Véty 2.86 o zdméné parcialnich derivaci vyssiho fadu.

Neni tézké se presvéddit, ze vypolty z predchoziho dikazu ukazujii to, Ze vzorce
(2.26), (2.27) plati, kdykoliv mé jejich leva strana smysl.

2.93 Pozndmka. Vzorec (2.27) lze upravit. S pomoci Pozndmky 2.88 (a textu pfed ni) snadno
vidime, Ze kazdy s¢itanec z (2.27) je roven hodnoté (h :=1)

0" f(x)

2.28 —
(2.28) M .. oghn

k1 kn
DL 4

pro jisty multiindex (k1,...,kn) takovy, Ze k1 > 0,...kp, >0 a k1 + ...kn = k. Pomérné snadnd
1

kombinatorickd Gvaha ukazuje, Ze hodnota (2.28) se rovna o ; stitanclim v (2.27), takZe
eekp!

(2.27) 1ze psat ve tvaru

df f(z) = > £ O i,

| 1 k1 kn
k1>0,...kn >0,k +...kn =k kile-kn! 927t ... 8y

ve kterém je ("'H“ 1) s€itancd (viz Pozndmka 2.88). Stejny vzorec oviem dostaneme, pokud pravou

stranu rovnosti (v1z Pozndmka 2.90)

ke 3 8 \*
dhf(x)—(hla—m+"'+hna> I (=)
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3]
»forméln& umocnime®, pfi¢em? s operatory (symboly) o pracujeme, jako by $lo o redlnd &isla (a

i

soutin operéatorid interpretujeme jako skladani operatori). To je intuitivné ,,jasné“; pro formalni
diikaz 1ze uZit polynomickou vétu (ktera dava vzorec pro (aj +---+ay)¥). Obecnd teorie, ve které
se s operatory po&ita jako s redlnymi &isly, se nazyva operatorovy (d¥ive symbolicky) podet.

2.94 Poznamka. (0 bodech existence f(¥) a d*f)  Nenf t&zké dokazat, ze f(¥)(a)
existuje, pravé kdyz vSechny parcidlni derivace funkce f az do fadu k — 2 mayji
totalni diferencidl na néjakém okoli bodu a a v8echny parcidlni derivace funkce f
fadu k — 1 maji totalni diferencidl v bodé a. (Pfedpoklada se oviem, Ze k > 2 a
parcidlni derivaci fadu 0 se rozumi funkce f.)

Jako dusledek dostévame, ze pokud f(¥)(a) existuje, pak f ma v bodé a viechny
parcialni derivace az do fadu k a je tifdy C*~2 na né&jakém okoli bodu a.

Podle nasi definice diferencidl d* f(a) existuje, pravé kdyz existuje derivace
f®)(a). To plati i tehdy, pokud diferencial d* f(a) definujeme (p¥irozendji) pravé
tehdy, kdyz funkce (dj o---ody)f (sklada se k-krat) je definovdna v bodé a pro
kazdy vektor h € R¥. Diikaz ([D II; Véta 200]) neni snadny.

Diferencialy vy$§iho fadu budeme potiebovat pouze v dikazu Taylorovy véty
pro funkce vice proménnych a pii vySetfovani lokalnich extrémi, kde hraje zasadni
roli diferencial druhého fadu.

Pritom budeme pracovat s diferencidly vyssiho fadu slozené funkce; ovsem jen
ve dvou velmi specidlnich pfipadech, které nyni vySetfime. (Pro obecny piipad viz
Piiklad 3.44.)

2.95 Tvrzeni. Necht p € N, G C R" je oteviend mnoZina a necht f je redlnd
funkce tridy C?(G). Necht dédle a € R™, h = (hy,...,hy) € R* a a < 8 jsou takova
redlnd &isla, Ze a + th € G pro kazdé t € (a, 3). Pak funkce g(t) = f(a+th) md v
kazdém bodé t € (a, B) derivaci fadu p a plati g'®) (t) = d? f(a + th).

Dikaz. Dikaz provedeme indukci podle p. Je-li p = 1, mtiZeme na slozenou funkci
g(t) = fl(ar + thy,...,a, + thy,) pouZit Vétu 2.54, takZe pro vSechna t € (a,f3)
dostavame

of of
! _ Y . . - - = .
g'(t) = 21 (a+th)-hy+---+ B, (a+th) - hy, =dpf(a+th)
Nyni pfedpokladejme, Zze p > 1 a tvrzeni ,plati pro p* = p — 1“. PoloZime-li
f* = dﬁfl f, pak z vyjadfeni diferencidlu (zde ¥adu p — 1) pomoci parcidlnich

derivaci (Véta 2.92) vidime, 7e f* € C1(G). Oznaéime-li g* := f*(a+th), indukéni
piedpoklad davé g*(t) = g~V (t) pro t € (a, f)). Uzijeme-li nade tvrzeni na f* pro
(jiz dokézany) p¥ipad p = 1, dostavame

9P(t) = (9°)'(t) = dnf*(a+ th) = dp(d} " f)(a + th) = d} f(a + th).
2.96 Tvrzeni. Necht H C R¥, G C R® jsou oteviené mnoziny, f:G — R

ap=1(p1,--.,0n): H— R" jsou tiidy C? a plati o(H) C G. Necht a € H a pred-
poklddejme, Ze bod b := p(a) je staciondrnim bodem funkce f. Pak pro sloZenou
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funkci g := fop (tj. g(t) = fp1(t),---,vn(t))) plati rovnost kvadratickych forem

=3 6% 5 (0) dey(a) g, ).

pyg=1

Diikaz. Podle Véty 2.76 je funkce g tiidy C? na H, takze podle Véty 2.92 d2g(a)
existuje a pro kazdé h = (hq,...,h;) € R* plati

k
0%g
digla) = » ———

,j=1

(a) hihj.

Podle Véty 2.54 o derivaci slozené funkce a vzorce pro parcidlni derivaci souctu a
soucinu funkci (viz Pozndmka 2.4) dostdvdme pro ¢,j = 1,...,k a t € H rovnosti

g_z-(t) => ﬁ(<P1(t), L en(d) %(t),
g=1

6.’1&'4 8t]‘
g - 6<pp O, of 0%,
ot;0t; é)t z:: (Z Bmpawq 6t,~ (t) 3—75],(75) + 6—%(90(75)) B0t )] -
Protoze pfedpokladdme, ze b = p(a) je staciondrni bod f, dostavame
N Bgop Ay,
6t 6t Z 6$p6$q (a) 6—vfj(a)’

p,q=1

a tedy také
k n 2 6 6
_ ©p ‘-pq
0= 3 3 (Gran® g goe@) s
k k
%p (), 9pq
ax,,axq (Zl ot > ;1 at; (D

-3

p,q=1
Tim je dikaz proveden.
2.97 Poznamka. Ukéazali jsme, Ze ve velmi specidlnim pfipadé plati jakasi ,in-

variantnost formy druhého diferencidlu® (srov. (2.25)). Z dikazu je také patrno, Ze
obecné tato invariantnost“ neplati (srov. Piiklad 3.44).

2.98 Véta. (Taylorova véta s Lagrangeovym tvarem zbytku)  Necht jsou déna
celd ¢&isla p > 0, n > 0, oteviend mnozina G C RP a funkce f € C"t1(G). Necht
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a € G,x € G,a # ¢ a necht G obsahuje uzavienou tsecku az. Pak existuje bod &
tvaru £ = a + 6(z — a), 6 € (0,1), takovy, Ze

+Z _dlicc a a (n_'l_ )| ;H‘if(g)

Polozime-li h := z — a, miiZzeme ekvivalentné psat
1 0 0
1 9 9\

RS 9N fa s o)
+(n+1)! 1a$1+ +pa$p f(a+6h).

Diikaz. Polozme g(t) := f(a + th). ProtoZe zobrazeni p:t — a + th je spojité,
»(0) = a, (1) =z a G je oteviend, ziejmé existuje interval (a, 8) D [0, 1] takovy,
ze a+th = ¢(t) € G pro kazdé t € (a, ). Z Tvrzeni 2.95 dostadvame, Ze pro kazdé
ke{l,....,n+1} at€ (a,p) plati

(2.29) g®)(t) = df f(a + th).

Podle Taylorovy véty s Lagrangeovym tvarem zbytku pro funkce jedné proménné
(viz [D 1], Véta 153) existuje ¢&islo 6 € (0,1), pro které

n (k+1)
g L9 (9)
)2 k1)

Protoze g(0) = f(a) a g(1) = f(z), podle (2.29) plati
"1 T,
a) + ; adi-af(@) + CES)Ik ntf(a+6h),

takze stadéi polozit & = a + 6h.

Polynom p proménnych

Tf’ = + Z k' CE a

budeme nazyvat Tayloriv polynom n-tého Tadu funkce f v bodé a. PFi uZiti této
terminologie mé vzorec z Véty 2.98 tvar

(@) = T(@) + g T2 1O
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2.99 Poznamka. Ne&kdy se definuje d) f(a) := f(a); pfi této tmluvé lze psit
T)x) = Yi-o wdi-of(a)-

Nésledujici véta ukazuje, ze Tayloriv polynom TJ® velmi dobfe aproximuje
funkci f v blizkosti bodu a, je-li f na néjakém okoli bodu a dostateéné hladka.

2.100 Véta. (Taylorova véta s Peanovym tvarem zbytku)  Je-li funkce f t¥idy C"
(n > 1) na néjakém okoli bodu a € RP | pak

f@) =T]%2) +o(lz —al"), = a.

Diikaz. Zvolme 6 > 0 tak malé, aby funkce f byla tiéidy C™ na G := Us(a).
UZijeme-li pfedchozi vétu pro ,n* = n— 1%, dostavame, Ze pro kazdé x € G existuje
bod & = &(z) € az \ {a, z} takovy, ze

a 1 n

(@) = T (@) + —d7_ o f(€).
Podle definice Taylorova polynomu

fa fia 1 n

T'n7 (.TL’) = Tn—l(w) + mdzfaf(ah
takZe odec¢tenim rovnosti dostavame
1
Cl@) = f(@) = Tf"(@) = — (&2_,f(©) = di_of (@)

Oznadime-li jesté h = (h1,...,hp) = x — a a pouZijeme Vétu 2.92 o vyjadfeni
n-tého diferencidlu pomoci parcidlnich derivaci, dostédvame

P
C(z) = % >0 (Firyin©) = firynin (@) hiyhiy -+ by,

i1yeemrin

|C ()] 1 -
||$ — a”n < ’I’L'”h”n Z |fi1,---,’in (6(1’)) - fil,---,in (a‘)l : |h’ll| : |h12| U |h‘ln| <
i1

U

P
<Y Ui €@) ~ fii @]

i1ye0myin
Protoze viechny funkce f;, ;. jsou spojité v bod& a a lim, ,,&{(z) = a, podle

Véty 1.40 o limit& slozené funkce dostavame lim,_,, |C(z)| - ||z — a||™™ = 0, tj.
f(x) —=TH%(z) = o(||z — al|®), z — a, coz jsme chtéli dokazat.
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2.101 Poznamka. Pfedpoklad ptredchozi véty lze zeslabit — stadi pfedpokladat,
7e existuje f(™(a) (viz [D II], Cvieni 2-4 za Vétou 203). Pro p¥ipad funkei jedné
proménné je to zndmo z prednasek pro 1. roénik (srov. [D I, posledni tvaha kap.
XI).

2.8 Lokalni extrémy

2.102 Definice. (lokalni extrém) Necht f je funkce n proménnych. Rekneme, Ze
f ma v bodé a lokdlni mazimum, existuje-li 6 > 0 takové, Ze pro kazdy bod

z € Us(a) \ {a} plati f(z) < f(a). Lze-li nerovnost f(z) < f(a) nahradit do-
konce ostrou nerovnosti f(x) < f(a), fekneme, Ze f md v bodé a ostré lokdlni
maximum. Zcela obdobné definujeme pojmy lokdlniho minima i ostrého lokalniho
minima funkce.

Je vhodné jiz zde definovat obecnéjsi pojem relativniho lokalntho extrému, kte-
rym se vSak budeme podrobné zabyvat az pozdéji.

2.103 Definice. (relativni lokalni extrém) Necht je ddna redlnd funkce n promén-
nych f, mnozina M C R® a bod a € M N Dy. Rekneme, e f m4 v bodé a
lokdlni maximum vzhledem k mnoZiné M, existuje-li § > 0 takové, Ze pro kazdé

€ (Us(a) \ {a}) N M plati f(z) < f(a). Lze-li nerovnost f(x) < f(a) nahradit
dokonce ostrou nerovnosti f(x) < f(a), Fekneme, Ze f md v bodé a ostré lokalni
maximum vzhledem k M. Zcela obdobné definujeme pojmy lokdlniho minima i
ostrého lokalniho minima funkce vzhledem ke mnoziné.

2.104 Poznamka.

(i) ,,Lokalni extrém“ je spoleény ndzev pro loklni maximum a lokalni minimum.
(ii) Je-li @ vnit¥nim bodem mnoZiny M, pak pojem lokélniho extrému vzhledem
k mnoziné M ovSem splyva s pojmem lokalniho extrému.

Zakladni nutnd podminka pro lokdlni extrémy funkci vice proménnych snadno
vyplyvéa z prislusné nutné podminky pro funkce jedné promeénné.

2.105 Véta. Necht funkce n proménnych f ma v bodé a € R" lokalni extrém.
Potom plati:

of
ox;

(i) Je-lii € {1,...,n} a existuje parcidlni derivace (a), pak
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(ii) M4-li funkce f diferencidl v bodé a, pak bod a je staciondrnim bodem funkce

[, tj-df(a) = 0.
Dikaz. Necht a = (a1,...,ay) a je ddno i € {1,...,n}. Snadno vidime, Ze par-
cidlni funkce ¢ := f(a1,-..,ai-1,",Qit1,---,0,) M4 v bodé a; lokilni extrém,
takze nutné (srov. [D I, Véta 140) ¢'(a;) = (a) = 0. Tim je dokdzano tvrzeni

6:13,’
(i); z n&j pak okamZité plyne tvrzeni (ii).

Pti hledani lokalnich extrémt funkce f tedy staci vySetfovat jeji stacionarni
body a body, ve kterych f nemd diferencial.

O tom, zda ve svém staciondrnim bodé a ma funkce f lokalni extrém, mizeme
¢asto rozhodnout pomoci druhého diferencialu d? f(a).

Pro dikaz pfislusného vysledku potiebujeme nékterd fakta o kvadratickych for-
méch. Nejdiive pfipomefime, Ze funkce @(z) na R™ je kvadratickd forma, pravé
kdyz ji lze psat ve tvaru

n
Qz) = Z a;jr;z;, kde a;; €R a z=(21,...,2,).
ij=1

Kazd4 kvadratickd forma je zfejmé homogenni funkce stupné 2, tj. Q(tx) =
t2Q(z) kdykolivz € R* at € R.

Je-li Q(x) > 0 pro v8echna 0 # x € R™, nazyva se kvadratickd forma pozitivné
definitni. Plati-li @(x) > 0 pro vSechna z a Q(z) = 0 pro néjaké z # 0, fikdme, Ze
@ je pozitivné semidefinitni.

Obdobné se definuji pojmy negativné definitni a negativné semidefinitni kvad-
ratické formy.

Existuji-li ¢ € R*,y € R" takové, ze Q(z) > 0 a Q(y) < 0, nazyva se Q
indefinitni kvadratickd forma.

Pro kvadratické formy na obecném vektorovém prostoru (srov. [Be], [Bi]) se
jejich ,,definitnost“definuje zcela analogicky.

2.106 Poznamka. Terminologie kolisd; nékdy se pozitivné semidefinitni formou
rozumi forma, kterd je vSude mezdpornd.

Linearni algebra zné rizné metody, jak urcit, kterého z téchto typt je dana
kvadraticka forma na R™. Jedna elementarni metoda je vyloZena v [D II] (za Vétou
216). Znamé Sylvestrovo pravidlo ([Bi, Disledek 13.17.]) udavé jednoduchou nut-
nou a postacujici podminku pro to, aby kvadraticka forma byla pozitivné definitni
(v8echny hlavni subdeterminanty jeji matice jsou kladné).

2.107 Lemma. Necht kvadratickd forma () na R"™ je pozitivné definitni. Pak
existuje redlné ¢islo K > 0 takové, e Q(h) > K]||h||? pro kazdy bod h € R™.

Dikaz. ProtoZe jednotkova (eukleidovskd) sféra S := {z € R™: ||z|]| = 1} je
uzaviend a omezend, a tedy kompaktni, a funkce () je zfejmeé spojitd na R™, nabyva

98



@ na S svého minima. ProtoZe @ je pozitivnd definitni a 0 ¢ S, je nutnd K :=
min{Q@(h): h € S} > 0. Pro h # 0 tedy mame

Q) =@ () = 1k (i) > K

Protoze Q(0) = 0 = K||0||?, je dtikaz proveden.

Nyni jiz mizeme dokéazat hlavni vétu o lokalnich extrémech, kterd mj. udava
postacugict podminky pro lokalni extrémy.

2.108 Véta. (lokilni extrémy a druhy diferencidl)  Necht funkce n proménnych f
je tridy C? na néjakém otevieném okoli bodu a € R*. Necht a je staciondrni bod
funkce f. PoloZme

Qh) : Z

i,j=1

8m,6x ]

Pak plati:

(i) Je-li kvadratickd forma @ pozitivné definitni, ma funkce f v bodé a ostré
lokalni minimum.
(i) Je-li @ negativné definitni, m4 funkce f v bodé a ostré lokdlni maximum.
(iii) Je-li ) indefinitni, pak f nemd v bodé a lokdlni extrém.

Diikaz. Protoze a je staciondrni bod funkce f, je df(a) = 0. Podle Taylorovy véty
s Peanovym tvarem zbytku (Véta 2.100)

fla+h)~ f(a) = 5Q() +o(Ihl?), h—0.

Jinymi slovy, pro funkci 7 danou predpisem n(h) := f(a+h) — f(a) — 3Q(h) plati
limp,0 n(h) [|A]| =2 = 0.

Predpoklddejme nyni, ze @) je pozitivné definitni. Podle Lemmatu 2.107 mtzeme
zvolit K > 0 tak, aby platilo Q(h) > K||h||?. Plati tedy

flat 1) = @) > SRR+ 0 = 7 (3K +mlal =)

Protoze
1 1
lim { - K 2) =K
hbmo(z + n(h)||All ) 5K >0,

existuje § > 0 takové, ze f(a + h) — f(a) > 0, kdykoliv 0 < ||h]| < 8. Funkce f m4
tedy v bodé a ostré lokalni minimum.
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Je-li Q negativné negativni, pak polozime f* := —f a Q* := d?f*(a). Protoze
Q* = —Q je pozitivné definitni, mé funkce f* v bodé a lokdlni minimum a tedy f
mé v a lokalni maximum.

Je-li Q indefinitni, miZzeme zvolit h1, hs € R” tak, ze Q(h1) > 0 a Q(h2) < 0.
Pak pro t # 0 mame

Fla+the) = £la) = 5Qh) +alehn) = (300 + 98 a2

Protoze pro t — 0 mé vyraz v zvorce limitu 1Q(h1) > 0, existuje § > 0 takové, ze
f(a+th1) — f(a) > 0 pro kazdé ¢t € (—4,d) \ {0}. Snadno tedy vidime, 7e f ma v
bodé& a ostré relativni lokalni minimum vzhledem k pfimce {a + thi: t € R}. Zcela
obdobné dostavame, ze f ma v bodé a ostré relativni lokdlni maximum vzhledem
k pfimce {a + tha: t € R}. Proto je zfejmé, Ze f nemd v bodé a lokalni extrém.

2.109 Poznamka.

(i) Pokud je @ semidefinitni kvadratickd forma, nemtZeme obecn& usoudit,
zda f ma v bodé alokilni extrém; to jiz zndme v pripadé funkce jedné pro-
ménné (kdy jde o pfipad f'(a) = f"(a) = 0). K dal§imu vySet¥ovéani ,semide-
finitniho pfipadu“ pomoci Taylorovy véty bychom potifebovali znat derivace
vys§ich radad.

(ii) Diikaz pro ,indefinitni p¥ipad“ jsme mohli vést uZitim Tvrzeni 2.95 na funkce
91(t) = fla+thy), g2(t) = f(a + th) a aplikaci véty o souvislosti lokdlnich
extrému a druhé derivace pro funkce jedné proménné. Pfimocaré uZiti této
metody na ,definitni pfipad“ selhava. To ilustruje nésledujici priklad.

2.110 P¥iklad. Necht f(z,y) = 1, pokud y # 2%, £(0,0) =0 a f(z,22) = —1 pro
kazdé z € R\ {0}. Je snadno vidét, 7e f ma v bod& (0,0) ostré relativni lokalni
minimum vzhledem k libovolné piimce prochézejici bodem (0,0), ale nemé v bodé
(0,0) lokalni extrém.
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