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Projektivni rozsifeni eukleidovského prostoru . ) n
Projektivni prostor IP

Projektivni roz&ifeni eukleidovského prostoru RP®

Ke kazdé pfimce p € R3 pfidame jeden bod P, ktery je
spole¢ny pro vSechny rovnobézky s p (smér). Bod P,
nazyvame nevlastnim bodem primky p.

Ke kazdé roviné p e R3 pfidame jednu pfimku p.., ktera je
spole¢na pro vSechny roviny rovnobézné s p. Pfimku p.,
nazyvame nevlastni pfimkou roviny p.

K prostoru R® pfidame rovinu p.., ktera je mnozinou véech
nevlastnich bod( a pfimek prostoru R3. Rovinu peo
nazyvame nevlastni rovinou prostoru R3,
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Projektivni prostor P

Projektivni roz&ifeni eukleidovského prostoru RP®
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Projektivni rozsifeni eukleidovského prostoru . . on
Projektivni prostor P

Projektivni roz&ifeni eukleidovského prostoru RP®

Definice (RP®)

Eukleidovsky prostor R® dopIinény o nevlastni rovinu pso
nazyvame projektivné rozsifeny eukleidovsky prostor.
Zn. RP®,

Definice (RP?)
Eukleidovskou rovinu R? dopln&nou o nevlastni pfimku pso

v rv

nazyvame projektivné rozsifena eukleidovska rovina.
Zn. RP2,
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Projektivni prostor

Princip duality

Kazda véta geometrie roviny RP? ptechazi v rovnéz platnou

dudlni vétu geometrie roviny RP?, nahradime-li v ni pojem bod

pojmem pfimka a naopak (pfipadné jejich odvozenymi pojmy

ako prusecik, spojnice ...).

[1 Libovolnymi dvéma rliznymi body prochazi prave jedna

primka.

[1* Libovolné dvé rizné pfimky se protinaji v pravé jednom
bodé.
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Projektivni prostor

Princip duality

V RP® zamé&hujeme pojem bod s pojmem rovina.
1 Pro kazdé tfi nekolinarni body A, B, C existuje prave jedna
rovina p, ktera je s nimi incidentni.
1* Pro kazdé tfi roviny «.3,~ neprochazejici jednou pfimkou
existuje prave jeden bod P, ktery je s nimi incidentni.
[1* Libovolné dvé rizné roviny se protinaji v prave jedné
primce.
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Projektivni rozsifeni eukleidovského prostor
U GO GRS p Y Projektivni prostor P"

Homogenni souradnice - Motivace

X =AX + 3 — nelibi se nam, chtéli bychom jednu matici
vCetné posunuti

ax + by + ¢ = 0 — rovnice pfimky prochazejici danym bodem
se da napsat jednoduseji
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Projektivni roz&ifeni eukleidovského prostoru o

Projektivni prostor

Homogenni soufadnice v RP?

Usporadanou trojici (X1, X2, Xg) # (0,0, 0) nazyvame
homogennimi soufadnicemi bodu X’ € RP?.

Pozn. Nékde taky (xo, X1, X2).

Homogenni soufadnice jsou nezavislé na nenulovém nasobku.
Tj (X1,X2,Xo) = ()\X1 , AXo, )\Xo) pro A 75 0.

Homogenni souradnice uréuji bod X’ jednoznacné.

Vliastni body:
Bodu X = [x, y] € R? odpovida bod X’ = (X1, X2, Xg) € RP?, kde

Xo 75 0.
Souradnice bodu X' = (X1, X2, X0) = (i—;, %, 1), t.j.
x=2y=

ProA#0 platl (Ax1, AX2, AXp) = (X1, X2, Xp)-
X' nazyvame viastni bod v RP? pro xq # 0.
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jektivni rozsiteni eukleidovského prostor
Projektivni roz$ifeni eukleidov p u Projektivn prostor P"

Homogenni soufadnice v RP?

Nevlastni body:

Necht X = [kx, ky] € R?, kterému odpovida

X' = (kx,ky,1) € RP2,

Jim (x.y,%) = (x.y,0)

Sméru (x, y) € R? odpovida bod X/, = (x, y,0) € RP2.
X' nazyvame nevlastni bod v RP? pro xp = 0.
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Projektivni rozsifeni eukleidovského prostor
U GO GRS p Y Projektivni prostor P"

Homogenni soufadnice v RP?

Usporadanou trojici U= (a,b,c) # (0,0,0) nazyvame
homogennimi soufadnicemi ptimky p’ € RP?.

Vlastni pfimky:

Necht je pfimka v R? dana obecnou rovnici p : ax + by + ¢ = 0.
V homogennich soufadnicich v RP? mame
pagt+bg+c=0,prox #0,t.

p’ > axq +bX2 +cxg=0= (a,b,c) . (X1,X2,Xo) = 7 - X

pro xo = 0 dostavame jako feSeni soufadnice nevlastniho bodu
(—b,a,0)

Nevlastni pfimka:

Pfimka prochéazejici nevlastnimi body napf.

lo = (1,0,0),Jss = (0,1,0).

P : (@, b,C) = lo X Jx =(0,0,1), t.j. obecna rovnice xg = 0.
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Projektivni prostor P

Homogenni soufadnice v RP®

Usporadanou Ctvefici (x1, X2, X3, Xo) # (0,0, 0,0) nazyvame
homogennimi soufadnicemi bodu X' € RP®.
Pro A #0 plati ()\X1 , AX2, AX3, )\Xo) = (X1 , X2, X3, Xo).

Vlastni body:
Pro xp # 0 odpovida bodu X = [%, %2 %] ¢ R3 vlastni bod

X0’ X0’ Xo
X = (X1 , X2, X3, Xo) S RPS.
Nevlastni body:

Pro xo = 0 odpovida sméru (x, y, z) € R3 nevlastni bod
X, =(x,y,2,0) € RP®,
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Projektivni prostor

Homogenni soufadnice v RP®

Usporadanou Ctvefici U= (a,b,c,d) #(0,0,0,0) nazyvame
homogennimi soufadnicemi roviny o' € RP®.

Obecné rovnice roviny p € RPS je p : axy + bxo + ¢cx3 + dxg = 0.
Nevlastni rovina ma rovnici xg = 0.
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Jektivni rozsirent eukieidov: p Projektivni prostor P"

Projektivni prostor P”

Definice (Projektivni prostor)

Necht V.1 je vektorovy prostor nad télesem T(R, C) dimenze
n-+1;n> 0. Necht ~ je relace ekvivalence V1 \ {?}
definovana nasledovné: pro

U, VeV, U~VeoU=XV;0£)1eT.

Projektivni prostor dimenze n je mnozina tfid ekvivalence
P"(Viy1) = (Vys \ {G})/ ~.

Dale zna¢ime jenom P".

Prvky (body) projektivniho prostoru P” jsou jednodimenzionalni
podprostory V. 1:
X=(V)={U€eVp;U=AV;A#£0; A €R}.

P2 ... projektivni rovina

X € P? je geometricky bod v projektivni roving

V € V8 takovy, Ze (V) = X je aritmeticky zastupce bodu X.
Pozn. Kazdy bod X € P" ma nekone¢né mnoho artimetickych zastupcu.
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Jektivni rozsirent eukieidov: p Projektivni prostor P"

Projektivni prostor P”

Definice (LZ a LNZ body)

Body Ay = (a_1>>, L A= (a_f() nazveme linedrné zavislé
(nezavislé), kdyz jsou linearné zavislé (nezavislé) vektory
aj,...,a.

Definice (LK bodu)

Bod A = (?) je linearni kombinaci bodl Ay, ..., Ak, jestlize
vektor @ je linearni kombinaci vektor( a_1>, ce a_>k.
n. A= MA; + -+ AAk.
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Projektivni prostor P”

Definice (Projektivni systém soufadnic a aritmeticka baze)

Projektivnim systémem souradnic (projektivnim repérem,
geometrickou bazi) prostoru P"(V 1) rozumime libovolnou
usporadanou (n + 2)-tici bodu (Eq, ..., En, Eg; J) z P" takovych,
ze libovolnych (n+ 1) z nich je linearné nezavislych.
Usporadanou (n + 1)-tici vektoru (a), ey Ef,, 56) nazyvame
aritmetickou bazi vzhledem k projektivnimu systému souradnic
(Ey, ..., En, Eo; J) pravé tehdy kdy? €/ je aritmetickym
zastupcem bodu E; a jednotkovy bod J ma aritmetického
zastupce Y7, €.

Eg, ..., En - zakladni body
J - jednotkovy bod
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Projektivni prostor P”

Definice (Projektivni homogenni soufadnice)

(n+ 1)-tici (x1, ..., Xn, Xo) € Vn+ 1 pfifazenou kazdému bodu
X € P" nazyvame projektivni homogenni souradnice bodu X
vzhledem k projektivnimu systému soufadnic (Eq, ... Ep, Eg; J)
pravé tehdy kdyz existuje aritmeticka baze (&1, ..., ey, &)
vzhledem k (Eq, ... Ep, Eo; J), pro kterou plati

X = x18 + -+ + Xn€y + X085
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! p Projektivni prostor P"

Projektivni podprostory

Definice (Projektivni podprostor)

Mnozina v8ech bodl v P, které jsou linearni kombinaci k + 1
linearné nezavislych bodu Xy, Xi, ..., Xk se nazyva k-rozmérny
projektivni podprostor Pk c P".

k =0 ...projektivni bod

k =1 ...projektivni pfimka

k = 2 ... projektivni rovina

k = n—1...projektivni nadrovina

k = —1 ...prazdna mnozina
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Projektivni podprostory

Parametrické vyjadfeni podprostoru PX c P", uréeného (k + 1)
linearné nezavislymi body X, ..., Xk:

k
X=> tX; teR (,4,...,t%) #(0,0,...,0)
i=0

Obecna rovnice nadroviny P":

aiXy + asXo + - -+ + anXxp + apXxg = 0,
pro (307317"‘7817)#(0707"‘70)
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Prechod od P" k A"

Bud' P" projektivni prostor a V.1 jeho (aritmeticky) vektorovy zaklad.
Volime nadrovinu wq s vektorovym zakladem W, C V1

V P" volime geometrickou bazi (Eo, Eq, . . ., En; J) tak, ze
E1,...,En€w0aE0,J¢wo.

t.j. rovnice wp : X = 0.

Necht A =P"\ wo = {((X1,...,Xn, X0)) € P"; Xo # 0}.
X, YeA:

_>
X=Xy X =(%..%1), 7:%i+.. +7§i+6‘o
Y = (¥ 7=(%,-.-,y0,1);7=%e1+~ +%ey t+e

Necht fJe zobrazeni: A x A — W,
X, Y)=XY = (Y - X) = (L —2)8] + -+ (22— 2)g,

Pak trojice (A, Wy, f) je afinni prostor A" s repérem ( E; 5;, cee, Ef,).
Obracené umime vytvofit projektivné rozsifeny afinni prostor.
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Projektivni zobrazeni

Definice (Projektivni (kolinearni) zobrazeni)

Necht P"(V 1), P'™(V',,41) jsou dva projektivni prostory a
necht zobrazeni ¢ : V.1 — V' .1 je linearni zobrazeni. Pak
zobrazeni f : P" — P'™ definované predpisem (1)) = (o(U))
se nazyva projektivni (kolinearni) zobrazeni.

Definice (Kolineace)

Kolineace je vzajemné jednoznacné kolinearni zobrazeni.

Pozn. Kolinearni zobrazeni zobrazuje kolineéarni body X, Y,Z
na kolinearni body X’, Y’, Z’ nebo do jednoho bodu
X =Y=2.
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Analytické vyjadreni kolinearniho zobrazeni

%
f:X — X' indukovano ¢ : X — x’

A(m+1,n4+1) je matice linearniho zobrazeni .

X = AX = (%) .
(X)) = (p(X)) = (AX) = (x')
resp. f(X) = =AX=X

Kolmearm zobrazeni je uréeno az na nasobek t.j. tfidou matic
= {pA; pR; p+#0aplati p(X) =

abec
Matice kolineace v projektivni roviné P? je: A = (d e f)

g h i
A je regularni ¢tvercova matice, t.j. (det A # 0).
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Samodruzné body

Samodruzny bod kolineace

f:f((X)) = (X) F(X) = X
(X) = (AX) X = AX
>\7 AX,\#0 AX = AX
(A—AE)X =0 (A—XE)X =0
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Stredova kolineace

Definice (Stfredova (osova) kolineace v roving)

Stredova (osova) kolineace je kolineace, ktera ma primku o
samodruznych bodl a nazyvame ji osou kolineace a
samodruzny bod S ¢ o, ktery nazyvame stred kolineace.
Body a jejich obrazy lezi na pfimkach prochazejicich
stfedem S.

Stfedova kolineace je urCena osou o, sttedem S a parem
odpovidajicich si bodi A — A'.
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Dvojpomeér

Definice (Dvojpomér)

Necht A, B, C, D jsou Ctyfi rizné body na projektivni pfimce a
plati:

C=mA+B
D =01A+ 5B,

» J . : .
potom &islo (AB; CD) = 32—51 nazyvame dvojpomer
102

usporadané ctvefice bodu A, B, C, D.

V.

Pozn.: Bodu X muzeme pfitadit (projektivni) souradnice pfimky
X =A+&B.
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Dvojpomeér

Volime souradnice bodu

A=(1,0);B=(0,1);C = (71,72); D = (61, 62).

Dvojpomér (AB; CD) muzeme spocitat taky nasledovné:
det(AC) det(BD) 261

(AB; CD) = §et(BC) det(AD) ~ 110
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Stredova kolineace zachovava dvojpomeér (synteticky
v R?)

Véta (Dvojpomér bodl a pfimek)

Necht jsou dany Ctyfi rizné body A, B, C, D na pfimce p a bod
O, ktery na ni nelezi. Oznacme AO = a a podobné b, c, d Pak
plati:

sin(a,¢) sin(a,d)
sin(b,c) " sin(b,d)’

sin(a, ¢) je sinus orientovaného uhlu <(a, c).

(AB; CD) =
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Stredova kolineace zachovava dvojpomeér (synteticky
v R?)

Véta (Stfedova kolineace zachovava dvojpomér)

Necht jsou dany pfimky p, p' a bod O, ktery neleZi na Zadné z
nich. Promitneme-li Ctyfi rizné body A, B, C, D pfimky p z bodu
O na pfimku p’ do bodu A, B', C', D', potom plati

(AB; CD) = (A'B; C'D').
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Kolinearni zobrazeni zachovava dvojpomer

Véta (Kolinearni zobrazeni zachovava dvojpomer)

Kolinarni zobrazeni Ctyr riznych bodu na Ctyri rizné body
zachovava dvojpomeér.

DiUkaz

Necht A, B, C, D jsou ctyri navzajem rdzné body na projektivni pfimce v P", potom
plati:

|

?=’Y1_a')+’72_5:
72613+(52b

a (AB; CD) = 221 Bud' f kolinearni zobrazeni indukované (prostym) linearnim
2

zobrazenim ¢. Plat/ o N
o(T) = (v @ +725) = 1@(@) + 12¢(B), a analogicky pro o(d).
Dvojpomér bodi ((p()), (#(B)); (p(T)), (w(d))) je taky 2L ”2‘”

2
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QOdvozeni, polarni vlastnosti a klasifikace
Afinni vlastnosti a klasifikace
Metrické vlastnosti

Kuzelosecka jako rovnice v R?

Kvadriky

Kuzelosecka v eukleidovské roviné je mnozina bodu X = [x, y]
takovych, Ze plati:

ax® + 2bxy + cy? 4 2dx + 2ey + f = 0, oby&ejné pro
(a,b,c) # (0,0,0).
Pfechod do homogennich soufadnic v RP?:
X = %ay: %7X07é0'
a3 )? +2b3 2 + c(2)? +2d7 +2e2 +f=0

Xo Xo
ax? + 2bxyxo + €x2 + 2dx1Xo + 2exoXp + X3 = 0
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P . Odvozeni, polarni vlastnosti a klasifikace
Projektivni roz$ifeni eukleidovského prostoru . . §
. Afinni vlastnosti a klasifikace
Kvadriky . :
Metrické vlastnosti

KuZelosecka jako fez kolmé kuzelové plochy v R3

x — kuzelova plocha s osou o a vrcholem V, ¢ € (0, %’) —
odchylka povrsky kuzelu od o, p — rovina, v € (0, &) — Uhel
<(p,0)

@ singularni V € p regularni V ¢ p

\{

\ 4

A 1 bod & elipsa

I .|}
p=1 A primka? parabola

A 4

Y
© > A 2 riiznobézky A\ hyperbola
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QOdvozeni, polarni vlastnosti a klasifikace
Afinni vlastnosti a klasifikace
Metrické vlastnosti

Projektivni rozsifeni eukleidovského prostoru
Kvadriky

KuZelosecka jako fez kolmé kuzelové a valcové plochy
v R3

Dal$i moZnosti pro: x — valcova plocha s osou o, p — rovina

pllo rovnobézky prazdna mn.
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QOdvozeni, polarni vlastnosti a klasifikace
Afinni vlastnosti a klasifikace

Kvadrik
Gl Metrické vlastnosti

Formy

Pro 7 = (X1,X2,... 7X()),7 = (y1,y27...,y0) = Vn-"_1
Pozn. uzivame n+ 1 pro naSe ucely, Ize samoziejmé
nasledovné ekvivalentné zavést nad V"

Linearni forma (definice napf. v Sekanina a kol: Geometrie 1):
fovmtt T, f(?) = A7 = a41Xq + aXo + -+ apXp-

f(7) = 0 je rovnice nadroviny.

Matice lin. f. je A = (ay, az, ..., a).

Bilinearni forma (definice napf. v Sekanina a kol.: Geometrie ll):

fovntl vt ST (X, Y) = XTAY.
Matice bilin. f. je (n+ 1) x (n+1).
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QOdvozeni, polarni vlastnosti a klasifikace
Afinni vlastnosti a klasifikace

Kvadrik
——— Metrické vlastnosti

Formy

Symetricka bilinearni forma je bilinearni forma f takova, Ze
f(X,Y)=1(¥.%).

Matice sym. bilin. formy je symetricka, napt. pro n = 2 je:

a b d
b c e].
d e f

a b d\ [y
(X, V) = (x1, %, X0) (b c e) (}’2>

d e /] \W
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QOdvozeni, polarni vlastnosti a klasifikace
Afinni vlastnosti a klasifikace

Kvadrik
vadariky Metrické vlastnosti

Formy

Kvadraticka forma:
f,:V o T h(X)=f(X,X), kde f je symetricka bilinearni
forma, kterd ji uruje (indukuje), nazyvame ji polarni formak f,.

a b d Xq
f(X,X) = h(X) = (X1, %, Xo) (b c e) (Xg) =

d e f Xo
ax? + 2bxyxo + €x2 + 2dx1 Xo + 2eXoXo + X2

Definice (Kvadrika)

Necht je dana nenulova kvadraticka forma £ na vektorovém
prostoru V dimenze n + 1 nad télesem C. Mnozinu Q vSech
bodil X = (X) € CP", pro které plati f,(X) = 0 nazyvame
kvadrika. Pro n = 2 se kvadrika nazyva kuZelosecka. Matici
kvadriky A nazyvame matici jeji kvadratické formy.
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Afinni vlastnosti a klasifikace

Kvadrik
——— Metrické vlastnosti

Kvadrika

Bod X = (x1, X2, Xo) lezi na kuzelose¢ce Q, kdyz plati:

a b d X1
XTAX = (X1,X2,X0) b c e X0 | =0
d e f X0
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QOdvozeni, polarni vlastnosti a klasifikace
Afinni vlastnosti a klasifikace

Kvadrik
——— Metrické vlastnosti

Kvadrika

Bod X = (x1, X2, X3, Xo) lezi na kvadrice Q kdyZ plati:

a1 a2 a3 ao X1

a1 a2 a3z ax
XTAX = (X1 , X2, X3, XO)
ds1 ds2 dsz asp X3

dp1 do2 dp3 Qoo Xo
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QOdvozeni, polarni vlastnosti a klasifikace
Afinni vlastnosti a klasifikace

Kvadrik
——— Metrické vlastnosti

Vlastnosti kvadrik

Definice (Imaginarni / redlna kvadrika)

Jestlize rovnici kvadriky nevyhovuji realné souradnice zadného
bodu, nazyvame ji imaginarni kvadrika (formainé realna), v
opacném pripade ji nazyvame bodoveé realna.

Definice (Hodnost a regularnost kvadriky)

Hodnost matice kvadriky je hodnost kvadriky.
Je-li matice kvadriky regularni (singulérni), potom nazyvame
kvadriku regularni (singularni).
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QOdvozeni, polarni vlastnosti a klasifikace
Afinni vlastnosti a klasifikace

Kvadrik
vadariky Metrické vlastnosti

Polarita

Body P, Q =< CP" jsou poldrné sdruZené (konjugované)
vzhledem ke kvadrice Q s matici A, jestlize plati PTAQ =0

Véta

Je-li P polarné sdruZeny s 2 riznymi body U, V vzhledem ke
kuZelosecce Q s matici A, potom je polarné sdruzeny s
kazdym bodem W pfimky UV.

Dikaz

W=aU+ BV

PTAW = PTA(aU + V) = aPTAU + BPTAV =0

A

Pozn. stejné taky pro rovinu v CP2.
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QOdvozeni, polarni vlastnosti a klasifikace
Afinni vlastnosti a klasifikace

Kvadrik
——— Metrické vlastnosti

Regularni a singularni body

Definice (Regularni a singularni body)

Bod P nazveme singularni bod kvadriky Q, je-li polarné
sdruzen se véemi body prostoru CP”. Body kvadriky, které
nejsou singularni, nazveme regularni body kvadriky.

Véta
Necht P € Q je singularni bod kvadriky Q a bod Q # P leZi na
Q, potom primka leZi na kvadrice Q.

Ddkaz (Expresne)
(aP+BQ)TA(aP+3Q) = a?PTAP+203PTAQ+3QTAQ = 0
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QOdvozeni, polarni vlastnosti a klasifikace
Afinni vlastnosti a klasifikace

Kvadrik
——— Metrické vlastnosti

Pél a polara

Definice (P4l a polara)

Necht P neni singularni bod kvadriky Q, pak nadrovinu bodu v
CP" polarné sdruzenych s P nazyvame polarni nadrovinou
polu P vzhledem ke kvadrice Q.

v CP?: pél > polara
v CP3: pél «» polarni rovina

Polarni nadrovina bodu P vzhledem ke Q s matici A ma
obecnou rovnici:
X
X2
PTA| " | =o0.
Xo
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QOdvozeni, polarni vlastnosti a klasifikace
Afinni vlastnosti a klasifikace

Kvadrik
——— Metrické vlastnosti

Pél a polara

Véta (Vzajemnost pélu a polarni nadroviny)

Necht ruzné body P, Q nejsou singularni body kvadriky Q s
matici A. LeZi-li bod Q v polarni nadroviné bodu P, potom leZi i
bod P v polarni nadroviné bodu Q vzhledem ke kvadrice Q.

Dukaz

Polarni nadrovina bodu P je mnoZina bodu X = (X1,...,Xn, Xo),
Ze PTAX =0= PTAQ =0, ale PTAQ = QT AP ze symetrie
A.

\
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QOdvozeni, polarni vlastnosti a klasifikace
Afinni vlastnosti a klasifikace

Kvadrik
vadariky Metrické vlastnosti

Pél a polara

Definice (Te¢na nadrovina)

Necht' T je regularni bod kvadriky Q. Polarni nadrovinu bodu T
vzhledem ke kvadrice Q nazyvame tecna nadrovina a bod T
jeji bod dotyku.

Véta

Tecné nadroviny vedené ke kvadrice Q z bodu P ¢ Q se ji
dotykaji v bodech, v nichZ polarni nadrovina bodu P vzhledem
ke Q protina kvadriku Q.

Dikaz

Ddasledek definice te¢né nadroviny a vety o vzajemnosti polu a
polarni nadroviny.

\
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QOdvozeni, polarni vlastnosti a klasifikace
Afinni vlastnosti a klasifikace

Kvadrik
——— Metrické vlastnosti

Matice kvadriky vzhledem k polarni bazi

Je-li A matice kvadriky, Ize ji prevést pomoci symetrickych
radkovych a (analogickych) sloupcovych Uprav na diagonalni
matici A’. Matice A’ se nazyva matice kvadriky vzhledem k
polarni bazi.

Priklad

C: X2+ 2x1Xp + 2x5 + 8xoXo — 4XZ =0

11 0 11 0 10 0 10 0
(1 2 4)~[2.-1.r(0 1 4)2.-1.5(0 1 4>]=(o 1 4>~
0 4 —4 0 4 —4 0 4 —4 0 4 —4
170 o0 1 0 0 10 0
[2.+3.F 0 5 0|2+3s{0 5 0 ] —(o 5 o )
0 4 —4 0 0 -4 0 0 -4

¢ x2+5x2—4x2=0

Pozn. Konvence: matici upravujeme tak, aby na diagonale bylo vzdy vice
kladnych &isel. Resp. vynasobime celou matici (—1).

POZOR: provadime kolineace, které nezachovavaji afinni vlastnosti, matici
nemUzeme pouzit dale pro afinni klasifikaci. &
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QOdvozeni, polarni vlastnosti a klasifikace
Afinni vlastnosti a klasifikace

Kvadrik
——— Metrické vlastnosti

Signatura kvadratické formy

Definice

Je-li A € R™" diagonélni matice, pak trojici (n, p, q), kde n je
pocet nul, p je pocCet kladnych Cisel a q je poCet zapornych
Cisel na diagonale nazyvame signaturou matice A.

Signaturou kvadratické formy nazyvame signaturu jeji matice
vuci polarni bazi.
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Kvadriky

QOdvozeni, polarni vlastnosti a klasifikace
Afinni vlastnosti a klasifikace

Metrické vlastnosti

Projektivni klasifikace kuzelosecek

Typy kuzeloseéek v CP?
Kuzelosetka Q : XTAX =0
h(A) hodnost matice kuzelosecky:

hodnost signatura R body rovnice projektivni typ v CP?
h(A)=3 | (0,3,0) 0 R bodd X2 +x2 + x5 =0 | IregularniKS
h(A)=3 | (0,2,1) | obsahujRbody | x2+x2 —xZ =0 | RregulamiKS (el., par., hyp.)
hA)y=2 | (1,2,0) 1 R bod X2+ x5 =0 | 2IpHmky
h(Ay=2 | (1,1,1) | obsahuje R body x2 —x2 =0 | 2R pfimky
h(A) =1 (2,1,0) obsahuje R body x12 =0 2-nasobnd R ptimka
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Kvadriky

QOdvozeni, polarni vlastnosti a klasifikace
Afinni vlastnosti a klasifikace

Metrické vlastnosti

Projektivni klasifikace kvadrik

Typy kvadrik v CP?
hodnost signatura R body rovnice projektivni typ v cp?
h(A) =4 | (0,4,0) 9 R bodu X2+ x5+ x5 +x3 =0 | Iregulami
h(A) = 4 (0,3,1) obsahuje R body )(12 + )(22 + x32 — xg =0 R regularni (nepfimkova)
h(A) = 4 0,2,2) obsahuje R body x12 + xg — x32 — xg =0 R regularni (pfimkova)
hAY=3 | (1,3,0) 1R bod X2 +xZ +x2 =0 | IkuZelova plocha
h(A)=3 | (1,2,1) | obsahuje R body x2+x2 —x2 =0 | Rkuzelova plocha
h(A) =2 (2,2,0) pfimka R bodd X12 + xg =0 2 T roviny
h(A) =2 2,1,1) obsahuje R body x12 — x22 =0 2 R roviny
h(A) =1 (3,1,0) obsahuje R body x12 =0 2-n&sobn& R rovina
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Odvozeni, polarni vlastnosti a klasifikace
Afinni vlastnosti a klasifikace

Kvadrik
Gl Metrické vlastnosti

Afinni vlastnosti a klasifikace.

Kvadriky v projektivnim rozsifeni afinniho prostoru Ac
rozliSujeme podle pocCtu (resp. mnozin) nevlastnich bodud
(asymptotickych smér(). Z afinnich vlastnosti zjistime u
kuZelosecCek jejich asymptoty (te€ny v nevlastnich bodech),
sdruzené priméry (body polarné sdruzené k nevlastnim) a z
nich stfed (vlastni/ nevlastni) a stfedovost kuzelosecky
(stfedova/ nestredova).
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Odvozeni, polarni vlastnosti a klasifikace

Projektivni kleidovského prostoru . . L
(Ll ElCRs ; Afinni vlastnosti a klasifikace

Rvadicy Metrické vlastnosti
Matice kuzeloseCky
a b d
A=|b c e
d e f

ozna¢me A= <2 g) Ao = <Z Z) As = ([a) tC)
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Odvozeni, polarni vlastnosti a klasifikace
Afinni vlastnosti a klasifikace

Kvadrik
——— Metrické vlastnosti

Sdruzené smeéry, primeroveé nadroviny

Definice (Primérova nadrovina)

Necht U, je nevlastni bod (smér), ktery neni bodem kvadriky
Q v Ac. Polarni nadrovina bodu U, vzhledem ke kvadrice Q se
nazyva prumérova nadrovina kvadriky.

\Y Ké nazyvame primeérovou nadrovinu primer.

Praméry, z nichz kazdy je sdruzeny se smérem druhého se
nazyvaji sdruzené primery.
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Odvozeni, polarni vlastnosti a klasifikace
Afinni vlastnosti a klasifikace

Kvadrik
——— Metrické vlastnosti

Asymptotické smeéry, asymptoty

Definice (Asymptoticky smér)

Nevlastni bod kvadriky v Ac se nazyva asymptoticky smér
kvadriky.

T.j. hledame v8echny body kvadriky, pro které plati xo = 0.
Dosazenim do rovnice KS je to tedy mnozina nevlastnich bodu
spliujici ax? + 2bxq x2 + cx2 = 0.
v . X 7
Obecng pro xy # .Olje (x4 » X2, 0)) =((1,3, 0),> amame
kvadratickou rovnici s koeficienty a, 2b, ¢ kterd ma
® 2 redlné kofeny (nevlastni body) pro b2 — ac > 0 reg: hyperbola , sing: 2 I, R
riznobézky.
* 1 dvojnasobny realny kofen (nevlastni bod) pro b — ac = 0 reg: parabola, sing:
2 I, R rovnobézky, 1 vlastni a 1 nevlastni pfimka, 1 dvojnasobna pfimka.
e zadny redlny kofen pro b?> — ac < 0 reg: I, R elipsa.
Z matice b2 — ac = — det Az
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Odvozeni, polarni vlastnosti a klasifikace
Afinni vlastnosti a klasifikace

Kvadrik
——— Metrické vlastnosti

Definice (Asymptoticka nadrovina)

Tecna nadrovina v nevlastnim bodé kvadriky se nazyva
asymptoticka nadrovina kvadriky.

Tecna v nevlastnim bodé — asymptota v Ké.

T.j. polara asymptotického sméru vzhledem ke KS je
asymptota.
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Odvozeni, polarni vlastnosti a klasifikace
Afinni vlastnosti a klasifikace

Kvadrik
——— Metrické vlastnosti

Stred

Definice (Stred)

Bod S nazyvame stredem kvadriky, je-li polarné sdruzen s
kazdym nevlastnim bodem prostoru A¢ vzhledem ke kvadrice.

T.j. u KS v obecném pfipadé volime dva nevlastni body
lo = (1,0,0), Jss = (0,1,0) a stfed je prusecikem jejich
prameéra.

Xq Xq
i:(1,0,0)A (xz) =ax;+bxo+dxg=0; j:(0,1,0)A <x2> =bx;+cxo+exg=0
Xo Xo

PraseCik praméra i, je
(a,b,c) x (b,c,e) = (det Ay, — det Ay, det Az) = (S, S2, So) -
souradnice stfedu S.
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Odvozeni, polarni vlastnosti a klasifikace
Afinni vlastnosti a klasifikace

Kvadrik
——— Metrické vlastnosti

Stred

Definice (Stfredovost kvadriky)

Kvadrika, ktera ma alespon jeden vlastni stfed se nazyva
stredova, centricka. V opacném pfipadé se nazyva nestredova.

Nékolik dusledku pfimo z definic:
Singularni bod KS je stfedem KS.
Primeéry KS prochazi sttedem KS.
Asymptoty KS prochazi stredem KS.

Stredové kuzelosecky jsou reg: I, R elipsa, hyperbola a sing: 2
I, R vlastni riznobézky.
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Odvozeni, polarni vlastnosti a klasifikace
Afinni vlastnosti a klasifikace

Kvadrik
——— Metrické vlastnosti

Vedlejsi signatura

Signaturu kvadratické formy vUci polarni bazi dale nazyvame
hlavni signatura.

Definice (Vedlejsi signatura)

Signaturu matice kvadratické formy s vynechanym poslednim
radkem a poslednim sloupcem nazyvame vedlejsi signatura.
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Kvadriky

Odvozeni, polarni vlastnosti a klasifikace
Afinni vlastnosti a klasifikace

Afinni klasifikace kuzelosecek

Metrické vlastnosti

afinni typ v cp?

hlavni sgn vedlej$i sgn oo body rovnice
0,3,0 0,2,0 0 X2+ x2+x2 =0 | Ielipsa
1 2 T Xo
0,2, 1 0,2,0 0 X2 +x2—x2=0 | Relipsa
1 2 0
0,2,1 0,1,1 2 X2 —x2—x2=0 R hyperbola
1 2 0
(0,2,1) (1,1,0) 1 x2 +2x9xp =0 | R parabola
(1,2,0) (0,2,0) 2 xZ+x3 =0 | 2Iraznobézky
1,2,0) (1,1,0) 1 x2 +x3 =0 | 2Irovnobszky
(1,1,1) 0,1,1) 2 x2 —x2 =0 | 2R ruznobézky
(1,1,1) (1,1,0) 1 x2 —x2 =0 | 2Rrovnobszky
(1,1,1) (2,0,0) primka Xoxp =0 vlastni R a nevlastni R pfimka
(2,1,0) (1,1,0) 1 )(12 =0 2-nasobnd R pfimka
(2,1,0) (2,0,0) pfimka xg =0 2-nasobna nevlastni R pfimka
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Kvadriky

Afinni klasifikace kvadrik

Odvozeni, polarni vlastnosti a klasifikace
Afinni vlastnosti a klasifikace
Metrické vlastnosti

hlavni sgn vedlej$i sgn oo body rovnice afinni typ v cp?

(0,4,0) (0,3,0) 0 X2+ X2+ X2 +x¢ =0 | Ielipsoid

(0,3,1) (0,3,0) 0 X2+ x5 +x2 —x¢ =0 | Relipsoid

(0,3, 1) 0,2,1) reg. KS x2 — x5 —x2 —x¢ =0 | Rdvojdilny hyperboloid

(0,3,1) (1,2,0) 1 X2 +x2 +2x3%9 =0 | R elipticky paraboloid

(0,2,2) (0,2, 1) reg. KS x2 +x% — x2 — x2 =0 | Rjednodilny hyperboloid

(0,2,2) (1,1,1) 2 riiznobézky x2 — x3 +2x3xp = 0 | R hyperbolicky paraboloid

(1,3,0) (0,3,0) reg. KS xZ +xZ +x3 =0 | Ikuzelova plocha

(1,3,0) (1,2,0) 1 x2 + X3 + x5 =0 | Ivalcova plocha

(1,2,1) (0,2,1) reg. KS X2+ x5 —x2 =0 | Rkuzelova plocha

(1,2,1) 1,2,0) 1 x2 + x5 — x2 =0 | Relipticka valcové plocha

(1,2,1) (1,1,1) 2 riiznobézky x2 —x8 — x2 =0 | Rhyperbolicka valcova plocha

(1,2,1) (2,1,0) 2-nasobna ptimka x12 +2xxp =0 R parabolické valcové plocha
Michal Zamboj Geometrie



Kvadriky

Afinni klasifikace kvadrik

Odvozeni, polarni vlastnosti a klasifikace
Afinni vlastnosti a klasifikace
Metrické vlastnosti

hlavni sgn vedlejSi sgn oo body rovnice afinni typ v cr®

k'z', 2,0) 1,2,0) 2 riiznobézky x2 +x2 =0 | 2Iruznobézné roviny

(2,2,0) (2,1,0) 2-nasobna primka x12 + xg =0 2 I rovnobézné roviny

(2,1,1) (1,1,1) 2 riznobézky x12 - x22 =0 2 R rliznobézné roviny

(2,1,1) (2,1,0) 2-nasobna pfimka x12 — xg =0 2 R rovnobézné roviny

(2,1,1) (3,0,0) rovina body X{x9 =0 vlastni R a nevlastni R rovina

(3,1,0) (2,1,0) pfimka x12 =0 2-nasobna R rovina

(3,1,0) (3,0,0) rovina xg =0 2-nasobna nevlastni R rovina
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Odvozeni, polarni vlastnosti a klasifikace
Afinni vlastnosti a klasifikace
Metrické vlastnosti

Metrické vlastnosti kuzelosecek

Kvadriky

Kuzelosecky v projektivnim rozsiteni komplexniho prostoru CP”
rozliSujeme podle metrickych vlastnosti, t.j. hlavni sméry
(sméry sdruzené s kolmymi) a jejich polary - osy soumérnosti.
PrasecCiky os soumérnosti a kuzelosecky jsou vrcholy.
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Afinni vlastnosti a klasifikace

Kvadrik
VR Metrické vlastnosti

Hlavni smeéry

Definice (Hlavni sméry)

Smér ureny vektorem 7 #+ U e R2 nazyvame hlavnim
sméerem kuzeloseCky c, je-li polarné sdruzen s vzajemné
kolmym smérem vzhledem ke kuzelosecce c.

| A

Véta

Ke kazdé kuZelosecce existuji alespori dva na sebe kolmé
hlavni sméry. Jsou to viastni vektory matice As (z pfedeslého
znaceni).

A\
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Odvozeni, polarni vlastnosti a klasifikace
Afinni vlastnosti a klasifikace

Kvadrik
VR Metrické vlastnosti

Hlavni smeéry

Ke kazdé kuZelosecce existuji alespor dva na sebe kolmé
hlavni sméry. Jsou to viastni vektory matice Az (z pfedeslého
znaceni).

a b d 2]

UTAV = (u,u,0) [ b ¢ el [w —(u1,u2)<z 2) <K1>—0
d e f/\o 2
A0
0:7-72 Uivq + UgVo = (U1,U2) (0 )\) (2) = 7T)\E_V)

UT(A—XE)V =0

Je-li vlastni €islo 2-nasobné - matice ma nekone¢né mnoho vlastnich vektor(.
Vybirdme dva ne sebe kolmé. (napf. kruznice)

Je-li vlastni Cislo 0 - pak je kuzeloseCka nestfedova (stfed je nevlastni). (napf.
parabola)
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Afinni vlastnosti a klasifikace

Kvadrik:
By Metrické vlastnosti

Osy

e Sk Sk oK ok

Definice (Osy)

Je-li Uy, nevlastni nesingularni bod ur¢eny hlavnim smérem
kuzeloseCky c, potom polaru bodu U,, vzhledem k ¢, pokud je
to vlastni pfimka, nazyvame osou kuZelosecky.

Pozn. Je-li hlavni smér kuzelosecky nevlastnim singularnim
bodem kuZzelosecky, pak definujeme jako osu kuzelosecCky
libovolnou vlastni pfimku, ktera je kolma na tento smér.

v

Pro regularni: elipsa a hyperbola maji 2 osy, parabola ma jednu
0SU soumernosti.
Pro pozn.: napf. 2 rovnobézky.
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Afinni vlastnosti a klasifikace

Kvadrik .
VR Metrické vlastnosti

Vrcholy

N o N AN -

Definice (Vrchol)

Vlastni prusecik kuzelosecky s jeji osou se nazyva vrchol
kuzelosecky.

Elipsa ma 4 vrcholy (hlavni a vedlejsi), hyperbola ma 2 realné
vrcholy, parabola mé 1 redlny vrchol.
Kruznice ma oo vrcholu.
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Afinni vlastnosti a klasifikace

Kvadrik:
By Metrické vlastnosti

Ohniska

Definice (Ohniska)

Necht je dany bod M na regularni kuzelosecce. Pak body F; a
F> nazyvame ohniska
e elipsy, pokud plati |[F1M| + |F2M| = 2a a soucasné |Fi F>| < 2a, kde a
je délka hlavni poloosy.
® hyperboly, pokud plati ||F1M| — |FoM|| = 2a a soucasné |Fi F2| > 2a,
kde a je délka hlavni poloosy.
® paraboly, pokud plati |F1 M| = |dM|, kde d je fidici pfimka paraboly.
Spojnice F1M, FoM, resp. pfimku rovnobéZnou s osou prochazejici bodem M
u paraboly nazyvame privodice bodu kuZelosecCky.
Vzdalenost ohnisek od stfedu kuzelosecky nazyvame excentricita e
(vystfednost) kuzelosecky.
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Afinni vlastnosti a klasifikace
Metrické vlastnosti

Projektivni rozsifeni eukleidovského prostoru
Kvadriky

Ohniska

& & &6 &4 &

Ohniska je mozné dohledat napt. pomoci vztah(:
e clipsa: € = &% — b°.
e hyperbola: € = & + b?

nebo z vlastnosti, Zze te€na puli Uhel pravodica.
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