
Kuželosečky a kvadriky - výpisky + př́ıklady

Postupně vznikaj́ıćı text k části předmětu Geometrie.
Ve výpisćıch naleznete výpisky z přednášky, poznámky, řešené př́ıklady a př́ıklady na procvičeńı.

Podrobněǰśı výklad tématu naleznete ve studijńım textu, na který je odkaz v Moodle. Tam je téma
vyložené do detail̊u, v obecněǰśı verzi než zde, tvrzeńı jsou uvedeny s d̊ukazy a zd̊uvodněńım.

Tento text je prvńı verze, m̊uže a asi i bude obsahovat chyby. Pokud nějakou naleznete, budu
ráda, pokud mne na ni upozorńıte.

Posledńı aktualizace 12. 1. 2016.

Kuželosečka Q v obecné poloze má rovnici

ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx+ 2ey + f = 0.

Přejdeme k homogenńım souřadnićım pomoćı substituce x = x1

x0
, y = x2

x0
a vynásob́ıme rovnici x20,

t́ım dostaneme rovnici kuželosečky v homogenńıch souřadnićıch

ax21 + 2bx1x2 + cx22 + 2dx0x1 + 2ex0x2 + fx20 = 0.

Definice. Symetrickou matici

C =

f d e
d a b
e b c


nazveme matićı kuželosečky Q v PC

2 s rovnićı ax21 + 2bx1x2 + cx22 + 2dx0x1 + 2ex0x2 + fx20 = 0.

• Plat́ı

(
x0, x1, x2

)f d e
d a b
e b c

x0x1
x2

 = fx20 + 2dx0x1 + 2ex0x2 + ax21 + 2bx1x2 + cx22

Definice. Kvadrika Q v PC
3 jsou popsány kvadratickou rovnićı

a00x
2
0+2a01x0x1+2a02x0x2+2a03x0x3+a11x

2
1+2a12x1x2+2a13x1x3+a22x

2
2+2a23x2x3+a33x

2
3 = 0

a symetrickou matićı 4× 4

C =


a00 a01 a02 a03
a01 a11 a12 a13
a02 a12 a22 a23
a03 a13 a23 a33

 .

Definice. Kuželosečku (kvadriku) nazveme regulárńı, pokud jej́ı matice C je regulárńı. Kuželosečku
(kvadriku) nazveme singulárńı, pokud jej́ı matice C je singulárńı.

• Každou symetrickou matici C lze převést na diagonálńı matici pomoćı vhodné posloupnosti
řádkových úprav, které jsou následovány analogickými sloupcovými úpravami. To odpov́ıdá
tomu, že aplikujeme na kuželosečku (kvadriku) Q zadanou matićı C vhodnou změnu pro-
jektivńı soustavy souřadnic. (Výsledná vhodná soustava souřadnic je dána polárńı báźı sy-
metrické matice C)

• Kuželosečka (kvadrika), která má matici C ′ má stejnou hodnost a je stejného projektivńıho
typu jako kuželosečka (kvadrika) odpov́ıdaj́ıćı matici C.

• Např́ıklad v PC
2 rozlǐsujeme pět projektivńıch typ̊u kuželoseček.

1



1. Regulárńı imaginárńı kuželosečka, která nemá žádný reálná bod.

2. Regulárńı reálná kuželosečka. Do tohoto projektivńıho typu patř́ı elipsa, parabola a
hyperbola, které jsou z hlediska projektivńı geometrie stejné, protože existuje kolineace
převáděj́ıćı jednu na druhou.

3. Reálná singulárńı kuželosečka hodnosti 2, která je tvořena dvojićı reálných př́ımek.

4. Imaginárńı singulárńı kuželosečka hodnosti 2, která je tvořena dvojićı imaginárńıch
př́ımek.

5. Singulárńı kuželosečka hodnosti 1, kterou tvoř́ı jedna dvojnásobná př́ımka.

Př́ıklad. Převed’te matici C =

 1 3 −5
3 0 3
−5 3 4

 na diagonálńı tvar pomoćı řádkových úprav

následovaných sloupcovými úpravami. (T.j. Najděte vyjádřeńı matice C v̊uči jej́ı polárńı bázi.)
Řešeńı: Od druhého řádku odečtu trojnásobek prvńıho řádku. Pak od druhého sloupce odečtu

trojnásobek prvńıho sloupce. 1 3 −5
3 0 3
−5 3 4

 ∼
 1 3 −5

0 −9 18
−5 2 4

 ∼
 1 0 −5

0 −9 18
−5 18 4

 ∼
Dále k třet́ımu řádku přičtu pětinásobek prvńıho řádku a poté k třet́ımu sloupci přičtu pětinásobek
prvńıho sloupce. 1 0 −5

0 −9 18
0 18 −21

 ∼
1 0 0

0 −9 18
0 18 −21

 ∼
Nakonec k třet́ımu řádku přičtu dvojnásobek druhého řádku a pak k třet́ımu sloupci přičtu
dvojnásobek druhého sloupce. 1 0 0

0 −9 18
0 0 15

 ∼
1 0 0

0 −9 0
0 0 15


Výsledná matice má na diagonále 1, −9 a 35.

• Diagonálńı matici z předešlého př́ıkladu odpov́ıdá rovnice kuželosečky x20 − 9x21 + 35x22 = 0

Uděláme úmluvu: Vždy budeme cht́ıt, aby kladných č́ısel na diagonále matice v diagonálńım
tvaru bylo v́ıce nebo stejně jako záporných. Pokud by tomu taky nebylo, vynásob́ıme matici −1.
To odpov́ıdá vynásobeńı rovnice kuželosečky −1, což můžeme beztrestně udělat.

Definice. Bud’ C ′ diagonálńı matice vzniklá z matice C. Označme n počet nul na diagonále
matice C ′ dále p počet kladných č́ısel a q počet záporných č́ısel na diagonále matice C ′. Pak trojici
(n, p, q) nazveme signaturou matice C.

Hodnost matice C odpov́ıdá součtu p+ q. Regulárńı matice má n = 0.

Př́ıklad. Určete signaturu matice kuželosečky 2x20 + 9x21 + 8x22 + 8x0x1 − 4x0x2 − 10x1x2 = 0
Řešeńı: Naṕı̌si matici kuželosečky.  2 4 −2

4 9 −5
−2 −5 8


Matici uprav́ım na diagonálńı tvar. Od druhého řádku odečtu dvojnásobek prvńıho řádku a pak
od druhého sloupce odečtu dvojnásobek prvńıho sloupce. 2 4 −2

4 9 −5
−2 −5 8

 ∼
 2 4 −2

0 1 −1
−2 −5 8

 ∼
 2 0 −2

0 1 −1
−2 −1 8

 ∼
2



Dále k třet́ımu řádku přičtu prvńı řádek a pak ke třet́ımu sloupci přičtu prvńı sloupec2 0 −2
0 1 −1
0 −1 6

 ∼
2 0 0

0 1 −1
0 −1 6

 ∼
Nakonec přičtu k třet́ımu řádku druhý řádek a pak k třet́ımu sloupci druhý sloupec.2 0 0

0 1 −1
0 0 5

 ∼
2 0 0

0 1 0
0 0 5


Výsledná signatura je (0, 3, 0).

Př́ıklad. Určete signaturu matice kvadriky x20 + 9x21 − x22 − 3x23 + 6x0x1 + 2x2x3 = 0
Řešeńı: Naṕı̌si matici kuželosečky. 

1 3 0 0
3 9 0 0
0 0 −1 1
0 0 1 −3


Uprav́ım na diagonálńı tvar tak, že odečtu od druhého řádku trojnásobek prvńıho a pak od druhého
sloupce trojnásobek prvńıho sloupce. Dále třet́ı řádek přičtu ke čtvrtému a třet́ı sloupec přičtu ke
čtvrtému sloupci. 

1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −2


Výsledná signatura by byla (1, 1, 2), ale udělali jsme úmluvu, že vždy budeme cht́ıt, aby počet
záporných č́ısel na diagonále nebyl větš́ı než počet kladných, proto matici vynásob́ıme −1.

−1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 2


Výsledná signatura je tedy (1, 2, 1).

Určováńı (afinńıho) typu kuželoseček a kvadrik

Připomeňme, že vynecháńım jedné př́ımky z projektivńıho roviny PC
2 źıskáme afinńı rovinu.

Projektivńı rovina s význačnou př́ımkou (tzv. nevlastńı př́ımkou) je rozš́ı̌rená afinńı rovina AC
2 .

Podobně projektivńı prostor PC
3 s význačnou rovinou (tzv. nevlastńı rovinou) je rozš́ı̌rený afinńı

prostor AC
3 .

Zvolme za nevlastńı př́ımku (rovinu) s rovnićı x0 = 0. Matice kuželosečky (kvadriky) Q je pak

C =

(
c00 cT

c C̄

)
, kde C̄ symetrická čtvercová matice, vzniklá z matice C vynecháńım prvńıho

sloupce a prvńıho řádku.

Definice. Signaturu matice C nazýváme hlavńı signatura a signaturu matice C̄ nazýváme vedleǰśı
signatura kvadriky (kuželosečky).

Věta. Necht’ Q je kuželosečka / kvadrika s matićı jej́ıž hlavńı signatura je (n, p, q). Pak xistuje
maximálně (p−1)-rozměrný reálný podprostor v PC

2 / PC
3 , který nemá s Q žádný (reálný) pr̊useč́ık.

• Tedy pokud máme např́ıklad kuželosečku s hlavńı signaturou (0, 2, 1) tak existuje př́ımka,
která nemá s touto kuželosečkou žádný pr̊useč́ık.

Podle následuj́ıćıch tabulek můžeme určit typ kuželosečky (kvadriky) Q na základě hlavńı a
vedleǰśı signatury matice kuželosečky (kvadriky).
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Afinńı klasifikace kuželoseček v AC
2 pomoćı signatury

Signatura (0,+,−) Rovnice v nehomogenńıch typ kuželosečky
hlavńı vedleǰśı souřadnićıch
(0, 3, 0) (0, 2, 0) x2 + y2 = −1 imaginárńı elipsa
(0, 2, 1) (0, 2, 0) x2 + y2 = 1 elipsa
(0, 2, 1) (0, 1, 1) x2 − y2 = 1 hyperbola
(0, 2, 1) (1, 1, 0) x2 + 2y = 0 parabola
(1, 2, 0) (0, 2, 0) x2 + y2 = 0 imaginárńı r̊uznoběžky
(1, 2, 0) (1, 1, 0) x2 + 1 = 0 imaginárńı rovnoběžky
(1, 1, 1) (0, 1, 1) x2 − y2 = 0 reálné r̊uznoběžky
(1, 1, 1) (1, 1, 0) x2 − 1 = 0 reálné rovnoběžky
(1, 1, 1) (2, 0, 0) nelze vyjádřit 1 vlastńı a 1 nevlastńı př́ımka
(2, 1, 0) (1, 1, 0) x2 = 0 jedna dvojnásobná př́ımka
(2, 1, 0) (2, 0, 0) nelze vyjádřit jedna dvojnásobná nevlastńı př́ımka

• Kuželosečka jej́ıž matice má hodnost 3 je regulárńı kuželosečka.

• Kuželosečka jej́ıž matice má hodnost 2 je dvojce př́ımek.

• Kuželosečka jej́ıž matice má hodnost 1 je tvořena jednou př́ımkou.

Afinńı klasifikace kvadrik v AC
3 pomoćı signatury

Signatura (0,+,−) Rovnice v nehomogenńıch typ kvadriky
hlavńı vedleǰśı souřadnićıch
(0, 4, 0) (0, 3, 0) x2 + y2 + z2 = −1 imaginárńı elipsoid
(0, 3, 1) (0, 3, 0) x2 + y2 + z2 = 1 elipsoid
(0, 3, 1) (0, 2, 1) x2 − y2 − z2 = 1 dvojd́ılný hyperboloid
(0, 3, 1) (1, 2, 0) x2 + y2 + 2z = 0 eliptický paraboloid
(0, 2, 2) (0, 2, 1) x2 + y2 − z2 = 1 jednod́ılný hyperboloid
(0, 2, 2) (1, 1, 1) x2 − y2 + 2z = 0 hyperbolický paraboloid
(1, 3, 0) (0, 3, 0) x2 + y2 + z2 = 0 imaginárńı kuželová plocha
(1, 3, 0) (1, 2, 0) x2 + y2 + 1 = 0 imaginárńı eliptická válcová plocha
(1, 2, 1) (0, 2, 1) x2 + y2 − z2 = 0 reálná kuželová plocha
(1, 2, 1) (1, 2, 0) x2 + y2 − 1 = 0 eliptická válcová plocha
(1, 2, 1) (1, 1, 1) x2 − y2 − 1 = 0 hyperbolická válcová plocha
(1, 2, 1) (2, 1, 0) x2 + 2y = 0 parabolická válcová plocha
(2, 2, 0) (1, 2, 0) x2 + y2 = 0 dvojce komplexně sdružených imag. r̊uznoběžných rovin
(2, 2, 0) (2, 1, 0) x2 + 1 = 0 dvojce komplexně sdružených imag. rovnoběžných rovin
(2, 1, 1) (1, 1, 1) x2 − y2 = 0 dvojce reálných r̊uznoběžných rovin
(2, 1, 1) (2, 1, 0) x2 − 1 = 0 dvojce reálných rovnoběžných rovin
(2, 1, 1) (3, 0, 0) nelze vyjádřit jedna vlastńı a jedna nevlastńı rovina
(3, 1, 0) (2, 1, 0) x2 = 0 dvojnásobná vlastńı rovina
(3, 1, 0) (3, 0, 0) nelze vyjádřit dvojnásobná nevlastńı rovina

• Kvadrika jej́ıž matice má hodnost 4 je regulárńı kvadrika.

• Kvadrika jej́ıž matice má hodnost 3 je kuželová nebo válcová plocha.

• Kvadrika jej́ıž matice má hodnost 2 je tvořena dvojićı rovin.

• Kvadrika jej́ıž matice má hodnost 1 je tvořena jednou rovinou.
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Reálné kvadriky

elipsoid dvojd́ılný hyperboloid eliptický paraboloid

jednod́ılný hyperboloid hyperbolický paraboloid kuželová plocha

eliptická válcová plocha hyperbolická válcová plocha parabolická válcová plocha

r̊uznoběžné roviny rovnoběžné roviny rovina

5



Př́ıklad. Určete typ kuželosečky s rovnićı 4x2 + 4xy + y2 + 8x+ 2y − 3 = 0.
Řešeńı Naṕı̌si matici kuželosečky

C =

−3 4 1
4 4 2
1 2 1


K určeńı typu kuželosečky potřebuji hlavńı a vedleǰśı signaturu matice kuželosečky. Tedy signa-

turu matice C a matice C̄ =

(
4 2
2 1

)
. Nemuśım upravovat každou matici zvlášt’, stač́ı, když při

převáděńı na diagonálńı tvar začnu odspodu a prvńı uprav́ım na diagonálńı tvar matici C̄. Od
druhého řádku odečtu dvojnásobek třet́ıho řádku a pak od druhého sloupce odečtu dvojnásobek
třet́ıho sloupce. −3 4 1

4 4 2
1 2 1

 ∼
−3 4 1

2 0 0
1 2 1

 ∼
−3 2 1

2 0 0
1 0 1

 ∼
V tuto chv́ıli mohu určit vedleǰśı signaturu, ta je (1, 1, 0), t.j. signatura matice

(
0 0
0 1

)
. Pokračuji

v úpravách matice. Od prvńıho řádku odečtu třet́ı řádek a pak od prvńıho sloupce odečtu třet́ı
sloupec. Dále k druhému řádku přičtu polovinu prvńıho řádku a k druhému sloupci přičtu polovinu
prvńıho sloupce.−4 2 0

2 0 0
1 0 1

 ∼
−4 2 0

2 0 0
0 0 1

 ∼
−4 2 0

0 1 0
0 0 1

 ∼
−4 0 0

0 1 0
0 0 1


Hlavńı signatura je tedy (0, 2, 1). Z tabulky zjist́ım, že se jedná o parabolu. Mimochodem už na
začátku, z tvaru matice kuželosečky bylo vidět, že se bude jednat o regulárńı kuželosečku, matice
byla regulárńı. Jediná regulárńı kuželosečka, která má vedleǰśı signaturu (1, 1, 0) je parabola.

Př́ıklad. Určete typ kuželosečky x2 − 3y2 − 8xy − 4x+ 16y + 4 = 0
Řešeńı Matice kuželosečky je  4 −2 8

−2 1 −4
8 −4 −3


Matici uprav́ım na diagonálńı tvar. Ke třet́ımu řádku přičtu čtyřnásobek druhého a pak obdobně
se sloupci. Následně přičtu k prvńımu řádku dvojnásobek druhého a to stejné pro sloupce. 4 −2 8
−2 1 −4
8 −4 −3

 ∼
 4 −2 0
−2 1 0
8 −4 −19

 ∼
 4 −2 0
−2 1 0
0 0 −19

 ∼
 0 0 0
−2 1 0
0 0 −19

 ∼
0 0 0

0 1 0
0 0 −19


Hlavńı signatura je (1, 1, 1) vedleǰśı signatura je (0, 1, 1), jak vid́ıme z matice

(
1 0
0 −19

)
. Jedná

se o dvě reálné r̊uznoběžky.

Př́ıklad. Určete typ kuželoseček

1. x2 + 3xy − 2x+ 4y − 4 = 0

2. 9x2 + 6y2 − 6xy − 30x+ 1 = 0

3. 4x2 + y2 + 4xy + 16x+ 8y − 3 = 0

4. 4x2 + y2 − 4xy − 5x− 4 = 0

5. x2 + 4y2 + 4xy + 2x+ 4y + 1 = 0
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Řešeńı 1. hyperbola, 2. elipsa, 3. dvojce reálných rovnoběžek, 4. parabola, 5. jedna reálná př́ımka
(dvojnásobná)

Př́ıklad. Určete typ kvadriky s rovnićı 2x2 + 3y2 + z2 − 4xz + 6yz + 4x+ 6y − 4z + 6 = 0.
Řešeńı Matice kvadriky je 

6 2 3 −2
2 2 0 −2
3 0 3 3
−2 −2 3 1


Uprav́ım ji na diagonálńı tvar. Od třet́ıho řádku odečtu trojnásobek čtvrtého řádku a pak obdobně
pro sloupce. Poté k druhému řádku přičtu dvojnásobek čtvrtého řádku a obdobně pro sloupce.

6 2 3 −2
2 2 0 −2
9 6 −6 0
−2 −2 3 1

 ∼


6 2 9 −2
2 2 6 −2
9 6 −6 0
−2 −2 0 1

 ∼


6 2 9 −2
2 −2 6 0
9 6 −6 0
−2 −2 0 1

 ∼


6 2 9 −2
2 −2 6 0
9 6 −6 0
−2 0 0 1

 ∼
Dále přičtu třet́ı řádek k druhému a obdobně pro sloupce. V tomto kroku vid́ım, že vedleǰśı
signatura je (0, 2, 1). Dále přičtu dvojnásobek čtvrtého řádku k prvńımu řádku a obdobně pro
sloupce.

6 2 9 −2
5 4 0 0
9 6 −6 0
−2 0 0 1

 ∼


6 5 9 −2
5 4 0 0
9 0 −6 0
−2 0 0 1

 ∼


2 5 9 0
5 4 0 0
9 0 −6 0
−2 0 0 1

 ∼


2 5 9 0
5 4 0 0
9 0 −6 0
0 0 0 1

 ∼
Následně přičtu 3

2 násobek třet́ıho řádku k prvńımu řádku a to samé pro sloupce. Pokračuji
odečteńım 5

4 násobku druhého řádku od prvńıho řádku a obdobné úpravy pro sloupce.
15, 5 5 0 0

5 4 0 0
9 0 −6 0
0 0 0 1

 ∼


15, 5 5 0 0
5 4 0 0
0 0 −6 0
0 0 0 1

 ∼


9, 25 0 0 0
5 4 0 0
0 0 −6 0
0 0 0 1

 ∼


9, 25 0 0 0
0 4 0 0
0 0 −6 0
0 0 0 1


Hlavńı signatura je (0, 3, 1), proto se jedná o dvoud́ılný hyperboloid.

Př́ıklad. Určete typ kvadriky s rovnićı 1 + 9x2 − y2 − 3z2 + 6x+ 2yz = 0.
Řešeńı Matice kvadriky je 

1 3 0 0
3 9 0 0
0 0 −1 1
0 0 1 −3


Uprav́ım ji na diagonálńı tvar

1 3 0 0
3 9 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −2

 ∼


1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −2


Vedleǰśı signatura je (0, 2, 1). Vedleǰśı signaturu jsme určili z prvńı matice s t́ım, že počet záporných
č́ısel na diagonále má být podle úmluvy pro určeńı signatury menš́ı nebo roven počtu kladných
č́ısel, t.j. signatura neńı (0, 2, 1) ale je (0, 1, 2), (představ́ım si matici vynásobenou −1). Hlavńı
signatura je (1, 2, 1), (opět z d̊uvodu úmluvy neńı signatura (1, 1, 2)). Zadaná kvadrika je kuželová
plocha.
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Př́ıklad. Určete typ kvadrik

1. x2 + y2 − 2xz − 4yz − 2x− 7 = 0

2. −x2 − 4y2 − z2 − 4xy + 2xz + 4yz + 4x+ 8y − 4z + 3 = 0

3. x2 + y2 + z2 + 6xy − 2xz − 4yz + 4z + 1 = 0

4. 9x2 + y2 − 7z2 + 6xy + 6x+ 2y + 4 = 0

5. x2 + y2 + z2 − 2yz − 4x+ 2z = 0

Řešeńı 1. jednod́ılný hyperboloid, 2. dvě rovnoběžné roviny, 3. hyperbolický paraboloid, 4. hyper-
bolická válcová plocha, 5. eliptický paraboloid

Polárńı vlastnosti kvadrik (kuželoseček)

Definice. Body A = 〈−→a 〉 a B = 〈
−→
b 〉 v PC

3 (PC
2 ) jsou polárně sdružené vzhledem ke kvadrice

(kuželosečce) Q s matićı C, jestliže plat́ı −→a TC
−→
b = 0.

Věta. Je-li bod A polárně sdružený v̊uči kvadrice (kuželosečce) se dvěma r̊uznými body B, C je
polárně sdružen s každým bodem př́ımky BC.

Definice. Bod Y nazveme singulárńı bod kvadriky (kuželosečky) Q, je-li polárně sdružen se všemi
body prostoru PC

3 (roviny PC
2 ). Body kvadriky (kuželosečky), které nejsou singulárńı, nazveme

regulárńı body kvadriky (kuželosečky).

• Je-li Y singulárńı bod kvadriky (kuželosečky) Q, pak Y ∈ Q.

• Singulárńı bod Y = 〈−→y 〉 kvadriky (kuželosečky) s matićı C splňuj́ı −→x TC−→y = 0 pro všechny
body X = 〈−→x 〉 z PC

3 (PC
2 . Z toho dostaneme, že vektor −→y muśı splňovat homogenńı soustavu

C−→y = 0.

Věta. Bud’ P singulárńı bod kvadriky (kuželosečky) Q. Dále necht’ bod R ∈ Q. Pak př́ımka PR
je součást́ı Q.

Př́ıklad. Nejděte singulárńı body kvadriky x20 +x22 + 8x0x1− 2x0x2 + 4x0x3− 8x1x2− 4x2x3 = 0
Řešeńı Kvadrika má matici 

1 4 −1 2
4 0 −4 0
−1 −4 1 −2
2 0 −2 0


Řeš́ıme homogenńı rovnici s touto matićı. Po zjednodušeńı dostaneme matici(

1 4 −1 2
1 0 −1 0

)
∼
(

0 2 0 1
1 0 −1 0

)
Řešeńı homogenńı soustavy s touto matićı je podprostor generovaný vektory (t, 0, t, 0) a (0, s, 0,−2s),
s, t ∈ R. Proto singulárńı body kvadriky jsou body př́ımky určené dvěma body s homogenńımi
souřadnicemi (1, 0, 1, 0) a (0, 1, 0,−2).

Př́ıklad. Nejděte singulárńı body kuželosečky x20 + 6x0x1 + 2x21 − 4x0x2 + 2x1x2 − 3x22 = 0
Řešeńı Kuželosečka má matici  1 3 −2

3 2 1
−2 1 −3
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Řeš́ıme homogenńı rovnici s touto matićı. 1 3 −2
3 2 1
−2 1 −3

 ∼
1 3 −2

0 −7 7
0 5 −5

 ∼ (1 3 −2
0 −1 1

)

Tato homogenńı soustava má násobky vektoru (1,−1,−1). Singulárńı bod kvadriky je tedy bod s
homogenńımi souřadnicemi (1,−1,−1).

Definice. Necht’ bod P neńı singulárńım bodem kvadriky (kuželosečky) Q. Rovinu (př́ımku)
polárně sdruženou s bodem P nazveme polárńı rovina (polára) vzhledem ke kvadrice (kuželosečce)
Q. Bod P nazveme pól.

• Necht’ bod P má vektor homogenńıch souřadnic−→p potom polárńı rovina (polára) má obecnou
rovnici −→p TC−→x = 0, kde −→x = (x0, x1, x2, x3) v PC

3 (nebo v projektivńı rovině PC
2 je −→x =

(x0, x1, x2)).

Př́ıklad. Určete poláru bodu P s homogenńımi souřadnicemi (1,−2, 1) v̊uči kuželosečce s matićı

C =

 1 3 −2
3 −1 7
−2 7 −5

 .

Řešeńı Dosad́ıme do vzorce z minulého odstavce −→p TC−→x = 0

(1,−2, 1)

 1 3 −2
3 −1 7
−2 7 −5

x0x1
x2

 = −7x0 + 12x1 − 21x2 = 0

Polára bodu P je dána rovnićı −7x0 + 12x1 − 21x2 = 0.

Věta. (Vzájemnost pólu a polárńı roviny (poláry)) Necht’ Q je kvadrika a P , R jsou dva nesin-
gulárńı body. Lež́ı-li bod R v polárńı rovině (na poláře) bodu P , potom bod P lež́ı v polárńı rovině
(na poláře) bodu R.

Definice. Necht’Q je kvadrika (kuželosečka) a T je jej́ı regulárńı bod. Polárńı rovinu (poláru) bodu
T vzhledem ke kvadrice (kuželosečce) Q nazveme tečnou rovinou (tečnou) kvadriky (kuželosečky)
Q s bodem dotyku T .

Věta. Tečné roviny (tečny) vedené ke kvadrice (kuželosečce) z bodu P /∈ Q se dotýkaj́ı kvadriky
(kuželosečky) v bodech, v nichž kvadriku (kuželosečku) Q prot́ıná polárńı rovina (polára) bodu P
vzhledem ke kvadrice Q.

Př́ıklad. Napǐste rovnici tečny kuželosečky 8− x2 − 4y + 2xy − 5y2 = 0 v jej́ım bodě [1, 1].
Řešeńı Tečna procházej́ıćı bodem [1, 1], který lež́ı na kuželosečce je polára tohoto bodu v̊uči

kuželosečce. Homogenńı souřadnice bodu [1, 1] jsou (1, 1, 1) a matice kuželosečky je 8 0 −2
0 −1 1
−2 1 −5


Dosad́ım do vzorce pro výpočet poláry

(1, 1, 1)

 8 0 −2
0 −1 1
−2 1 −5

x0x1
x2

 = 6x0 − 6x2 = 0

Rovnici z homogenńıch souřadnic převedu do současnic x, y a źıskám rovnici tečny je 1− y = 0
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Př́ıklad. Napǐste rovnici tečen kuželosečky −x2 − 4y + 2xy − 5y2 = 0 (včetně bod̊u dotyku)
procházej́ıćıch bodem [−2, 0].

Řešeńı Tečny procházej́ıćı bodem [−2, 0], se dotýkaj́ı kuželosečky v pr̊useč́ıćıch poláry tohoto
bodu v̊uči kuželosečce. Homogenńı souřadnice bodu [−2, 0] jsou (1,−2, 0) a matice kuželosečky je 0 0 −2

0 −1 1
−2 1 −5


Dosad́ım do vzorce pro výpočet poláry

(1,−2, 0)

 0 0 −2
0 −1 1
−2 1 −5

x0x1
x2

 = 2x1 − 4x2 = 0

Polára má tedy rovnici x − 2y = 0 Body dotyku jsou pr̊useč́ıky poláry a kuželosečky, proto do
rovnice kuželosečky dosad́ım rovnici x = 2y vyjádřené z rovnice poláry.

−(2y)2 − 4y + 4y2 − 5y2 =0

−5y2 − 4y =0

Kořeny rovnice jsou y = 0 a y = − 4
5 . Body dotyku pak jsou [0, 0] a [− 8

5 ,−
4
5 ]. Homogenńı souřadnice

bod̊u dotyku jsou (1, 0, 0) a (1,− 8
5 ,−

4
5 ), druhému bodu odpov́ıdaj́ı homogenńı souřadnice (5,−8,−4).

Najdeme poláry těchto bod̊u, které jsou požadované tečny kuželosečky.

(1, 0, 0)

 0 0 −2
0 −1 1
−2 1 −5

x0x1
x2

 = −2x2 = 0

(5,−8,−4)

 0 0 −2
0 −1 1
−2 1 −5

x0x1
x2

 = 8x0 + 4x1 + 2x2 = 0

Tečny maj́ı rovnice y = 0 a 2x+ y + 4 = 0.

Př́ıklad. Určete tečny kuželosečky 5 + 2x− 4y + 6xy + y2 = 0 procházej́ıćı bodem [−2,−3].
Řešeńı Body dotyku tečen jsou [− 1

4 , 1], [ 52 ,−1], tečny pak jsou 11+16x−7y = 0, 19−4x+9y = 0.

Afinńı vlastnosti kvadrik a kuželoseček - střed, pr̊uměry a asymptotické směry

Definice. Bod S nazveme středem kvadriky (kuželosečky) Q, je-li vzhledem ke Q polárně sdružen
s každým nevlastńım bodem.

Každý singulárńı bod kvadriky (kuželosečky) je jej́ım středem.

Bod S s homogenńımi souřadnicemi (s0, s1, s2, s3) je středem kvadrikyQ s matićı C =

(
c00 cT

c C̄

)
pokud je splněna rovnost

cs0 + C̄(s1, s2, s3)T = (0, 0, 0)T

Př́ıklad. Určete střed kuželosečky Q dané rovnićı x2 − 2xy + 2y2 − 4x− 6y + 3 = 0.

Řešeńı Kuželosečka má matici

 3 −2 −3
−2 1 −1
−3 −1 2

. Homogenńı souřadnice středu (s0, s1, s2)

musej́ı splňovat soustavu rovnic

−2s0 + s1 − s2 = 0

−3s0 − s1 + 2s2 = 0
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Jedna možnost řešeńı je vyřešit př́ımo tuto soustavu. Pokud si ale uvědomı́me následuj́ıćı vztah,
dostaneme druhou možnost jak naj́ıt součadnice středu. Přeṕı̌seme si soustavu rovnic jako skalárńı
součin.

(−2, 1,−1) · (s0, s1, s2) = 0

(−3,−1, 2) · (s0, s1, s2) = 0

tedy vektor homogenńıch součadnic (s0, s1, s2) muśı být kolmý na vektory (−2, 1,−1) a (−3,−1, 2).
Využijeme vektorový součin a dostaneme, (s0, s1, s2) = (−2, 1,−1)×(−3,−1, 2) a tedy (s0, s1, s2) =
(1, 7, 5). Střed má homogenńı souřadnice (1, 7, 5), proto je střed kuželosečky v bodě [7, 5].

Definice. Kvadrika (kuželosečka), která má alespoň jeden vlastńı střed se nazývá středová. V
opačném př́ıpadně mluv́ıme o nestředové kvadrice (kuželosečce).

• Je-li Q středová kvadrika (kuželosečka), potom je středově souměrná podle každého svého
vlastńıho středu.

Věta. Kvadrika Q je středová právě tehdy, když pro hodnosti plat́ı: hodC̄ = hod(c, C̄). Speciálně
kvadrika má právě vlastńı jeden střed právě tehdy, když det(C̄) 6= 0.

Definice. Necht’ U∞ je nevlastńı bod, který neńı bodem kvadriky (kuželosečky) Q v ⊂ AC
3 (AC

2 ).
Polárńı rovinu (př́ımku) bodu U∞ nazveme pr̊uměrová rovina (pr̊uměr) kvadriky (kuželosečky)
Q.

• Dva pr̊uměry pr̊uměry kuželosečky Q v AC
2 , z nichž každý je sdružen se směrem druhého

nazýváme sdružené pr̊uměry kuželosečky Q.

• Pr̊uměrová rovina (pr̊uměr) obsahuje vždy střed kvadriky (kuželosečky).

Definice. Nevlastńı bod (tj. směr) kvadriky (kuželosečky) Q v ⊂ AC
3 (AC

2 ) se nazývá asymptotický
směr kvadriky (kuželosečky).

Vlastńı tečná rovina (tečna) s nevlastńım bodem dotyku je asymptotická rovina (asymptota)
kvadriky (kuželosečky).

• Asymptotická rovina (asymptota) obsahuje vždy střed/středy kvadriky (kuželosečky).

Př́ıklad. Určete asymptotické směry kuželosečky 2x2 − 4xy + y2 − 2x+ 6y − 3 = 0.
Řešeńı Přeṕı̌si kuželosečky rovnici do homogenńıch souřadnic 2x21 − 4x1x2 + x22 − 2x1 + 6x2 −

3x20 = 0. Hledám nevlastńı body kuželosečky, tedy hledám pr̊useč́ıky kuželosečky s nevlastńı
př́ımkou x0 = 0. Proto do rovnice kuželosečky dosad́ım x0 = 0, t́ım źıskám rovnici

2x21 − 4x1x2 + x22 = 0.

Hledám takové x1 a x2, aby splňovali tuto rovnici. Homogenńı souřadnice x1 a x2 jsou určené až
na násobek, x1 je bud’ 0, pak dostanu rovnici x22 = 0 a jediné řešeńı x0 = x1 = x2 = 0, nevyjadřuje
homogenńı souřadnice žádného bodu. Nebo je x0 nějaké nenulové č́ıslo, zvoĺım x0 = 1, pak dostanu
rovnici

1− 4x2 + x22 = 0.

Tato rovnice má dvě řešeńı x2 = 2±
√

2, dostávám tedy dva nevlastńı body kuželosečky s homo-
genńımi součadnicemi (0, 1, 2 +

√
2) a (0, 1, 2 −

√
2). Asymptotické směry kuželosečky jsou tedy

(1, 2 +
√

2) a (1, 2−
√

2).

Metrické vlastnosti kuželoseček

Pokud mluv́ıme o metrických vlastnostech pohybujeme se v EC
2 . Budeme uvažovat pouze kuželosečky

s matićı C =

(
c00 cT

c C̄

)
, kde matice C̄ je nenulová.
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Definice. Směr určený nenulovým reálným vektorem −→u se nazývá hlavńı směr kuželosečky Q,
je-li vzhledem ke Q polárně sdružen s kolmým směrem.

Věta. Ke každé kuželosečce existuj́ı alespoň dva na sebe kolmé hlavńı směry. Má-li kuželosečka

matici C =

(
c00 cT

c C̄

)
jsou hlavńı směry kuželosečky vlastńı vektory matice C̄.

• Pokud má matice C̄ dvojnásobné vlastńı č́ıslo, má matice nekonečně mnoho vlastńıch vek-
tor̊u. Vybereme dva na sebe kolmé vlastńı vektory.

• Pokud má matice C̄ vlastńı č́ıslo 0 je det(C̄) = 0 a jde o kuželosečku s nevlastńım středem.

Definice. Je-li U∞ nevlastńı nesingulárńı bod určený hlavńım směrem kuželosečky Q, pak poláru
bodu U∞, pokud je to vlastńı př́ımka, nazýváme osou kuželosečky. Vlastńı pr̊useč́ık kuželosečky
s jej́ı osou je vrchol kuželosečky. (Je-li nevlastńı bod hlavńıho směru kuželosečky nevlastńım sin-
gulárńım bodem kuželosečky, pak definujeme jako osu kuželosečky libovolnou vlastńı př́ımku,
kolmou na tento směr)

• Kuželosečka je osově souměrná podle každé své osy.

• Elisa má 4 vrcholy, hyperbola má dva reálné vrcholy a parabola má jeden reálný vrchol.

• Pokud dostaneme vlastńı č́ıslo 0 bude osa, která odpov́ıdá vlastńımu vektoru s vlastńım
č́ıslem 0 = hlavńımu směru, nevlastńı př́ımka. Tuto nevlastńı př́ımku nepovažujeme za osu
kuželosečky.

• Elipsa a hyperbola maj́ı dvě navzájem kolmé osy, parabola má jen jednu osu.

Př́ıklad. Určete hlavńı směry kuželosečky 4xy + 3y2 + 16x+ 12y − 32 = 0

Řešeńı Matice kuželosečky je

−32 8 6
8 0 2
6 2 3

 tedy máme C̄ =

(
0 2
2 3

)
. Hledáme vlastńı č́ısla

matice C̄, to znamená, že hledáme řešeńı rovnice

det

(
0− λ 2

2 3− λ

)
= λ2 − 3λ− 4 = 0.

Tato rovnice má řešeńı −1 a 4. Poč́ıtáme vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı těmto vlastńım č́ısl̊um(
0− (−1) 2

2 3− (−1)

)(
−2
1

)
=

(
0
0

)
,

(
0− 4 2

2 3− 4

)(
1
2

)
=

(
0
0

)
.

Dostáváme pro vlastńı č́ıslo −1 vlastńı vektor (−2, 1) a pro vlastńı č́ıslo 4 vlastńı vektor (1, 2).
Hlavńı směry kuželosečky jsou vlastńımi vektory matice C̄, proto hlavńı směry jsou (−2, 1) a (1, 2).
Všimněme si, že hlavńı směry kuželosečky jsou na sebe opravdu kolmé.

Př́ıklad. Určete osy a vrcholy kuželosečky z minulého př́ıkladu.
Řešeńı Osy kuželosečky jsou polárami nevlastńıch bod̊u hlavńıch směr̊u. Hlavńı směr (−2, 1)

má nevlastńı bod (0,−2, 1), jeho poláru vypoč́ıtáme vynásobeńım matice kuželosečky

(0,−2, 1)

−32 8 6
8 0 2
6 2 3

x0x1
x2

 = −10x0 + 2x1 − x2

Proto obecná rovnice osy o1 je 2x−y−10 = 0. Hlavńı směr (1, 2) má nevlastńı bod (0, 1, 2) a jeho
polára je

(0, 1, 2)

−32 8 6
8 0 2
6 2 3

x0x1
x2

 = 20x0 + 4x1 + 8x2
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Dostáváme tedy obecnou rovnici osy o2 x+ 2y + 5 = 0.
Vrcholy kuželosečky jsou pr̊useč́ıky os s kuželosečkou, řeš́ıme tedy soustavu dvou rovnic -

rovnice osy a rovnice kuželosečky. Nejdř́ıve pro osu o1. Vyjádř́ıme si z obecné rovnice osy y =
2x− 10 a toto dosad́ıme do rovnice kuželosečky a uprav́ıme.

4x(2x− 10) + 3(2x− 10)2 + 16x+ 12(2x− 10)− 32 = 0

5x2 − 30x+ 36 = 0

Tato kvadratická rovnice má dva kořeny x = 3± 2
√
10
5 . Dopoč́ıtáme k nim hodnoty y a dostaneme

dva reálné vrcholy A = [3 + 2
√
10
5 ,−4 + 4

√
10
5 ] a A = [3− 2

√
10
5 ,−4− 4

√
10
5 ].

Dále hledáme pr̊useč́ıky osy o2 s kuželosečkou. Z obecné rovnice osy vyjádř́ıme x = −2y − 5 a
dosad́ıme do rovnice kuželosečky. Rovnici uprav́ıme.

4(−2y − 5)y + 3y2 + 16(−2y − 5) + 12y − 32 = 0

−5y2 − 40y − 112 = 0

Tato rovnice má pouze komplexńı kořeny y = −4± i 4
√
10
5 . Dostaneme dva imaginárńı komplexně

sdružené vrcholy.
Celkově jsme tedy dostaly pouze dva reálné pr̊useč́ıky A a B, které jsou vrcholy kuželosečky.

Z toho můžeme usuzovat, že se jedná o hyperbolu, která má dva vrcholy. A opravdu jedná se o
hyperbolu a na následuj́ıćım obrázku je znázorněna hyperbola a jej́ı dvě osy, z nichž má pouze
jedna pr̊useč́ıky s hyperbolou.
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5

10

15

Př́ıklad. Určete střed, osy a vrcholy kuželosečky −4 + 2x+ x2 + 12y + 12xy − 8y2 = 0. O jakou
kuželosečku se na základě vypočteného středu, os a vrchol̊u jedná?

Řešeńı 1. Střed má souřadnice [−1, 0], osy jsou 2 + 2x + 1y = 0, 1 + 1x − 2y = 0, dva reálné
vrcholy [−2,− 1

2 ], [0, 12 ] odpov́ıdaj́ıćı prvńı ose, druhá osa nemá reálné pr̊useč́ıky s kuželosečkou.
Kuželosečka má 2 vrcholy, jedná se tedy o hyperbolu.
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