
Kuželosečky - doplňkový materiál k Syntetické Geometrii III

Literatura: Urban A.: Deskriptivńı geometrie I, Praha: SNTL 1965

1 Elipsa

Ohnisková definice

Elipsa: Množina všech bod̊u, které maj́ı od dvou pevných r̊uzných bod̊u (ohnisek) stálý součet vzdálenost́ı větš́ı než vzdálenost

pevných bod̊u.

A,B - hlavńı vrcholy; AB - hlavńı osa, |AS| = a - délka hlavńı poloosy

C,D - vedleǰśı vrcholy; CD - vedleǰśı osa, |CS| = b - délka vedleǰśı poloosy

F1,2 - ohniska, F1,2M - pr̊uvodiče, |F1S| = e - excentricita

|F1M |+ |F2M | = 2a

|F1F2| < 2a

Zahradnická konstrukce

Bodová konstrukce: dáno F1, F2, a

1) Zvol M ′ na AB

2) k1(F1, |AM ′|); k2(F2, |BM ′|)

3) M1,M2 = k1 ∩ k2

Ohniskové vlastnosti

Plat́ı: a2 − b2 = e2 (př́ımo z 4F1SC)
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Bodová konstrukce

Ohniskové vlastnosti

Hyperoskulačńı kružnice

Hyperoskulačńı kružnice: dotykové kružnice ve vrcholech.

Konstrukce: dáno A,B,C,D

1) t1 ⊥ AB;A ∈ t1; t2 ⊥ CD;C ∈ t2

2) E = t1 ∩ t2

3) S1 = s ∩AB;S2 = s ∩ CD

4) k1(S1, |S1A|); k2(S2, |S2C|)

• ! k1, k2 se neprot́ınaj́ı; vrcholy B,D osovo souměrně

Tečna elipsy

Věta 1.1 (Tečna elipsy). V každém bodě elipsy existuje právě jedna tečna; je to osa vněǰśıch úhl̊u pr̊uvodič̊u.

Důkaz (Jen existence). Na ose úhl̊u pr̊uvodič̊u voĺıme Q - souměrně združený s F2. Pro každý bod R na ose plat́ı RF1 +RQ >

2a;4 6=, kromě bodu M , pro který plat́ı rovnost |F1M |+ |QM | = 2a a leži na elipse. Osa pr̊uvodič̊u tedy protne elipsu jenom v

bodě dotyku M a v žádném jiném.
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Hyperoskulačńı kružnice

Věta 1.2 (Ř́ıdićı kružnice). Množina všech bod̊u souměrně sdružených s jedńım ohniskem elipsy podle jej́ıch tečen je kružnice

se středem v druhém ohnisku o poloměru rovném velikosti hlavńı osy elipsy.

Zn. g1(F1, 2a); g2(F2, 2a).

Důkaz. 1) Je-li Q souměrně sdružen s F2, pak plat́ı |F1Q| = 2a.

2) Lež́ı-li bod Q na kružnici g1 pak osa t úsečky F2Q protne F1Q v jej́ım vnitřńım bodě M : 2a = F1M +QM = F1M + F2M a

M ∈ ε. Osa t je tečna.

Věta 1.3 (Vrcholová kružnice). Množina všech pat kolmic vedených z ohnisek elipsy k jej́ım tečnám je kružnice opsaná kolem

středu elipsy s poloměrem rovným velikosti hlavńı poloosy.

Zn. v(S, a).

Důkaz. 1) Necht’ P je taková pata kolmice. Pak SP je středńı př́ıčka v 4F1F2Q a |SP | = 1
2 |F1Q|.

2) Necht’ P ∈ v(S, a). Sestroj́ıme Q, t.̌z. P je střed F2Q. Z 4F1F2Q je d́ıky podobnosti s 4SF2P délka F1Q = 2a a Q lež́ı na

ř́ıdićı kružnici. Z předchoźı věty plyne, že osa F2Q je tečna a P je tedy pata kolmice.

Tečna daným bodem: dáno a, F1, F2, R

1) k(R, |RF2|); k ∩ g1 = Q1, Q2

2) P1, P2;RP1 = t1;RP2 = t2

3) dourčeńı bod̊u dotyku t1 ∩ F1Q1 = T1, t2 ∩ F1Q2 = T2
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Tečna elipsy
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Tečna t1 bodem R

Tečna daným směrem: dáno a, F1, F2, r (r je rovnoběžka s tečnou)

1) l ⊥ r;F2 ∈ l

2) v; l ∩ v = P1;P2

3) t1, t2||r;P1 ∈ t1; p2 ∈ t2

4) dourčeńı bod̊u dotyku pomoćı ř́ıdićıch kružnic
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Tečny směrem r
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Kružnice v afinitě

Kružnice sa v osové afinitě zobraźı na elipsu (bez d̊ukazu).

4 a proužková konstrukce

Speciálńı př́ıpad: voĺıme 2 afinity

A1 : e→ e1; A2 : e→ e2

A1: osa - AB, směr - CD,C → C1, D → D1,M →M1

A2: osa - CD, směr - AB,A→ A2, B → B2,M →M2

Trojúhelńıková konstrukce: dáno A,B,C,D

1) Voĺıme M1 ∈ e1 a dourč́ıme M2 ∈ e2. Bod M ∈ e lež́ı na paprsćıch ve směru afinit A1,A2.

Proužková (rozd́ılová) konstrukce: dáno A,B,M ; M - bod elipsy

1) vedleǰśı osa b

2) k(M,a) ∩ b = N

3) MN ∩AB = K; |KM | = b

Plyne z podobnost́ı, které vznikaj́ı v afinitách A1,A2.
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Zobrazte kružnici k v afinitě o, s

Rytzova konstrukce: dáno KL,MN - sdružené pr̊uměry (2 na sebe kolmé pr̊uměry kružnice v prostoru, afinitě)

1) c ⊥ KL;S ∈ c; k(S, |SK|),KL je deľśı pr̊uměr

2) k ∩ c = M ′;O ∈MM ′; |OM | = |OM ′|

3) l(O, |OS|); I, J = l ∩MM ′

4) SI, SJ osy elipsy; hlavńı osa je v menš́ım úhlu sdružených pr̊uměr̊u; a = |MJ |; b = |MI|

Pr̊useč́ık př́ımky s elipsou: Je dána elipsa svými osami a př́ımka p. Určete polohu pŕımky a elipsy, př́ıpadné pr̊useč́ıky

sestrojte.

návod k řešeńı: užijte kolmou afinitu - A = A′, B = B′, |S′C ′| = a

2 Hyperbola

Ohnisková definice

Hyperbola: Množina všech bod̊u, které maj́ı od dvou pevných r̊uzných bod̊u (ohnisek) stálý kladný rozd́ıl vzdálenost́ı větš́ı

než vzdálenost pevných bod̊u.

A,B - hlavńı vrcholy; AB - hlavńı osa, |AS| = a - délka hlavńı poloosy

S - střed hyperboly, kolmice na hlavńı osu přes S - vedleǰśı osa

F1,2 - ohniska, F1,2M - pr̊uvodiče, |F1S| = e - excentricita

||F1M | − |F2M || = 2a

|F1F2| > 2a
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Rytzova konstrukce

Bodová konstrukce
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Bodová konstrukce: dáno F1, F2, a

1) Zvol M ′ na AB vně úsečky AB

2) k1(F1, |AM ′|); k2(F2, |BM ′|)

3) M1,M2 = k1 ∩ k2

Ohniskové vlastnosti

Ohniskové vlastnosti

Plat́ı: e2 − a2 = b2

b - délka vedleǰśı poloosy

Tečna hyperboly

Věta 2.1 (Tečna hyperboly). V každém bodě hyperboly existuje právě jedna tečna; je to osa vněǰśıch úhl̊u pr̊uvodič̊u.

Důkaz (Existence). stejně jako u elipsy

Věta 2.2 (Ř́ıdićı kružnice). Množina všech bod̊u souměrně sdružených s jedńım ohniskem hyperboly podle jej́ıch tečen je kružnice

se středem v druhém ohnisku o poloměru rovném velikosti hlavńı osy hyperboly.

Zn. g1(F1, 2a); g2(F2, 2a).

Důkaz. podobně jako u elipsy

Asymptoty: Př́ımky u1, u2 procházej́ıci středem. u1 kolmá na tečnu vedenou z ohniska F2 ke g1.

Taky: Tečna v nevlastńım bodě (bodě v nekonečnu). Hyperbola má tud́ıž dva nevlastńı body!

Věta 2.3 (Vrcholová kružnice). Množina všech pat kolmic vedených z ohnisek hyperboly k jej́ım tečnám je kružnice opsaná kolem

středu hyperboly s poloměrem rovným velikosti hlavńı poloosy.

Zn. v(S, a).

Důkaz. podobně jako u elipsy

Důsledek asymptoty jsou kolmé na tečny vedené z ohnisek k vrcholové kružnici.

Tečna daným bodem: dáno a, F1, F2, R

1) k(R, |RF1|); k ∩ g2 = Q2, Q1

2) P1, P2;RP1 = t1;RP2 = t2

3) dourčeńı bod̊u dotyku t1 ∩ F2Q2 = T2, t2 ∩ F2Q1 = T1
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Tečna hyperboly

Asymptoty hyperboly

Tečna daným směrem: dáno a, F1, F2, r (r je rovnoběžka s tečnou)

1) l ⊥ r;F2 ∈ l

2) v; l ∩ v = P1;P2

3) t1, t2||r;P1 ∈ t1; p2 ∈ t2

4) dourčeńı bod̊u dotyku pomoćı ř́ıdićıch kružnic
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Tečna t1 bodem R

Tečny směrem r

3 Parabola

Ohnisková definice

Parabola: Množina všech bod̊u, které maj́ı od pevného bodu (ohniska) a pevné př́ımky (ř́ıdićı př́ımky), která t́ımto bodem

neprocháźı, stejné vzdálenosti.
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V - vrchol, o- osa, F -ohnisko, d- ř́ıdićı př́ımka, |Fd|- parametr, FM a kolmice na d procházej́ıćı M - pr̊uvodiče

|Md| = |FM |

Bodová konstrukce: dáno F, d

Bodová konstrukce

1) Zvol M ′ na o; |dM ′| ≤ |FM ′|

2) k(F, |dM ′|)

3) r‖d; |rd| = |dM ′|

4) M1,M2 = k ∩ r

Hyperoskulačńı kružnice: dotyková kružnice ve vrchole.

Konstrukce: dáno d, F, o

1) k1

(
F,
p

2

)
2) S = k1 ∩ o;S 6= V

3) k(S, p)

Tečna paraboly

Věta 3.1 (Tečna paraboly). V každém bodě hyperboly existuje právě jedna tečna; je to osa vněǰśıch úhl̊u pr̊uvodič̊u.

Důkaz (Existence). stejně jako u elipsy

Věta 3.2 (Ř́ıdićı př́ımka). Množina všech bod̊u souměrně sdružených s ohniskem paraboly podle tečen paraboly je jej́ı ř́ıdićı

př́ımka.

13



Hyperoskulačńı kružnice

Důkaz. podobně jako u elipsy

Věta 3.3 (Vrcholová tečna). Množina všech pat kolmic spuštěných z ohniska na tečny paraboly je vrcholová tečna paraboly.

Důkaz. podobně jako u elipsy

Tečna paraboly

Subtangenta a subnormála t - tečna, n - normála

T - bod dotyku, K - pr̊useč́ık tečny s osou, L - pr̊useč́ık normály k tečne v bodě T s osou, M - pata kolmice spuštěné z T na osu

KM - subtangenta, ML - subnormála

Plat́ı:

• Subtangenta je p̊ulená vrcholem

• Délka subnormály je konstantńı a rovná p.

• Úsečka KL je p̊ulená ohniskem
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Tečna daným bodem: dáno d, F

1) k(R, |RF |); k ∩ d = Q2, Q1

2) P1, P2;RP1 = t1;RP2 = t2

3) dourčeńı bod̊u dotyku l1 ⊥ d;Q1 ∈ l1, l2 ⊥ d;Q2 ∈ l2

4) t1 ∩ l1 = T1, t2 ∩ l2 = T2

Tečny bodem R

Tečna daným směrem: dáno d, F (r je rovnoběžka s tečnou)

1) k ⊥ r;F ∈ k

2) v; l ∩ v = P

3) t‖r;P ∈ t

4) dourčeńı bod̊u dotyku pomoćı ř́ıdićı př́ımky

Tečny směrem r
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4 Quételet - Dandelinova věta

Věta 4.1 (QD). Řezy rotačńı kuželové plochy rovinami, které nejsou vrcholové, jsou kuželosečky s ohnisky v dotykových bodech

kulových ploch vepsaných kuželové ploše a dotýkaj́ıćıch se roviny řezu.

Q-D věta pro eliptický řez

Důkaz. MF1,MX jsou tečny sféry κ1 ⇒ |MF1| = |MX|. Stejně |MF2| = |MY |.
t.j. |MF1|+ |MF2| = |MX|+ |MY | = |XY | = |X0Y0|
|X0B| = |BF1|; |Y0B| = |BF2| ⇒ |X0B|+ |Y0B| = |BF1|+ |BF2| = |AF1|+ |AF2|
|AF1| = |BF2|
|X0Y0| = |X0B|+ |Y0B| = |BF1|+ |AF1| = |AB| = 2a konstanta.

Z ohniskové definice plat́ı, že řezem je elipsa. podobně pro hyperbolu a parabolu a pro elipsu na válcové ploše.
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