Riesenie zaverec¢ného testu Varianta C, LS 2014/2015

UPOZORNENIE: PriloZené bodovanie sa vztahuje na moje skupiny studentov,
bodovanie jednotlivych cviciacich sa moze a bude mierne lisit.

V pripade, ze odhalite chybu/preklep (aj s odstupom), napiSte mi to prosim do
mailu, moze to zachranit zdravie inych.

1. (6b) Urcete limitu posloupnosti
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2. (20b) Vysetiete prubéh funkce
f(@) =In(e + %),

tj. najdéte jeji definiéni obor, uréete pripadnou sudost/lichost, kdy je f kladna/
zapornd, pruseCiky s osami (pitipadné hodnoty v jinych dulezityh bodech), li-
mity v krajnich bodech Df | derivaci funkce a jeji nulové body, lokalni a globalni
extrémy, intervaly monotonie, asymptoty, druhou derivaci, oblasti konvexity, kon-
kavity a inflexni body, nakreslete graf funkce. Vse fadné zduvodnéte.

Z In plynie e + 2° > 0 a odtial @ > —¥e = D; = (— /e, o0) (1b)
f(—=x) # £f(x) a funkce nie je ani suda ani licha. Plynie aj z D;. (1b)
P flr)=0oe+a’=1loz=VI—e tj P, =[V1—e¢,0] (0,5b)
P,:x=0=Ine=1,tj. P,=0,1] (0,5b)

znamienko funkcie: funkcia je na (—/e, v/1 — e) zdporna, na (v/1 — e, 00) kladnd
(0,5b)

lim In(e+2°) = —c0 (1,5b)
e
lim In(e + 2%) = 0o (1b)
T—00
3 2
fl(x) = L?); x # —/e = [’ je definovand na celom Dy (2b)
(e+z”)
nulové body derivacie: f'(z) =0 =0 (0,5b)
monoténnost funkcie: f'(z) > 0 vidy a funkcia je rasttica (1b)
monoténnost sa nemeni a extrémy teda neexistuji (0,5b)
3w(z’ — 2
f(x) = —M; x # —+/e; [” je definovand na celom D (2b)
(x” +e)
nulové body 2. derivicie z =0V z = v/2¢ (0,5b)
konvexita, konkavita: f’(x) < 0 na (—/e,0) a (v/2e,00) a funkcia je konkévna,
f" > 0na (0,v/2e) a funkcia je tu konvexna (1b)
inflexné body funkcie st [0, 1] a [v/2e, 1 + In 3] (0,5b)
1 3
asymptoty y = kx +¢q: k = lim M =LH

T—00 T
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(e +°)
¢ = lim In(e 4 2°) = oo asymptota neexistuje
T—00
graf:

(3b)

(3b)




3. (16b) Urcete extrémy funkce f(z,y) = (z — 2)*> + (y — 1)* na mnoziné
M ={z,y] eR*: 2> +y* <80 <y <z},
Nakreslete zadanou mnozinu i vSechny nalezené kandidaty na extrém.

Obrazok so vSetkymi kandidatmi:

kruznica + A, C (1,5b)
jednotlivé priamky + B (1b)
D, E F G (1b)
Vrcholy: prieseénik priamok y = 0,y = z je

bod B0, 0] (0,5b)

priesecniky kruznice a priamok: 5

2 +y* =8 ay =0 - dosadenim: RieSenim je y

bod A[2v/2,0] (1b)

2+ y2 =8 a y = x - dosadenim: RieSenim je
bod C'2, 2] (druhy priesecnik nepatri mnozine)
(1b)

Staciondrne body: 0,f = 2z — 4;0,f = 2y —
2

D =[2,1] (2b)

Viazané extrémy:

Usecky (dosadenfm):

AB:z € (0,2v2),y=0

f(2,0) = g(z) = (¢ —2)* + 1

g =21 —4=0<% x =2 je extrém, kandidat
E[2,0] (1,5b)

)= (r—-2°+@x—-1)7>=22"—6x+5

g =42 —-6=0% 2 =3 je extrém, kandidat F[2, 2] (1,5b)

¢}

Cast kruznice AC (napr. Jacobian): |J| = —8y + 4z, |J| =0 < 2 =2y )
dosadenim do z* 4 3* = 8 dostavame 5y = 8 < y = iQ\/g

= 2\/% = G[4 %,2\/%@ = —2\/g nepatri M (3b)

Hodnoty f(A) =13 —8v2, f(B) =5, f(C) = 1, f(D) =0, f(E) = 1,

F(F) = 1 £(G) = 13— 4v/10 (1,5b)
Maximum v bode B0, 0],minimum v bode D[2, 1] (0,5b).



4. (18b) Urcete extrémy funkce f(z,y, z) = 3z —y— 3z na mnoziné dané vazbami:
g(r,y,z) =x+y—=z
go(,y, 2) = 2 + 22° — 24.

Vyuzijte metodu Lagrangeovych multiplikatortu a vypocitejte hodnoty prislusnych
multiplikatoru.

Zadany priklad je na Lagrangeove multiplikdtory, preto je vypocet napr. po-
mocou Jacobidanu hodnoteny za 0b.
L(z,y, 2, A\, Ag) = 30 —y — 32+ M (v +y — 2) + \p(2” +22° — 24) (1b)

5) ga(r,y,2) = a” + 22" =24 =0 (5b)

Vypocet (optimalny, nazalezi ak ste dosli k spravnym zaverom):

A0 =1—1),3) = 1)z = —/\2—2,3)2 = %2, kde Ay # 0, spiatnym dosadenim
zistime, ze Ay je vzdy rozne od nuly.

Dz = —/\%,3)2 = /\% = 5) = A\ = i%, dopocitame z,z a dosadime do 4),
dopocitame y (10b)
2 kandidati:

A =1, = %,A[—4,6, 2]; f(A) = —24, minimum

A =1, = —%, B[4, -6, —2]; f(B) = 24, maximum (2b)



