11 Diferencni rovnice

Definice. Necht’ k£ € N. Linearni diferenc¢ni rovnici k-tého radu s konstantnimi koeficienty budeme
rozumeét rovnici
yn+k)+pyn+k—1)+ -+ pry(n) = an, n €N, (11.1)

kde nezndmou je posloupnost {y(n)}52 ,, pfi¢emz pq, ..., pr € R, pr # 0 jsou ddna, stejné jako posloup-
nost {a, 152 ;.

ReSenim rovnice (TT.1) rozumime kaZdou posloupnost {y(n)}52, spliiujici (1) pro kazdé n € N.
Pokud chceme, aby feseni rovnice (IT.I) spliiovalo podminky

y(1) =y1,...,y(k) = u, (11.2)
kde y1, . .., yx jsou ddna (tzv. pocatecni podminky), pak hovofime o pocatecni dloze.

Pokud a,, = 0 pro kazdé n € N, pak (TT.I) md tvar
yn+k)+piyln+k—1)+- +pyn) =0, neN. (11.3)
Tato rovnice se nazyva homogenni.
Véta 11.1. Pocdtecni iiloha (11.1), (T1.2) md prdvé jedno Feseni.

Véta 11.2. Mnozina FeSeni rovnice (I1.3) tvoii vektorovy podprostor dimenze k prostoru vSech redlnych
posloupnosti.

Definice. Charakteristickym polynomem rovnice (IT.T) budeme rozumét polynom
A AP —|—p1>\k71 + o 4 Pr—1 A+ Dr-
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Véta 11.3. Necht’ posloupnosti {y*(n)}2,, {y2(n)}2,, ..., {v*(n)}2, tvoii fundamentdini systém
FeSeni (11.3). Necht’ posloupnost {z(n)}2, je FeSenim (L1.1). Potom posloupnost {y(n)}2, Fesi (11.1),
pravé kdy? existuji konstanty c1, ..., ci € R takové, Ze

y(n) = 2(n) + ey (n) + -+ + exy ()
pro kazdé n € N.
Véta 11.4. Necht’ posloupnost {a,, }5°; v rovnici (IL.1) spliiuje
an = o (P(n) cos(vn) + Q(n) sin(vn)),
kde a > 0, P, Q jsou polynony. Pak existuje FeSeni (I1.1)) ve tvaru
y(n) = a"n™(R(n) cos(vn) + S(n) sin(vn)),

kde R, S jsou vhodné polynomy stupné ne vétsiho neZ max{stuper P, stupeii Q} a m € N U {0} uddvd
Jjakou ndsobnost md &islo a(cos v + i sinv) jakoZto kofen charakteristického polynomu rovnice (T1.I).

Konec 2. ptednésky, 24.2.2025



12 Diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi
Definice. Diferencialni rovnici rozumime rovnici tvaru

F(y™ gDy oy y,x) =0, (12.1)
kde F' je redlnd funkce n + 2 proménnych.

Definice.

« ReSenim diferencialni rovnice li rozumime funkci y definovanou na néjakém neprazdném
otevieném intervalu 7, kterd ma v kazdém bod¢ intervalu I vlastni n-tou derivaci a jejiz hodnoty
spolu s hodnotami derivaci spliiuji rovnici (12.1) v kazdém bodé€ intervalu I, tj. pro kazdé = € I
plati

F(y(n)(fﬂ)ay(nil)(w)v s 7y”(m), y’(m),y(x),x) =0.

* Regeni y diferencidlni rovnice (12.1)) je maximalni, pokud neexistuje takové feseni z, pro které
Dy G D. akteré se na D,, shoduje s y.

Definice. Rovnice se separovanymi proménnymi je rovnice tvaru
y' = g(y) - h(x). (12.2)
Metoda reSeni pro spojité g a h
1. Uréime maximalni oteviené intervaly obsaZené v defini¢nim oboru funkce h.

2. Najdeme vSechny nulové body funkce g. Je-li totiz g(¢) = 0, pak na kazdém intervalu z 1. kroku je
funkce y(x) = ¢ feSenim rovnice (12.2)). Témto fesenim f{kdme singuldrni nebo také stacionarni.

3. Ur¢ime maximaln{ oteviené intervaly, na kterych je funkce g nenulova.

4. Vezmeme interval I z 1. kroku a interval J z 3. kroku. Tedy  je na I spojitd a g je spojitd a nenulova
na J. Budeme hledat feSeni, kterd jsou definovand nékde v intervalu I a maji hodnoty v intervalu J. Je-li
y(x) takové feSent, pak pro n&j plati

Necht' H je primitivni funkce k A na intervalu I a G je primitivni funkce k funkci 1/g na J. Existuje
konstanta ¢ € R takova, Ze plati
G(y(z)) = H(z) + ¢

na defini¢nim oboru feseni y, ktery nalezneme v nésledujicim kroku.

5. Nyni zafixujeme c a nalezneme maximalni neprdzdné oteviené intervaly obsaZené v mnoZziné
{zrel; Hz)+ce GJ)}
Na kazdém z téchto intervalli musi mit feSeni tvar
y(x) = G (H(z) + c),
kde G~! znaéf funkci inverzni k funkci G. Ta existuje, nebot’” G je na intervalu J bud’ rostouci nebo
klesajici.

6. Z teseni nalezenych v 5. kroku a singuldrnich feSeni z 2. kroku ,slepime* vS§echna maximalni feSeni.
Necht' y; a y2 jsou feSeni rovnice (12.2), prvni na intervalu (a,b) a druhé na intervalu (b, c), pfi¢emz
b € Dy,. Predpokladejme, Ze

g (0) = Ji (o) =€ D,



Pak funkce
y(z), =€ (a,b);
y(x) =< a, r=2b
ya(z), x € (b,c);
je FeSenim rovnice na intervalu (a, c).
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13 Linearni diferencialni rovnice 1. radu
Budeme se zabyvat rovnicemi tvaru
y' +pl)y = q(z), (13.1)

kde p, g jsou spojité funkce na daném intervalu (a,b), a,b € R*, a < b (linearni diferencialni rovnice
prvniho Fadu). Homogenni diferencialni rovnici budeme rozumét rovnici tvaru

Y + p(x)y = 0. (13.2)

Véta 13.1. Maximdlni FeSeni rovnice (13.1)) splitujici podminku y(xo) = yo, kde zo € (a,b), yo € R, md
tvar

y(z) = (/ Q(t)ep(”dt) e P@ L ye @ 1 e (a,b),

0

kde P je primitivni funkce k p na (a,b) spliujici P(xq) = 0.

Konec 4. prednasky, 10. 3.2025

14 Linearni diferencialni rovnice n-tého radu s konstantnimi koefi-
cienty
Budeme se zabyvat rovnicemi tvaru
Y™ a1y Y 4 ay + aoy = (1), (14.1)
kden € N, ag, - . .,a,_1 jsou redlnd &isla a f je funkce spojitd na daném intervalu (a, b) (linearni difer-

encialni rovnice n-tého fadu s konstantnimi koeficienty).
Homogenni rovnici k rovnici (14.1)) rozumime rovnici

y ™ apoay™ Y 4 ary +agy = 0. (14.2)
Véta 14.1. Necht to € (a,b) a zo,...,2n—1 € R. Pak existuje prdvé jedno maximdlni FeSeni y rovnice
(T4:0), které splituje podminky
y(to) = 20, ¥'(to) = 21, ..., "V (to) = zn-1.

Toto FeSeni je navic definovdno na celém intervalu (a,b).

Véta 14.2.

(i) Maximdlni FeSeni rovnice (14.2) jsou definovdna na celém R. a tvoFi vektorovy podprostor prostoru
C™(R) dimenze n.



(ii) Necht’ vy, je maximdlni reseni rovnice (14.1). Pak funkce y je maximdinim vesSenim (14.1), prdvé
kdy? ji lze zapsat ve tvaru y =y, + yn, kde yy, je vhodné FeSeni rovnice (14.2).

Definice. Bézi prostoru feenivrovnice (14.2)) nazyvame fundamentalni systém.

Definice. Charakteristickym polynomem rovnice (I4.2) rozumime polynom
XA) = A"+ an A" 4 ad + ao.
Konec 5. ptednésky, 17.3.2025

Lemma 14.3. Necht’ y1, . . ., Yy, tvori fundamentdlni systém rovnice (14.2). Potom matice

Y1 (t) plt) o ya(t)
v (t) W) .. YD)
ult) = : : :
R () N e () NSOV el ()

Jje reguldrni pro kaZdé t € R.

Véta 14.4. Necht’
f(t) = e (P(t) cosvt + Q(t) sinvt) ,

kde pi,v € R a P, Q jsou polynomy. Pak existuje FeSeni rovnice (14.1)) ve tvaru

yo(t) = t™e - (R(t) cos vt + S(t)sinvt),
kde R, S jsou vhodné polynomy stupné ne vétsiho neZ max{stuperi P, stuperi Q} a m € N U {0} uddvd,
Jakou ndsobnost md Cislo p + iv jakoZto kofen charakteristického polynomu.

15 Soustavy diferencialnich rovnic

15.1 Zakladni pojmy

UvaZujme soustavu diferencidlnich rovnic ve tvaru

m/l = fl(t7$11$27 e 71;7’7,)’
x/2 = fQ(t,'Tla T2,... 7xn)7
(15.1)
:C/n = .f'll(t?ml; T2,... 7xn)7
kde f;,i = 1,...,n, jsou dané funkce definované na jisté neprdzdné oteviené podmnoziné G C R x R".
Vektorovy tvar:
o'(t) = f(t, 2(t)),
kde mame x(t) = [x1(t),...,z,(t)], ' (t) = [2)(¢), ..., 2/, (t)] addle f = [f1,..., [a]-
Definice.
« ReSenim soustavy (15.1]) rozumime vektorovou funkci & = [1,...,x,] definovanou na otevieném

neprazdném intervalu J C R s hodnotami v R™ takovou, Ze pro kazdé ¢ € J existuji vlastni derivace

x(t),i=1,...,n, aplati (I3.1).

* Pocatecni dlohou pro (I3.1) rozumime tlohu, kdy hleddme feSeni = soustavy (I5.1)) spliiujici navic
predem zadanou podminku x(tq) = x°, kde [tp, "] € G (tzv. poéateéni podminka).



¢ Maximalni FeSeni soustavy (13.1) je takové feSeni x definované na intervalu J, které jiz nelze
prodlouZit, tj. je-li y feSeni definované na intervalu I, J C I a y(t) = x(t) pro kazdé ¢t € J, pak
J=1I
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Véta 15.1 (Peano). Necht’ G C R x R je oteviend neprdzdnd mnoZina, f: G — R™ je spojitd na G.

Pak pro kazdé [to, z°] € G existuje maximdini Feseni rovnice (I5.1)) splitujici x(to) = .

Véta 15.2 (Picard). Necht’ G C R x R" je oteviend neprdzdnd mnoZina, f: G — R" spliiuje podminku:

(P) Prokazdé i € {1,...,n} plati, Ze f; je spojitd na G a jeji parcidlni derivace podle druhé, tieti, ...,
(n + 1)-ni proménné jsou spojité na G.
JestliZe [to, x°] € G, potom existuje prdvé jedno maximdlni Fesent rovnice (I5.1) splitujici x(ty) = x°.

15.2 Vlastnosti maximalnich reSeni

Véta 15.3 (opousténi kompaktu). Necht’ G C R x R" je oteviend, K C G je kompakini, zobrazeni
f Jje spojité na G, x je maximdlni FeSeni rovnice (15.1) definované na intervalu (o, ), to € (o, ) a
[to, z(to)] € K. Pak existuji 71 € (a,to) a 12 € (to, f) takovd, Ze [1;,xz(1;)] ¢ K, i=1,2.

Véta 15.4 (spojita zavislost na pocateénich podminkéch). Necht’ G C R x R" je oteviend a f spliiuje
podminku (P) na G. Necht’ x je maximdlini FeSeni soustavy (I15.1) definované na (o, 8) a to € (o, ). Pak
pro kazdé T € (a,ty), 7o € (to, B) a kazdé € > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro kaZdé maximdlni Feseni y,
které spliiuje podminku |y (to) — x(to)|| < 0, plati:

* y je definovdno v kazdém bodé intervalu (1, 72),

s Vte(r,m): |lzi)—y@)| <e.

15.3 Soustavy linearnich diferencialnich rovnic
Uvazujme soustavu diferencidlnich rovnic ve tvaru

zh = a1 ()1 + -+ arn ()T, + b1 (t),

l‘l2 = agl(t)xl + -+ a2n(t)zn + bQ(t)7
(15.2)

xfn = Qnp1 (t)xl + -+ ann(t)xn + bn(t)a

kden € N,a;;: (o, B) = R, b;: (o, 8) = R, 4,5 € {1,...,n}, jsou spojité funkce.
Vektorovy tvar:
' =A(t)x +b(t),

kde " 0
an(t) ... aip(t b

A) = a21:(t) ag,?(t) | blt) =
1 (8) oo ann(t) bn (1)

Véta 15.5 (o existenci a jednoznacnosti feSeni). Necht' o, 3 € R*, a < B3, tg € (o, ) a ° € R™. Necht’
A: (o, 8) = M(n x n), b: (a, ) = R jsou spojitd zobrazeni. Potom existuje pravé jedno maximdlni
reSeni T soustavy (15.2) spliujici z(ty) = x'. Toto FeSeni je definovdno na celém intervalu («, 3).

Konec 7. pfednasky, 7. 4.2025



Definice. Homogenni soustavou k (15.2)) rozumime soustavu
' = A(t)z. (15.3)

Véta 15.6. Necht' n € N, o, € R*, a < 5, a A: (o, ) — M(n X n) je spojité zobrazeni. Potom
mnoZina vSech maximdlnich reseni soustavy (I5.3) tvo¥i vektorovy podprostor prostoru C((a, B), R™).
Dimenze tohoto podprostoru je rovna n.

Véta 15.7. Necht’ o, € R*, a < . Necht' A: (o, 3) — M(n x n), b: (o, 8) — R"™ jsou spojitd
zobrazeni. Necht' y je FeSeni (15.2)) na intervalu («, B). Potom kaZdé FeSeni x soustavy (13.2)) na intervalu
(a0, B) md tvar y + z, kde z je jisté FeSeni (15.3).

Definice. Necht' vektorové funkce y', ..., y™ tvoii bazi prostoru feeni rovnice (15.3) na (o, 3). Takovou
mnoZinu fefeni nazyvdme fundamentalni systém rovnice (I5.3). Oznaéme
yi(t) . ui ()
o(t) = Z/z'(t) D) (t)
OO

Matici ® nazyvame fundamentalni matici soustavy (15.3).

Lemma 15.8. Necht’ ® je fundamentdlni matice soustavy (15.3). Pak ®(t) je reguldrni pro kaZdé t €
(a, B).

Véta 15.9 (variace konstant). Necht' o, 3 € R*, a < 3, ty € (o, B) a y° € R™. Pak maximdini eseni y
rovnice (15.2)) s pocdtecni podminkou y(to) = y° md tvar
t
y(0) = 200 (to)y” + (1) [ N ($)bl5)ds, 1€ (),
to

kde ® je fundamentdini matice soustavy (15.3).

154 ReSeni linearnich soustav s konstantnimi koeficienty

Véta 15.10. Necht’ A € M(n x n) a vektorovd funkce y: R — R™ je FeSenim soustavy y' = Ay. Pak y
je tiidy C* a pro kazdé k € N plati y*) (z) = A*y(z) pro x € R.

Definice. Matici, jejiZ prvky jsou polynomy v proménné A, nazyvame A-matici. Radkovymi apravami
A-matice rozumime:

e zaménu dvou radk,

* vyndsobeni faddku nenulovou konstantou,

* pfi¢teni P(\)-ndsobku jednoho fadku k jinému fddku, kde P()) je polynom v proménné A.
Lemma 15.11. Necht’ A = (Plz' Pn)T je A-matice. Potom ji Ize konecnou posloupnosti iadkovych
lprav pievést na \-matici A = (P, ..., P,)7T, kde nejvyse jeden z polynomii Py, . .., P, je nenulovy.

Konec 8. prednasky, 14.4.2025

Véta 15.12. Necht’ A € M(n x n). Pak lze \-matici A\l — A prFevést konecnou posloupnosti Fadkovych
tiprav na horni trojiihelnikovou A\-matici. Vyslednd \-matice md na diagondle nenulové polynomy, soucet
JjejichZ stuprii je n.



Oznaceni.

e Necht P(\) = ap A" + ap 1 A"t + -+ + a1\ + ag je polynom a y: R — R je funkce majici
vlastn{ derivaci n-tého fadu na R. Potom symbol P(d%)y znadi funkei a, y™ +anp_1y™ D 4. 4
a1y’ + apy-

* Necht' P = (P;;) je A-matice typu n x n. Soustavou diferencidlnich rovnic odpovidajici P budeme

rozumét soustavu

Pi(£)yr+ -+ Pin(£)yn =0,

Pnl(%)yl +---+ Pnn(%)yn =0.

Véta 15.13. Necht’ A-matice P vznikla konecnou posloupnosti Fadkovych iiprav z A-matice P. Potom
vektorovd funkce y: R — R"™ tridy C* je FeSenim soustavy odpovidajici matici P, pravé kdyZ je Fesenim
soustavy odpovidajici P.
15.5 Stabilita reSeni soustav diferencialnich rovnic
Budeme uvaZovat rovnici

z'(t) = f(=(t)), (15.4)

kde f je zobrazeni definované na neprazdné oteviené mnoziné G C R" s hodnotami v R"™. Soustavy tvaru
(16.1) se nazyvaji autonomni.

V dal$§fm budeme piedpoklddat, ze f € C1(G,R"), tj. slozky f1,..., f, zobrazeni f jsou tiidy C! na
G.
Definice. Rekneme, 7e a € G je stacionarni bod rovnice 1| jestlize f(a) = o.

Definice. Rekneme, Ze staciondrni bod a € G rovnice (16.1) je

* stabilni, jestliZze pro kazdé ¢ > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro kazdé maximalni feSen{ & rovnice
(16.1)) spliiujici ||(0) — al| < § plati:

(a) defini¢ni obor feseni & obsahuje interval (0, +00);
() ||z(t) —a| <eprot € (0,+00);
* nestabilni, jestliZe neni stabilni,

« asymptoticky stabilni, jestliZe je stabilni a navic existuje A > 0 takové, Ze pro kazdé maximaln{
feSeni & rovnice (16.1) spliujici ||x(0) — a|| < A plati lim;—, 1 o (t) = a.

Véta 15.14. Necht’ A € M(n x n).

* Staciondrni bod o rovnice *' = Ax je asymptoticky stabilni, pravé kdyz R\ < 0 pro kazdé viastni
¢islo \ matice A.

* Staciondrni bod o rovnice *' = Ax je stabilni, pravé kdyZ R\ < 0 pro kaZdé viasini &islo A matice
A a pokud R\ = 0, pak ndsobnost A je rovna n — h(A\l — A).

Véta 15.15 (Ljapunov). Necht' f € C1(G,R™) a a je staciondrni bod rovnice . Oznacme

_ (9
A= <8x3 (a)> i=1l.n,j=1..n .

Pak plati:



o Jestlize kaZdé vlastni Cislo matice A md zdpornou redlnou cdst, pak a je asymptoticky stabilni bod

rovnice (|73_7|)

e JestliZe alespori jedno vlastni ¢islo matice A md kladnou redlnou &dst, pak je a nestabilni bod rovnice

(6.1).
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