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1. SPEKTRALNI POLOMER
Definice. Necht' X je komplexni Banachtiv prostora 7" € £(X). Spektralni polomér operitoru
T je definovan predpisem

r(T) = sup{|A|; A € a(T)}.

Véta 1.1 (Beurling). Necht’ X je komplexni Banachiiv prostor a T € L(X). Potom r(T) =
lim,, || 77]*/",

2. OPERATORY NA HILBERTOVYCH PROSTORECH
V tomto oddile symbol H vZdy zna¢i komplexni HilbertGv prostor.

Definice. Rekneme, 7e T € L(H) je
normalni, pokud 7*T = T T*,
samoadjungovany (nebo také hermiteovsky), pokud 7* = T,
unitarni, pokud 7*7T = [ =TT*,
ortogonalni projekce, pokud 7 je projekce (tj. T = T?)aRng T L Ker T.
Lemma 2.1. Necht' T € L(H). Potom
O IT*T| = TT*| =IT|?
(ii) Ker T* = Rng T+.
Lemma 2.2. Necht’ T € L(H). Pak je ekvivalentni
1) T =0
(ii) (Tx,x) = 0 pro kazdé x € H.

Dusledek 2.3. Necht’ S, T € L(X) pro kazdé x € H spliiuji (Sx,x) = (Tx, x). Potom T = S.

Véta 2.4 (charakterizace normdlnich operatorti). Operdtor T € L(H) je normdlni prdvé tehdy,
kdyZ |T x|| = ||T*x|| pro kazdé x € H.

Véta 2.5 (vlastnosti normalnich operatort). Necht’ T € L(H) je normdlni. Potom
(1) Ker T = Ker T*,
(2) T je invertovatelny, prdavé kdyZ je zdola omezeny, tj. existuje ¢ > 0 takové, Ze ||T x| >
cllx|| pro kazdé x € H (Weyl),
(3) pokud pro x € H plati Tx = Ax, potom T*x = Ax,
(4) pokud Ay, A, € C jsou riznd viastni Cisla T, pak Ker(A,I — T) L Ker(A,I —T),
G) 1721 =T
©) IT]| = r(T).

Véta 2.6 (charakterizace samoadjungovanych operatorti). Necht’ T € L(H). Potom T = T*,
praveé kdy?Z (T x, x) je redlné ¢islo pro kazdé x € H.
1



Véta 2.7. Necht’ S,T € L(H) a S je samoadjungovany. Pak Rng S L RngT, prdvé kdyz
ST =0.

Véta 2.8. Pro kazdé T € L(H) existuje pravé jeden rozklad T = Sy + iS,, kde S1, S, jsou
samoadjungované operdtory.

Definice. Necht' 7' € £(H ). Numericky range operitoru 7" je definovan predpisem
N(T) = {(Tx,x); x € Sg}.
Véta 2.9 (Hilbert—Toeplitz). Necht' T € L(H). Potom a(T) C N(T).
Véta 2.10 (spektrum samodajungovaného operatoru). Necht' T € L(H) je samoadjungovany.
Potom N(T) C R a oznacime-li mp = inf N(T'), My = sup N(T), pak plati
(1) U(T) C [mT,MT],
(ii) || T || nebo —||T|| lezi v o (T),
(111) mr, Mg € O’(T)
Véta 2.11 (charakterizace unitarnich operatortt). Necht’ U € L(H ). Pak je ekvivalentni:
(1) U je unitdrni,
(i) RngU = H a (Ux,Uy) = (x,y), x,y € H,
(iii) RngU = H a |Ux|| = ||x||, x € H.
Véta 2.12 (charakterizace ortogonalnich projekci). Necht’” P € L(H) je projekce. Pak je ekvi-
valentni:
(1) P je samoadjungovand,
(i1) P je normadlni,
(ii1) P je ortogondlni,

@iv) (Px,x) = ||Px|* x € H.

Véta 2.13 (spektralni rozklad kompaktniho normalniho operatoru; Hilbert—Schmidt). Necht’ T €
L(H) je kompaktni a normdlni. Pak existuje ortonormdlni bdze H tvorend vlastnimi vektory T .
Ddle existuji nenulovd vlastni Cisla {A,} a ortonormdlni bdze {e,} prostoru Rng T takové, Ze

o0
Tx = Z)L,,(x,en)en, x € H.
n=1
3. VEKTOROVA INTEGRACE

Definice. Necht’” K je kompaktni metricky prostor, X je Banachiiv prostor, f: K — X je spojité
zobrazeni a u je Radonova mira na K. Necht' x € X. JestliZe plati

Vx*e X*: x*(x) = /K(x* o f)()du(z),

pak fikdme, Ze Pettistiv integral funkce f je roven x. Hodnotu integrlu znacime [, f dpu.

Lemma 3.1. Necht’ X je Banachiiv prostor a F C X je kompaktni.
(1) Potom je co F' kompaktni.



(ii) Pokud navic dim X < oo, pak je co F kompaktni.

Véta 3.2. Necht’ K je kompaktni metricky prostor, X je Banachiiv prostor, f: K — X je spojité
zobrazeni a | je pravdépodobnostni Radonova mira na K. Potom existuje prdvé jedno x €
€0 f(K) takové, Ze x = [, f dpu.
Véta 3.3. Necht’ K je kompaktni metricky prostor, X je Banachiiv prostor, f: K — X je spojité
zobrazeni a p je Radonova mira na K. Potom plati:

(i) integrdl [ f du existuje,

(ii) je-li Y Banachiva T € L(X,Y), pak fK(T o f)du = T(fK fd/L),

i) || fx fdull < [x If ] dpe.

4. ANALYTICKY KALKULUS

Véta (Cauchy). Necht’ Q C C, f € Hol(2) a T je cyklus v Q spliiujici indra = 0 pro
a € C\ Q. Potom plati:
(i) f(A)indr A = 55 [ 2% dw, 1 € @\ (T),

(i) Jp f(w)dw =0,
(iii) jsou-li I'y, T2 cykly v Q spliujicici indr, « = indr, o pro kaZdé a € C\ 2, potom

fFl f(w)dw = sz f(w)dw.
Véta. Necht’ K C Q2 C C, K je kompaktni a Q2 je oteviend. Potom existuje cyklus I" v Q takovy,
Ze
() (I) C Q\ K,
1, o €Kk,

il) indra =
(1) indp 0, acC\Q.
Definice. Ma-li I" vlastnosti (i)-(ii) z pfedchozi véty, pak fekneme, Ze I" ohranicuje K v 2.

Oznaceni. Necht K C C je kompaktni. Potom symbolem Hol(K) budeme znacit vSechny
komplexni funkce, které jsou holomorfni na néjaké oteviené mnoziné 2 O K.

Oznaceni. Necht' 7' € £(X). OznaCme
R, =(I-T)", z € p(T).
Lemma 4.1. Necht' T, S € L(X).

(i) Jestlize S komutuje s T, potom komutuje s R, pro kaZdé z € p(T).
(ii) Pro kaZdé w,z € p(T) plati

Ry — R, =(z—w)R;0Ry. (rezolventni identita)
Véta 4.2 (existence analytického kalkulu). Necht’ T € L(X) a f € Hol(a(T)). Polozme
1
70y i= 5 [ FeR.dz.
L Jr

kde T je cyklus ohranic¢ujici o(T) v D(f). Zobrazeni ®: f +— f(T) z Hol(o(T)) do L(X) je
dobre definované a nezdvisi na volbé T'.



Véta 4.3 (vlastnosti analytického kalkulu). Necht’ T € L(X) a f € Hol(o(T)). Potom plati

() ANT) =1 aid(T) =
(2) D je algebraicky homomorfismus z Hol(o (T)) do L(X),

(3) jestlize f, € Hol(D(f)) a fu 120; f na D(f), potom f,(T) — f(T)v L(X),
4) f(T) je invertibilni, prdavé kdy? f # O na o(T),
(5) o(f(T)) = f(o(T)) (véta o obrazu spektra),

6) (g0 f)T) = g(f(T)) pro g € Hol(o(f(T))),
(7) pokud S € L(X) komutuje s T, pak Sf(T) = f(T)S,

@) (S(T)) = f(T.

K dikazu Véty 4.3(2).

1
F(T)og(T) = -1 ( [ rer. dz) : ( [ zwr dw)
4712 I‘(f(Z)R o( g(w)R dw)) dz

1
:—4—/1: /f(z)g(w)R o Ry dw) dz
b
1

s ([ e = ) 0z
1 f(z)g(w)
:_4_7T2 r(f()R AW—Z ) EI‘( dw)dz
g( ) 4 1 f(Z)g(W)
B 4712 (f( AW—Z ) 4712/1\( ) dw

=——/(f()R/ £ )dz+L/A(g(>R/f” :) au

- fr F(2)g()R- dz = (f)(T)

Vétad4.4. Necht' T € L(H), kde H je Hilbertitv, a f € Hol(a(T)). Potom plati:

(i) f(T)* = f(T*). kde [ (2) = f(2),
(i) je-li T normdlni, pak f(T) je normdlni.

Véta 4.5 (logaritmus a odmocnina). Necht’ T € L(X) a 0 leZi v neomezené komponenté C \
o (T). Potom

(1) existuje S € L(X), Ze exp(S) = T, neboli existuje logaritmus T,
(i) YT existuje pro kazdé n € N.



5. SPOJITY KALKULUS

Lemma 5.1. Je-li T € L(H) normdlni a p:C — C md tvar p(z) = ZZ,I:O a1z%7, potom
operdtor p(T) := Y} j_o ara T*(T*)! splije | p(T)|| = || pllcw .-

Véta 5.2. Necht' T € L(H) je normdlni. Pak existuje spojity kalkulus V:C(o(T)) — L(H)
s ndsledujicimi vlastnostmi:

(1) ¥(p) = p(T) pro p(z) = Yanz*z',

(2) W je algebraicky izomorfismus do L(H), () = (W(/)* a 1% (/) can = I f lewmy,

(3) W(f) = f(T) pro f € Hol(a(T)),

4) o(¥(f)) = f(o(T)) pro f € C(a(T)),

(5) V(f) je normdlni pro f € C(c(T)),

(6) W(f) je samoadjungovany, prdvé kdy? f je redlnd,

(7) W(go f)=gMW(f)pro [ € Ca(T)), g € C(f(a(T))), kde g(¥(f)) znaci spojity
kalkulus pro V( f),

(8) jestlize S komutuje s T, potom S komutuje s V( f).

6. BORELOVSKY KALKULUS

Lemma 6.1. Necht’ B: H x H — C je v prvni soutadnici linedrni a ve druhé sdruZené linedrni
a necht’
M := sup |B(x,y)| < o0
x,y€By

Pak existuje pravé jeden T € L(H) takovy, Ze B(x,y) = (Tx,y)prox,y € Ha |T| = M.

Oznaceni. Necht' P je metricky prostor, pak B?(P) zna¢i mnoZinu viech omezenych borelov-
skych funkci z P do C. MnoZinu B?(P) opatfime supremovou normou.

Lemma 6.2. Necht’ P je kompaktni metricky prostor a A je nejmensi systém komplexnich funkci
na P, ktery obsahuje spojité funkce a je uzavieny vzhledem k bodovym limitam omezenych po-
sloupnosti. Potom A = BP(P).

Véta 6.3. Necht' T € L(H) je normdini. Pak existuje borelovsky kalkulus ®: B?(c(T)) —
L(H) takovy, Ze

(1) ® =WV nalC(o(T)),

(2) jestlize f, € B2(o(T)), fn — f a{f.} je omezend, potom pro kaidé x,y € H plati

O(fn)x.y) = (O(f)x, y), _

(3) O je algebraicky homomorfismus, (©(f))* = O(f), |O(N) = II.f 527

(4) O(f) je normdini pro f € Bb(a(T)),

(5) pokud f € B2(0(T)) je redlnd, pak O( f) je samoadjungovany,

(6) pokud S komutuje s T, potom S komutuje s O(f) pro f € B2(a(T)).



7. SPEKTRALNI ROZKLAD NORMALNI{HO OPERATORU

Oznaceni. Necht' K je metricky prostor. Systém vSech borelovskych podmnozin K oznacme
Borel(K).

Definice. Necht' K je neprazdny kompaktni metricky prostor. Rekneme, 7e zobrazeni E: Borel(K) —
L(H) je spektralni mira, pokud plati:
(i) pro kazdou B € Borel(K) je E(B) ortogonalni projekce, E(@) =0, E(K) =1,
(i) E(By N By) = E(B1)E(By) pro kazdé By, B, € Borel(K),
(iii) E(By U By) = E(B;) + E(B,) pro kazdé B, B, € Borel(K) disjunktni,
(iv) pro kazdé x € H je zobrazeni E, ,: B — (E(B)x,x) mira na K, kterd je po ziplnéni
Radonova.
Véta 7.1. Je-li T € L(H) normdlni, pak E:Borel(o(T)) — L(H) definované jako E(B) =
O(xB) je spektrdlni mira a plati:
() Vx € HYf € B*@(T)) : (O()x.x) = [y, f dExr
(ii) pro A € Borel(6(T)) a T4 := T|rng E4) je Ta € L(Rng E(A)) ao(Ty) C A,
(iii) pro kaZdou otevienou neprdzdnou G C o(T) je E(G) # 0.
Véta 7.2. Necht' E:Borel(K) — L(H) je spektrdlni mira na neprdzdném kompaktnim metric-
kém prostoru K. Pro kaZdou funkci f € BP(K) existuje pravé jeden T(f) € L(H) spliujici
(T(f)x,x) = [y fdExx pro kaZdé x € H. Ddle plati:
(i) zobrazeni T: f > T(f) je linedrni, multiplikativni, |T|| = 1a T(?) = (T(f))*
(i) 1T()x)* = [g | fI?dExy, x € H.

Oznaceni. Znatime T(f) = [, fdE = [ f(t)dE(r).

Véta7.3. Necht' T € L(H) je normdlni. Potom existuje pravé jedna spektrdlni mira E na o (T)
takovd, Zze T = fo(T) tdE(2).

Véta7.4. Necht' T € L(H) je normdlni a A € o(T). Potom plati:

(1) Rng E({A}) = Ker(AI —T),
(ii) A € 0,(T), pravé kdyZ E({A}) # 0,
(iii) jestliZe je A izolovany bod o (T), potom A € 0, (T).

8. DISTRIBUCE — ZAKLADNI POJMY

Definice. Necht' 2 C R” je oteviend a K C €2 je kompaktni.

(i) Prostorem testovacich funkci na 2 rozumime
D(R2) = {p € C*(R); supp ¢ je kompaktni podmnozina 2}.

Daéle ozna¢me
Dk (R2) = {¢ € D(R); suppy C K}.



(1) Jestlize « = (aq,...,0,) € N, potom |a| =y + 03 + -+, a
|y

ol*lg
D% = ——.
v oxy' ... 0xy"
(iii) Definujme déle

lelly = sup{|D%p(x)[: x € Q.|a| = N}, ¢ € D(Q).

Lemma 8.1. Necht' f,g € L'(R"™). Potom je integrdl
frglx)= [ flx—yg)dy
Rn
konecny s.v. a f * g patii do L*(R").

Definice. Necht' f, g € L'(R"). Potom funkci f * g nazyvdme konvoluci funkci f a g.

Véta 8.2 (vlastnosti konvoluce). Necht' f,g,h € L'(R"). Potom plati.
(1) f xg = g=x* f (komutativita),
(i) (f xg)*xh = f % (g * h) (asociativita),

Gii) [[f = gl < 1A M- lglls
(iv) jsou-li navic f a g spojité s kompaktnim nosicem, pak supp(f * g) C supp(f) +

supp(g),

(v) pro kaZdou ¢ € D(R") aa € Nj plati D*(f * ¢) = f * D%p.

Definice.

(i) Rekneme, e posloupnost (¢r) funkci z D(Q) konverguje k ¢ € D(Q) v D(Q), jestlize

existuje kompakt K C €2 takovy, Ze
(a) supp ¢x C K pro kazdé k € N,

(b) D*pr = D%p na K pro kazdé o € Nj.

(ii) Distribuci na 2 rozumime linedrni zobrazeni A: D(2) — C takové, Ze A(¢r) — A(p),
kdykoliv ¢x — ¢ v D(£2). Mnozinu vSech distribuci znac¢ime D’(2).

Lemma 8.3. Necht’ K C 2 je kompaktni. PoloZme

dlg.y) =Y 2V min{lg —vlln.1}.  ¢.¥ € Dg(Q).
N=0

Potom
(1) (Dk(R2), d) je tiplny metricky prostor,
(i1) posloupnost (@x) funkci z Dk (2) konverguje k ¢ € Dk (2) v D(Q2) prdvé tehdy, kdy?
d(¢px, ) — 0.
Lemma 8.4. Necht’ A: D(2) — C je linedrni. Potom je ekvivalentni:
(i) A € D'(),
(1) pro kazdy kompakt K C Q2 existuji N € Ng a C > 0 takovd, Ze

Vo € Dk(R2) : |Ap| < Clleln.



Definice. Necht’ A € D'(Q2). Jestlize existuje N € Ny takové, Ze pro kazdy kompakt K C
existuje C € R spliujici

Vo € Dk(R2) : [Ag| = Clellw,
potom nejmensi N s touto vlastnosti nazyvame radem distribuce A. Pokud takové N neexistuje,
pak fad A definujeme jako nekonecno.

Lemma 8.5. Necht' o € Njj, f € C*®(R2) a A € D'(R2). Potom zobrazeni z D(2) do C defino-
vand predpisem
g (—DYIADY) a9 A(fe)

Jjsou distribuce.

Definice. Distribuce z predchoziho lemmatu nazyvame po fad¢ derivaci radu « distribuce A a
soucinem funkce f a distribuce A. Znacime je D*A a fA.

Véta 8.6. JestliZe f je absolutné spojitd funkce na intervalu (a, b), potom (Ay) = Ay

Definice. Rekneme, e posloupnost {Ax} distribuci z D'(Q2) konverguje k distribuci A €
D' (R2), jestlize Arp — Ag pro kazdé ¢ € D(RQ2).

Véta 8.7. Necht’ X je tiplny metricky prostor, Y je metricky prostor, f,: X — Y, f, — fa f,
Jsou spojité. Pak existuje bod spojitosti f.

Véta 8.8 (Banach-Steinhausova véta pro distribuce). Necht’ Ay € D'(R2), k € N, a Ax(p) —
A(@) pro kaZdé ¢ € D(R2). Potom A € D'(Q2) a D*Ay — D*A pro kazdé a.

9. FOURIEROVA TRANSFORMACE

Definice. Necht' f € L!(R"). Fourierovu transformaci funkce f definujeme piedpisem

7 1 —i{x, n
7 = 5o [ et ger

Definice. Schwartziv prostor S je mnozina vSech funkci f € C*(R"), které spliiuji

sup (1+ 1x12)™ [(D® f£)(x)] < o0

pro kazdé o« € N}, N € Ny.
Véta 9.1. Necht’ ¢ € S aa € Nj. Potom
(i) § € C®(R") a DG(§) = (—)*Ix%p (&),
(i) DY () = il*IE“ (),
(iii) p € S.
Véta 9.2. Fourierova transformace je spojity linedrni operdtor z L' (R™) do Cy(R™).
Véta 9.3. Necht f,g € L'(R"™). Potom plati
(i) [ *g= Q)] %,
i) [ fe=[ /%



Lemma 9.4. Nechr' ¢ (x) = e 35’ x € R, Potom € Sa = .

Véta 9.5 (o inverzi).

(i) Fourierova transformace je bijekce S na S a plati

/ P(E)¢ 8 de

pro kazdé x € R".
(i) Pro ¢,y € Splati (p. V)12 = (9. V) 2.
(iii) Jestlize f, f € L*(R"), potom

1 7 i
— (x,€)
10 = G [ T ag
pro s.v. x € R”.
Véta 9.6 (Plancherelova véta). Existuje prdvé jedna izometrie F: L?>(R") — L?(R") takovd, Ze
Ff = f pro f € L'(R") N L>(R").
10. TEMPEROVANE DISTRIBUCE

Oznaceni. Pro ¢ € S a N € Ny ozname

pn(p) = s 1L+ 11X I2)Y (D) (x) oo

Definice. Rekneme, Ze posloupnost {¢; } prvki z S konverguje k ¢ € S v S, jestlize pro kazdé
N € Ny plati limg py (px — @) = 0.

Véta 10.1.

(1) JestliZe {¢@x } konverguje k ¢ v D(R"), potom {@y } konverguje k ¢ v S.
(i1) Pro kaZdé y € S, ¢ > 0, a N € Ny existuje ¢ € D(R") takové, Ze py (Y — ¢) < &.

Definice. Temperovanou distribuci rozumime linearni zobrazeni A: S — C takové, Ze Apr —
Ag, kdykoliv g — ¢ v S. Mnozinu v8ech temperovanych distribuci znacime S’(R").
Definice. Fourierovou transformaci temperované distribuce A rozumime distribuci A defi-
novanou predpisem A = Ag.

Véta 10.2. Fourierova transformace je spojitd bijekce S' na S’ s periodou 4 a spojitou inverzi.

Véta 10.3. Necht’ A € S’ a a € Nj. Potom plati
o DA = (—i)llx@A,
o DA = ilIx?A.



