15 Diferencialni rovnice

15.1 Zakladni pojmy
Definice. Diferencialni rovnici rozumime rovnici tvaru

Fy®, y®= "y y,x) =0, )
kde F je redlna funkce n + 2 proménnych.

Definice.

e Resenim diferencialni rovnice (1) rozumime funkci y definovanou na néjakém neprazd-
ném otevieném intervalu /, kterda ma v kazdém bod¢ intervalu / vlastni n-tou derivaci a
jejiz hodnoty spolu s hodnotami derivaci spliuji rovnici (1) v kazdém bodé¢ intervalu 7, tj.
pro kazdé x € I plati

F(y(”)(x), y("_l)(x), oY), Y (x), y(x), x) = 0.

e Reseni y diferencidlni rovnice (1) je maximalni, pokud neexistuje takové feeni z, pro
které D, & D, akteré se na D, shoduje s y.

15.2 Rovnice se separovanymi proménnymi

Definice. Rovnice se separovanymi proménnymi je rovnice tvaru
y'=g(y)-h(x). (2)
Metoda reSeni pro spojité g a
1. Uréime maximalni oteviené intervaly obsazené v definicnim oboru funkce 4.

2. Najdeme vSechny nulové body funkce g. Je-li totiz g(c) = 0, pak na kazdém intervalu z
1. kroku je funkce y(x) = c feSenim rovnice (2). Témto feSenim fikame singularni nebo také
stacionarni.

3. Ur¢ime maximalni oteviené intervaly, na kterych je funkce g nenulova.

4. Vezmeme interval / z 1. kroku a interval J z 3. kroku. Tedy 4 je na I spojitd a g je spojita
anenulovd na J. Budeme hledat feSenti, kterd jsou definovand nékde v intervalu / a maji hodnoty
v intervalu J. Je-li y(x) takové feseni, pak pro néj plati

y'(x)
= h(x).
cGGy M)

Necht H je primitivni funkce k / na intervalu / a G je primitivni funkce k funkci 1/g na J.
Existuje konstanta ¢ € R takova, Ze plati

Gr(x)) = H(x) +c




na defini¢nim oboru feseni y, ktery nalezneme v nésledujicim kroku.
5. Nyni zafixujeme ¢ a nalezneme maximalni neprazdné oteviené intervaly obsaZené v mno-
Ziné

{xel; Hx)+c e G(J)}.

Na kazdém z téchto intervaltl musi mit feSen{ tvar
-1
y(x) =G (H(x) + o),

kde G~! zna&i funkci inverzni k funkci G. Ta existuje, nebot’ G je na intervalu J bud’ rostouci
nebo klesajici.

6. Z tesSeni nalezenych v 5. kroku a singularnich feseni z 2. kroku ,,slepime‘ vSechna maxi-
malni feseni. Necht’ y; a y, jsou feSeni rovnice (2), prvni na intervalu (a, b) a druhé na intervalu
(b, c), pticemZ b € Dj,. Predpokladejme, ze

xli;})l_yl(x) = xli‘?+ y2(x) =« € Dy

Pak funkce
»1(x), xe€(a,b);
y(x) =Ja, x = b;
y2(x), x € (b,c);

je feSenim rovnice (2) na intervalu (a, c¢).

15.3 Linearni diferencialni rovnice 1. radu

Budeme se zabyvat rovnicemi tvaru

Y+ p(x)y =q(x), (3)

kde p, g jsou spojité funkce na daném intervalu (a, b), a,b € R*, a < b (linearni diferencialni
rovnice prvniho radu).

Véta 15.1. Maximdlni FeSeni rovnice (3) spliiujici podminku y(x¢) = Yo, kde xo € (a,b),
vo € R, md tvar

y(x)=(/ q(r)e””dr)e—”x’+yoe—”<x>, x € (@,b),

0

kde P je primitivni funkce k p na (a, b) spliiujici P(xq) = 0.



15.4 Linearni diferencialni rovnice n-tého radu s konstantnimi koeficienty
Budeme se zabyvat rovnicemi tvaru
YO +au 1y 4t ary +aoy = (), 4)

kde ay,...,a,—; jsou redlna Cisla a f je funkce spojitd na daném intervalu (a, b) (linearni
diferencialni rovnice n-tého radu s konstantnimi koeficienty).
Homogenni rovnici k rovnici (4) rozumime rovnici

y® 4,y 4o 4 ay +agy = 0. &)

Véta 15.2. Necht’ ty € (a,b) a zy,...,zy,—1 € R. Pak existuje pravé jedno maximdlni FeSeni y
rovnice (4), které spliiuje podminky

y(to) =Zp, y/(to) = Z1y ey y(n_l)(to) = Zy—1.
Toto FeSeni je navic definovdno na celém intervalu (a, b).

Véta 15.3.

(1) Maximdlni rfeseni rovnice (5) jsou definovdna na celém R a tvori vektorovy podprostor
prostoru C"(R) dimenze n.

(i1) Necht' y, je maximdlni 7eSeni rovnice (4). Pak funkce y je jejim maximdlnim fesenim,
pravé kdyZ ji lze zapsat ve tvaru 'y = y, + yp, kde yy je vhodné Feseni rovnice (5).

Definice. Charakteristickym polynomem rovnice (5) rozumime polynom

X(A’) = A"+ an—lkn_1 +---+ al)t + agp.

Véta 15.4. Necht’ A, ..., Ag jsou vSechny rizné redlné koreny charakteristického polynomu x
§ ndsobnostmi ry, . ..,rs. Necht’ a1 + B1i, ..., a; + Bii jsou vSechny navzdjem riizné koreny
polynomu y s kladnou imagindrni cdsti a ndsobnostmi qy, . . ., q;.
Pak funkce
et tet, 1 lert
erst, tetst, . 17T lehst
e cos Bit, te*cosBit, ... 977 le*! cos Byt
e*'sin Bit, te®sinPByt, ... 917 le%’sin Byt
e%cos Bit, te*'cospPit, ... t4le%!cospit,
e 'sin Bt, te*'sin Byt, ... 194 1e%!sin Byt

tvori fundamentélni systém feSeni rovnice (5).



Oznaceni. Mnozinu v§ech komplexnich polynomti oznacime P.

Lemma 15.5. Necht’ w € Ca L : P — P je definovdno predpisem L(P) = wP + P’. Potom

prok € Na P € P plati
k
k . .
Lkpy=> (_)wk—fPU).
J

Jj=0

Tvrzeni (pfipomenuti z algebry). Necht’ Q je polynom a w € C je jeho koren ndsobnosti s € N.
Potom

Q) =Q'(w) == 0w =0.

Lemma 15.6. Necht’ € C je d-ndsobny koren polynomu Q(z) = Yy _, arxz® a P je polynom
splitujici st P < d. Potom

Zn:akLk(P) =0,

k=0
kde L(P) = wP + P'.
Lemma 15.7. Necht’ yq, ..., y, tvori fundamentdlni systém rovnice (5). Potom matice
y1(7) y2(t) oo ya(0)
U = yift) yéft) = y,’,.(t)
Y0 D0

je reguldrni pro kazdé t € R.

Véta 15.8. Necht’
f(@t) =e"* - (P(t)cosvt + Q(t)sinvt),

kde ;t,v € Ra P, Q jsou polynomy. Pak existuje Feseni rovnice (4) ve tvaru
yo(t) = t"eM" - (R(t) cosvt + S(t)sinvt),
kde R, S jsou vhodné polynomy stupné ne vétsiho neZ max{stupern P, stuperi Q}am € N U {0}

uddvd, jakou ndsobnost md cislo 1 + iv jakoZto koren charakteristického polynomu.

15.5 Soustavy diferencialnich rovnic

Uvazujme soustavu diferenciélnich rovnic ve tvaru

xy = filt,x1, X2, ..., Xn),

xh = folt, X1, X2, ..., Xn),

(6)

x;, = fn(l, X1, X2, ... ,xn),



kde f;,i = 1,...,n, jsou dané funkce definované na jisté neprdzdné oteviené podmnoZziné
G C RxR"
Vektorovy tvar:
x'(1) = f(t.x @),
kde mdme x(t) = [x1(2),x2(2),....x,(®)], x'(t) = [x1(),x5(t),...,x,(¢)] a ddle f =

[f1. f2. - Sl

Definice.
e Resenim soustavy (6) rozumime vektorovou funkci x = [xy,...,x,] definovanou na
otevieném neprazdném intervalu J/ C R s hodnotami v R” takovou, Ze pro kazdé ¢t € J
existuji vlastni derivace x;(t), 7 = 1,...,n, a plati (6).

e Pocatecni ilohou pro (6) rozumime tlohu, kdy hleddme feSeni x soustavy (6) spliiujici na-
vic pfedem zadanou podminku x (z9) = x°, kde [t9, x°] € G (tzv. polateéni podminka).

e Maximalni reSeni soustavy (6) je takové feSeni x definované na intervalu J, které jiz
nelze prodlouzit, tj. je-li y feSeni definované na intervalu 7, J C I a y(t) = x(t) pro
kazdét € J,pak J = 1.

Véta 15.9 (Peanova véta o existenci). Necht’ G C R x R”" je oteviend neprdzdnd mnoZina,
f : G — R" je spojitd na G. Pak pro kaZdé [ty, x°] € G existuje maximdlni ieseni rovnice (6)
spliujict x (tg) = x°.

Véta 15.10 (Picardova véta o existenci a jednoznacnosti). Necht’” G C R x R”" je oteviend
neprdzdnd mnoZina, f:[t,x] — f(t,x) € R” je spojité zobrazeni na G a je ,lokdlné lipschi-
tzovské v x “, tj. pro kaZdy bod [t,x] € G existuje ¢ € R,e > 0, a L € R takové, Ze pro kaZdé
dva body [s,x'], [s,x?] z B([t, x], &) mdme

ILf(s.xh) = fs.x?)]| < Lilx' —x?]].

Jestlize [ty, x°] € G, potom existuje prdvé jedno maximdlni FeSeni rovnice (6) spliiujici

x(t9) = x°.

Tvrzeni (princip maxima). Necht’ A je mnoZina usporddand relaci < tak, Ze kaZdy retézec je
shora omezeny. Potom ke kaZdému a € A existuje maximdlni prvek b € A takovy, Ze a < b.
15.6 Soustavy linearnich diferencialnich rovnic

UvaZzujme soustavu diferenciélnich rovnic ve tvaru

X/l =an(t)x) + -+ a(t)x, + bi(),

X5 = az(t)xy + -+ axn(t)x, + ba(t), 7

x;l = an1(1)x1 + -+ ann(t)xn + bp(2),



kden e N,a;; : (o, B) = R, b; : (@, B) = R, 1, j € {l,...,n}, jsou spojité funkce.
Vektorovy tvar:
x'=A)x + b(1),

kde o (
ay () ... ap(t) bi(0)

At) = a21:(t) aZn:([) . b= :
an(t) ... apy(t) by (t)

Véta 15.11 (o existenci a jednoznacnosti feSeni). Necht’ o, € R*, @« < B, tp € («,B) a
x% € R". Necht' A : (a, B) — M(nxn), b : (o, B) — R" jsou spojitd zobrazeni. Potom existuje
pravé jedno maximdlni veSeni x soustavy (7) spliiujici x (ty) = x°. Toto FeSenti je definovdno na
celém intervalu (a, B).

Definice. Homogenni soustavou k (7) rozumime soustavu
x'=A()x. (8)

Véta 15.12. Necht' n € N, a,f € R*, o < B, a A : («, ) — M(n x n) je spojité zobra-
zeni. Potom mnoZina vsech maximdlnich reseni soustavy (8) tvori vektorovy podprostor prostoru
C'((a, B), R™). Dimenze tohoto podprostoru je rovna n.

Véta 15.13. Necht’ o, B € R*, o < Bax® € R". Necht’ A : (a, ) - M(n xn), b : (o, B) —
R” jsou spojitd zobrazeni. Necht' y je feseni (7) na intervalu (o, f). Potom kaZdé feseni x
soustavy (7) na intervalu («, ) md tvar 'y + z, kde z je jisté reseni (8).

Definice. Necht' vektorové funkce y!,..., y" tvoii bdzi prostoru feSeni rovnice (8) na (c, B).
Takovou mnoZinu feseni nazyvame fundamentalni systém rovnice (8). Oznacme
»1(0) i)
@) ... yy@)
o(t) = y2. ) . yz'
Iat) .o ()

Matici ® nazyvame fundamentalni matici soustavy (8).



Lemma 15.14. Necht’ ® je fundamentdlni matice rovnice (8). Pak ®(t) je reguldrni pro kaZdé
t € (a, B).

Véta 15.15 (variace konstant). Necht' a, B € R*, o < B, ty € (a, B) a y° € R"™. Pak maximdlni
reseni y rovnice (7) s poldtecni podminkou y(to) = y° md tvar

(1) = D) (10)y° + (1) / &\ (5)b(s)ds. 1 € (@. ).

kde ® je fundamentdlni matice soustavy (8).

15.7 ReSeni linearnich soustav s konstantnimi koeficienty

Véta 15.16. Necht’ A € M (nxn) avektorovd funkce y : R — R”" je FeSenim soustavy y’ = A y.
Pak y je tidy C* a pro kazdé k € N plati y® (x) = A¥y(x) pro x € R.

Definice. Matici, jejiz prvky jsou polynomy v proménné A, nazyvime A-matici. Radkovymi
dpravami A-matice rozumime:

e zameénu dvou radku,

P4

e vyndsobeni fadku nenulovou konstantou,

e pricteni P(A)-ndsobku jednoho fadku k jinému fadku, kde P (A) je polynom v proménné A.
Lemma 15.17. Necht’ A = (P, ..., Pn)~T Jje A-matice. Potom ji lze konecnou posloupnosti rdd-
kovych iiprav prevést na A-matici A = (Py, ..., P,)T, kde nejvyse jeden z polynomii Py, . .., P,
Jje nenulovy.

Véta 15.18. Necht’ A € M(n x n). Pak Ize A-matici Al — A prevést konecnou posloupnosti rdd-

kovych viprav na horni trojithelnikovou A-matici. Vyslednd A-matice md na diagondle nenulové
polynomy, soucet jejichZ stupriii je n.

Oznaceni.
e Necht P(1) = a,A" + ap— A" ' + -+ + a1A + ag je polynom a y: R — R je funkce
majici vlastni derivaci n-tého fddu na R. Potom symbol P(dd—x) y zna&i funkci a, y®™ +
an—ly(n_l) + o+ aly/ + ap).

e Necht P = (P;;) je A-matice typu n x n. Soustavou diferencidlnich rovnic odpovidajici
[P budeme rozumét soustavu

Pll(%)yl + -+ Pln((de)yn =0,

Pnl(%)yl + o+ Pnn(%)yn = 0.

A

Véta 15.19. Necht' A-matice P vznikla konecnou posloupnosti Fadkovych tiprav z A-matice P.
Potom vektorovd funkce y:R — R" tiidy C* je FeSenim soustavy odpovidajici matici P, prdvé
kdy? je resenim soustavy odpovidajici P.



