17. Fourierovy rady



Zakladni pojmy

Definice

m Trigonometrickou Fadou rozumime fadu funkci

o0

Z Ckeikx ’

k=—o00

kdecy € C, k € Z.



Zakladni pojmy

Definice

m Trigonometrickou Fadou rozumime fadu funkci

o0

Z Ckeikx ’

k=—o00

kdecy € C, k € Z.
m Trigonometrickym polynomem  rozumime funkci

tvaru
n
X Z ce™,

k=—n

kdene NU{0},ck e C,k =—n,...,n.



Rovnice vedeni tepla

Uvazujme rovnici vedeni tepla

du  d%u

—_ = 1
ot X2 (1)



Rovnice vedeni tepla

Uvazujme rovnici vedeni tepla

ou  d%u

— = 1

ot 0x2 @
Hledame funkciu : R x [0, c0) — R, ktera fesi (1) a navic
splfiuje pocatecni podminku u(x, 0) = f(x), kde f je dana
2r-periodicka funkce.
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kde A, B jsou nenulové dostatecné hladkeé funkce.
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Rovnice vedeni tepla

Hledejme nejprve feSeni (1) ve tvaru u(x,t) = A(X)B(t),
kde A, B jsou nenulové dostatecné hladkeé funkce.
Po dosazeni dostdvame na A, B podminku

B'(t)  A"(X)
B(t) AX)’

Leva strana zavisi pouze nat a prava pouze na x. Proto
musi byt oba vyrazy nezavislé nat, resp. x, a tedy
konstatni. Oznacme odpovidajici konstantu A. Funkce A
musi byt 27 -periodicka, a proto A = —n?, kde n € Z.
Funkce A je tedy linearni kombinaci funkci e™ a e="x,
Funkce B je pak nasobkem e ",



Rovnice vedeni tepla

Tyto Gvahy nas vedou k hledani feSeni ve tvaru

o
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Rovnice vedeni tepla

Tyto Gvahy nas vedou k hledani feSeni ve tvaru

o
u.ty= a,e "te, 2)

n=—oo

Pro t = 0 ma platit

o0
ux.0) = Y  ae™.

n=—oo



Zakladni pojmy

Lemma 17.1 _
Necht posloupnost {>k—_nCke™} > konverguje
stejnomérné k f na R. Potom pro kazdé k € Z plati

2r

1 .
Ck = — f(t)e X dt.
21 0



Zakladni pojmy

Oznaceni

(i) Mnozinu vSech 2r-periodickych funkci s hodnotami v
C, které jsou lebesgueovsky integrovatelné na
intervalu [0, 2], budeme znacit P(2x).

(i) Prof € P(2x) definujeme pseudonormu predpisem

1 2w
Il = 5o [ G0l
7T Jo



Zakladni pojmy

Definice (komplexni tvar Fourierovy rady)
Necht f € P(2r). Pak definujeme

R 1 [%7 .
f(k) = —/ f(t)e ™ dt, keZ.
27[ 0

Cisla f(k), k € Z, nazyvame komplexnimi Fourierovymi
koeficienty . Radu Y 52 _ f(k)e™ nazyvame

komplexnim tvarem Fourierovy fady funkce f ajejim
n-tym Caste cnym sou Ctem rozumime

six) = Y f(ke™,  neNuU{o}.

k=—n



Zakladni pojmy

Rekneme, Ze sou Eet Fourierovy fady v bodé x € R je
roven s € C, jestlize limy_ Sf(X) = s.



J. Fourier (1768-1830)




Zakladni pojmy

Lemma 17.2
Necht f € P(27) a @ € R. Potom

/Ohf(t) dt = /:Hﬂf(t) dt.



Zakladni pojmy

Oznaceni
Necht f € P(2r) a g je esencialné omezena méritelna
2r-periodicka funkce. Potom definujeme

1 2
fxgx) = E/O f(x —t)g(t)dt.

Funkce f x g se nazyva konvoluce .



Cesarovska scCitatelnost Fourierovych rad

Definice
Rekneme, Ze fada komplexnich ¢isel Y22 a, je
sCitatelna Cesarovou metodou Kk Cislu o € C, jestlize
plati

So+ -+ Sy

Iim ——— =g,
n—00 n+1

kde sy = Zj'loa,-. Piseme (C) Y ;2 an =o0.



Cesarovska scCitatelnost Fourierovych rad

Oznaceni

m Prof € P(27r) an € NU {0} polozime

n()——Z (X).



Cesarovska scCitatelnost Fourierovych rad

Oznaceni

m Prof € P(27r) an € NU {0} polozime
op(x) = —— Z (X).

m Pron € NU {0} polozime

n
Da(x) = Y e, (Dirichletovo jadro )

k=—n

- o
) = ) ; Di(x). (Fejérovo jadro )
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W/\ﬂ M/\/\A/\/\f\ﬁ Af\/\/\/
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Cesarovska scCitatelnost Fourierovych rad

Lemma 17.3 (vlastnosti Dirichletova jadra)

() Pro kazdé x € R\ {2kx; k € Z} plati

sin(n + 1)x
Dn(x) == - 1 2 .
sin 1x
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Cesarovska scCitatelnost Fourierovych rad

Lemma 17.3 (vlastnosti Dirichletova jadra)

() Pro kazdé x € R\ {2kx; k € Z} plati

sin(n + 1)x
Dn(x) == - 1 2 .
sin 1x

(i) Funkce D, je spojita, suda, 2z -periodicka a
Dn(0) = 2n + 1.

(iii) Plati /" Dy(x) dx = 27.

(iv) Pro kazdé f € P(27), n e NU {0} ax € R plati
sf(x) = f x Dp(X).



Cesarovska scCitatelnost Fourierovych rad

Lemma 17.4 (vlastnosti Fejérova jadra)

() Pro kazdé x € R\ {2kx; k € Z} plati

2

1 sin Mty
K,(X) = 2 )
n(X) n+1<sin%x)
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Cesarovska scCitatelnost Fourierovych rad

Lemma 17.4 (vlastnosti Fejérova jadra)

() Pro kazdé x € R\ {2kx; k € Z} plati

2

1 sin Mty
K,(X) = 2 )
n(X) n+1<sin%x)

(i) Funkce K, je spojita, nezaporna, suda, 2x-periodicka
akKp0) =n+1.

(iii) Plati 27 Kq(x) dx = 2.

(iv) Pro kazdéf € P(27), n e NU{0} ax € R plati
of (x) = f % Kn(X).

(v) Posloupnost {K,}°° , konverguje lokalné stejnomerné
k nulové funkci na intervalu (0, 27).




Cesarovska scCitatelnost Fourierovych rad

Véta 17.5 (Fejérova véta)
Necht f e P(2r) ax € R.

(i) Ma-li f v bodé x konecCné jednostranné limity f(x+),
f(x—), pak

nlLrgoa;(x) = %(f(x-l—) +f(x—)).

oo

(ii) Je-li f spojita na intervalu (a.b) C R, pak {o}} "~

konverguje lokalné stejnomérné k f na (a, b).



Cesarovska scCitatelnost Fourierovych rad

Disledek 17.6
Necht f: R — C je spojitd 2z -periodicka funkce. Potom

existuje posloupnost trigonometrickych polynomt {P,},
ktera stejnomérné konverguje k f na R.



Cesarovska scCitatelnost Fourierovych rad

Véta 17.7
Necht f € P(2x). Potom lim,_,o ||f — of || = O.
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Véta 17.7
Necht f € P(2x). Potom lim,_,o ||f — of || = O.

Véta 17.8 (Riemann-Lebesgueovo lemma)
Necht f € P(27). Potom lim_ +e0 f (K) = O.

Véta 17.9 (o lokalizaci)

Necht e e R,e >0,x e R, f,g e P(2n) af(t) = g(t) pro
kazdét € (x —e,X + &). Potom lim_(sf (x) —s1(x)) = 0.



Cesarovska scCitatelnost Fourierovych rad

Véta 17.7
Necht f € P(2x). Potom lim,_,o ||f — of || = O.

Véta 17.8 (Riemann-Lebesgueovo lemma)
Necht f € P(27). Potom lim_ +e0 f (K) = O.

Véta 17.9 (o lokalizaci)
Necht e e R,e >0,x e R, f,g e P(2n) af(t) = g(t) pro
kazdét € (x —e,X + &). Potom lim_(sf (x) —s1(x)) = 0.

Véta 17.10 X
Necht f,g € P(2n) af(k) = g(k) pro kazdé k € Z. Potom
f =gs.v



Bodova konvergence Fourierovych rad

Véta 17.11 (Hardy)

Necht {a,}°, je posloupnost komplexnich Cisel takova,
Ze existuje K € R splnujici |kax| < K pro kazdé

k € NU {0}. Pokud (C) > 2 ,an = s € C, potom

Y heodn =S.



G. H. Hardy (1877-1947)




K dlkazu Hardyho véty

([An] + Dopan) — (N + 1)0n = Spy1 + -+ + S[an]
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K dlkazu Hardyho véty

([An] + Dopan) — (N + 1)0n = Spy1 + -+ + S[an]
= ([An] =n)sn + ([AN] = N)an41 + -+ + Apan)

([An] = n)(sn — 0n) = ([AN] 4+ L)opan) — (N + 1Yo
> (An] 4+ 1-k)a — ([An] — n)o,

n<k<[An]
= ((An] + Dopan — (AN + Do — Y ([An] + 1 —K)ay
n<k<[An]
An] + 1
Sp—0n = [[)L:]]i—n(a[kn] — On)

> (A 4+ 1-k)ay

n<k<[)m]

[?m] -



Bodova konvergence Fourierovych rad

Lemma 17.12

Pokud f je 2x-periodicka funkce s konecnou variaci na
intervalu [0, 2], potom existuje K € R takové, Ze
kf(k)| < K pro kazdé k € Z.



Bodova konvergence Fourierovych rad

Véta 17.13 (Jordan-Dirichletovo kritérium)

Necht f € P(2r) je funkce s kone€nou variaci na intervalu
[0,27] a x € R. Potom funkce f ma v bodé x vlastni limitu
zprava i zleva (oznacme je f(x+) a f(x—)) a plati

lim sf(x) = %(f(x—t—) + f(x—)).
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Véta 17.13 (Jordan-Dirichletovo kritérium)

Necht f € P(2r) je funkce s kone€nou variaci na intervalu
[0,27] a x € R. Potom funkce f ma v bodé x vlastni limitu
zprava i zleva (oznacme je f(x+) a f(x—)) a plati

lim sf(x) = %(f(x—t—) + f(x—)).

Je-li navic f spojitd na otevieném intervalu | C R, pak
loc

sl = f naintervalu I.



Bodova konvergence Fourierovych rad

Véta 17.14 (Diniho kritérium)

Necht f € P(2r), x € R, s € C a necht existuje § > 0
takove, ze integral

dv

Sf(X +V)+f(x —Vv)—2s
/ .

konverguje. Potom lim,_, sf (x) = s.



