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Véta 18.1
Necht (X, (-,-)) je unitarni prostor nad télesem F reélnych

nebo komplexnich Cisel. Potom ||x|| = /(X,X) je norma
na X.

Lemma 18.2

Necht (X, (-,-)) je unitarni prostor nad télesem . Na
X x X uvazujme metriku

p((u, V), (U, V) = max{|lu —u'l], v — V'l[}.

Potom je zobrazeni (-,-): X x X — F spojité.



Hilbertovy prostory

Definice
Necht X je unitarni prostor nad télesem [F. Pokud je X

uplny vzhledem k metrice indukované normou
[IX]] = V/(X,X), pak se nazyva Hilbertovym prostorem



D. Hilbert (1862—1943)
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Definice
Necht X je unitarni prostor, I" je indexova mnozina a
(Xy)yer je systém prvkid prostoru X.
(i) Rekneme, Ze indexovany systém {X,},cr je
ortogonalni , jestlize plati

Vy,y' €T,y # y": (X, %,7) = 0.
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Definice
Necht X je unitarni prostor, I" je indexova mnozina a
(Xy)yer je systém prvkid prostoru X.
(i) Rekneme, Ze indexovany systém {X,},cr je
ortogonalni , jestlize plati

Vy,y' €T,y # y": (X, %,7) = 0.
Jestlize navic ||x, || = 1 pro kazdé y € T", potom

fikame, Ze je systém {x, },<r ortonormalni .

(if) Ortogonalni systém {x,},cr je uplny, jestlize jeho
lineérni obal je husty v X.

(iii) Ortogonalni systéem {x, },r je maximalni , jestlize
neexistuje prvek u € X \ {0} kolmy na kazdy vektor
Xy, vy €T.
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Véta 18.3
Necht {x,}°2 , je ortogonalni posloupnost v Hilbertove
prostoru X.
(i) Potom fada > 7, xn konverguje, pravé kdyz
konverguje fada Y oo, [|Xal|[?.
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Véta 18.3
Necht {x,}°2 , je ortogonalni posloupnost v Hilbertove
prostoru X.

(i) Potom fada > 7, xn konverguje, pravé kdyz
konverguje fada Y oo, [|Xal|[?.
(i) Konverguje-li fada > 7, xn, potom
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Véta 18.4

Necht {v,}°° , je ortogonalni posloupnost nenulovych
prvkd v unitarnim prostoru X nad F. Necht

X = 3°% . CnVn, kde ¢, € F. Potom ¢, = (X, V,)/||Val[%,
n € N (FourierQv koeficient ).
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Véta 18.5

Necht X je unitarni prostor, {u,}°°, je ortonormalni
systém nenulovych prvkl v X, x € X a {c,}°2, jsou
Fourierovy koeficienty prvku x vzhledem k {u,}°°,. Potom
plati

o0
Y leal? < |Ix|?  (Besselova nerovnost).
n=1
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Véta 18.5

Necht X je unitarni prostor, {u,}°°, je ortonormalni
systém nenulovych prvkl v X, x € X a {c,}°2, jsou
Fourierovy koeficienty prvku x vzhledem k {u,}°°,. Potom
plati

o0
Y leal? < |Ix|?  (Besselova nerovnost).
n=1

Pokud x = Y 7, cyUp, potom

oo
Y leal> =[Ix][>  (Parsevalova rovnost).
n=1
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Definice

Necht X je normovany linearni prostor nad F.
Posloupnost {un}32, prvkidl z X se nazyva (Schauderova)
baze prostoru X, jestlize pro kazdy bod x € X existuje
pravé jedna posloupnost {c,}2, prvkl I, pro kterou plati

X = Zf?.;l CnUn.
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Definice

Necht X je normovany linearni prostor nad F.
Posloupnost {un}32, prvkidl z X se nazyva (Schauderova)
baze prostoru X, jestlize pro kazdy bod x € X existuje
pravé jedna posloupnost {c,}2, prvkl I, pro kterou plati

X = Zn:l CnUn.

Véta 18.6

Necht X je Hilbertlv prostor a {v,}°° , je ortogonalni
systém nenulovych prvk{ prostoru X. Pak nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) {vn}c2, je Schauderova baze,
(i) {vn}r2, je tplny ortogonalni system,
(i) {vn}22; je maximalni ortogonalni system.
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Véta 18.7

() Necht X je nekonecCné-dimenzionalni separabilni
Hilbertlv prostor. Potom v X existuje ortonormalni
béaze.
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Véta 18.7

() Necht X je nekonecCné-dimenzionalni separabilni
Hilbertlv prostor. Potom v X existuje ortonormalni
béaze.

(i) Necht Xi, X, jsou nekonecné-dimenzionalni
separabilni Hilbertovy prostory. Potom jsou X; a X,
izometricky izomorfni.
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Véta 18.8
Prostor L?(0, 27) se skalarnim soucinem

1 [
oy =5 [ 19

tvori Hilbertllv prostor. Systém e'®, e, e~ e e=2X,
.. tvofi ortonormalni bazi L?(0, 2x).
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Disledek 18.9
Necht f € P(2n) a |f|? je integrovatelna na [0, 27r]. Potom

f= Y fme™ vL?0.2r) a

n=—oo
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Disledek 18.9
Necht f € P(2n) a |f|? je integrovatelna na [0, 27r]. Potom

f= Y fme™ vL?0.2r) a

n=—00
1 (= 2 — 2
— f|© = f(n)|.
o J fP= 2 Il
n=—o00

Véta 18.10 (Riesz-Fischer)

Necht c,, n € Z, jsou komplexni Cisla splnujici
Yoo o lcal? < co. Pak existuje f € P(2r) takova, Ze |f|?
je integrovatelna na [0, 2] a f(n) = cy,.



