BONUSOVA ULOHA CiSLO 1

Necht' f : R — R ma spojitou druhou derivaci a spliiuje limy—oo( f(x) + f/'(x) + f"(x)) =
L € R. Dokazte, Ze limy_ o0 f(x) = L.
Reseni. Oznatme g = f + f’ + f”.Funkce f tedy fesi diferencidlni rovnici
Yty +y =g

kde g je spojita funkce na R. PouZijeme metodu variace konstant a odvodime, Ze pro jistd c1,c2 € R
plati

f(x) = q1(x)e”** cos Bx + ga(x)e”** sin fx + c1e”** cos Bx + coe”** sin Bx, X € R,
kde

1 3

o= —, :3 — i,
2 2
1 X

q1(x) = 5 g(t)e® sin Bt dt,
0

1 * ot
q2(x) = E/o g(t)e®* cos Bt dt.

Pouzitim goniometrickych vzorci obdrzime

1 X
f(x) = E/ e gt)sin f(x —1)dt + c1e”% cos fx + cpe ¥ sin B, x € R.
0
h1(x) ha(x)

Ukédzeme, Ze limy— 00 i11(x) = L. Zvolme € > 0 a k nému nalezneme xo € R takové, Ze
VxeR,x>xp: |gx)—L| <e.
Pro x > x¢p mame

hi(x) = %/(;xo g (1) sin B(x — 1) dt + % /x e® X g (1) sin B(x — 1) dt

X0

— % /Oxo e g(t)sin f(x —t)dt -e™ % + % /xx e*™(g(1) — L) sin B(x — 1) d1

0

1 X
+ B/ U [ sin B(x — 1) dt.
X

0

Plati

1 X0
-1 / ¢ |g(t)] dt.
5 s

% /Xo e g(t)sin B(x —t)dt
0

Prav4 strana nezdvisi na x, a proto

1 [*o
lim — e g(t)sinB(x —t)dt-e ** = 0.
0

X—00 ﬂ



Dale mame

‘% /x ) (g(t) — L) sin B(x — 1) dt

0

1 X
< —/ =X g gy
X0

=

B
Piimym vypoctem zjistime, Ze

1 X
lim —/ U LsinB(x —t)dt = L.
X

X—>00 :3 o

Dohromady tedy mame

1 1
L — —¢& <liminfh;(x) <limsuph;(x) < L + —e.
Olﬂ X—>00 X—>00 Olﬂ

Vztah (1) plati pro libovolné ¢ > 0, takZe
lim hy(x) = L.
X—>00

Snadno vidime, Ze limy_ o0 f2(x) = 0, ¢imzZ je tvrzeni dokazano.

= ll(1 — 0=y, < Le.
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