Zadani pisemné zkousky z Matematické analyzy 2b (5)
LS 2009-10, 29. 6. 2010

1. Naleznéte véechna maximalni fesSeni diferencialni rovnice

y =y tgx.
(15 bodu)

2. Naleznéte viechna maximalni fe$eni diferencidlni rovnice

X

V' =2y 4y = \/% (15 bodd)

3. Uvazujte soustavu diferencialnich rovnic y’ = Ay, kde

1 -2 0
A=(4 1 -4
4 0 -3

Naleznéte maximalni feseni uvedené soustavy, které vyhovuje pocate¢ni podmince

y©)=(1,1,HT. (15 bodt)

4. Pro 2n-periodickou f funkci f, ktera je na intervalu [—m, w) definovana predpisem
f(x) = x?sgnx, naleznéte Fourierovu fadu a vySettete povahu jeji konvergence. Pro
kazdé x € R naleznéte soucet fady. Sva tvrzeni zdtvodnéte. (15 bodu)



Reseni tloh

1. Defini¢ni obor funkce g(y) = /¥ je roven [0,00) a g(y) = 0 pravé kdyz y = 0.
Dostavame tedy singularni feseni ve tvaru y(x) = 0, x € (=7,%) + kn, k € Z. Nyni
nalezneme vsechna reseni, ktera maji hodnoty v (0, co). Plati

/y—l/zdy Soy12 (= G(y), vy e(0,00),

/tgx dx = —log| cos x| (= H(x)), x€ly:=(-n/2,7/2)+kmn, k € Z.

Funkce G(y) = 2y'/? zobrazuje interval (0, 00) na (0, 00). Zvolme pevné k € Z. V zavis-
losti na ¢ € R nalezneme v$echna x € Iy takova, ze H(x) + ¢ € G(0, 00) = (0, o0), neboli
—log|cosx| 4+ ¢ > 0. Funkce x +— |cos x| je m-periodicka, takze staci zjistit pro ktera
x € (—m/2,7/2) plati | cos x| < e€. Tuto nerovnost splnuji

x € (— /2, —arccos(e®)) U (arccos(e®), 7/2),

pokudc <0ax € (—n/2,7/2), pokud ¢ > 0.
Oznaéme

1 c\?
c(x)=(—=1 - .
Ze(x) ( > og|cosx|+2)
Na intervalu i jsou pak definovana nasledujici feseni.

y(x) = z.(x), x € lg,c>0;
Ze, (X)), x € (—m/2,—arccos(e)) + km,

y(x) =10, X € [—arccos(e€'), arccos(e“?)] + k, c1 <0,c0 <0;
Ze,(x), x € (arccos(e®?),m/2) + km;

(x) = Ze(x), x € (—m/2,—arccos(e®)) + km, o:
4 N 0, X € [—arccos(e€), n/2) + km, -
x) = 0, x € (—m/2,arccos(e)] + km, 0:
P Z¢(x), x € (arccos(e®),/2) + km; -

y(x) =0, x € (—n/2,7/2) + k.



2. Charakteristicky polynom homogenni rovnice ma tvar A2 —21 + 1 = 0. Tento
polynom ma dvojnasobny koten 1, takze fundamentalni systém je tvofen funkcemi x —
e*, x — xe*. Pro nalezeni partikularniho reSeni pouzijeme metodu variace konstant.

Reseni budeme hledat ve tvaru
y(x) = ci(x)e* + ca(x)xe”.
Funkce ¢y, ¢; pak maji splnovat soustavu
ci(x)e* 4+ cy(x)xe* =0,

ci(x)e* 4+ cy(x)(e* + xe¥) =

Va—x2
Odtud dostdvame
X 1

cj(x) = ———, ch(x) = ———.
' 4 — x2 2 V4 —x?

Az na aditivni konstantu mame
c1(x) = V4 — x2, c2(x) = arcsin(x/2).
Maximalni feSeni ma tedy tvar

y(x) = V4 — x%2e* + arcsin(x/2)xe* + ae™ + Bxe”, x €(—2,2),a,p € R.

3. Pocitejme

A—1 2 0 —4 0 A+3

—4 A—1 4 |~|0 2-1 -A+1

—4 0 A+3 0 2 IA-1DA+3)
—4 0 A+3

~l0 A2=1 —=A+1
0 8 A2+4+21-3

—4 0 A+3
~1 0 8 A24+21-3
0 0 A=1DA2+21+5)

Uvedené matici odpovida soustava diferencialnich rovnic

—4y; + y5 + 3y3 =0,
8y2 + y5 +2y; —3y3 =0,
vy +y5 +3y; =53 =0.



Charakteristicky polynom posledni rovnice ma koteny 1, —1+42i a —1-2i. Re$end rovnice
ma tedy tvar
y3(t) = ae' + be™ cos2t + ce”" sin2t.

Z prvni a druhé rovnice postupné vypocteme
y2(t) = be " cos2t + ce™ sin 21,

1 1 .
y1(t) = ae' + E(b +c)e ' cos2t + E(c —b)e ' sin2t.
Pomoci pocate¢ni podminky uré¢ime: @ = 0,b = 1,¢ = 1. Hledané feseni ma tedy tvar

e ! cos 2t
y(t) = e cos2t + e sin2t
e 'cos2t +e'sin2t

4. Funkce f zGZena na interval (—m, ) je lichd a na tomto intervalu je rostouci a
omezena. Odtud plyne f € BV([—m, x]) a kosinové koeficienty jsou rovny nule. Sinové
koeficienty vypocteme pomoci integrace per partes. Dostaneme

a, =0, b, = —% (—2(=D" + (-1)"n’n* + 2).
Tn
Fourierova fada konverguje na intervalu (-, ) lokalné stejnomérné k f', protoze funkce
f je zde navic spojita (Jordan-Dirichletovo kritérium). V bodé = + 2k, k € Z, konver-
guje Fourierova fada k aritmetickému priméru jednostrannych limit funkce f v tomto
bodeg, tj. konverguje k 0.



