DERIVACE FUNKCE

1. Naleznéte A, B € R tak, aby na R platil vztah

!/
(A+x —arctgz + ((142”) arctgz — 22) - (log(1 +2%) — 1)) = (Az + B) - (arctg x) - log(1 + z?).

2. Naleznéte A € R takové, aby pro kazdé x € (0, co) platil vztah

<log(cos2 z+ v/ 1+ cos? x) + arctg x + arcsin(ﬁ))/ = ﬂ
V1+costx
U nésledujicich funkei spoctéte derivace (i jednostranné, pokud neexistuje oboustrannd).
3. arccos( }1:,2) 4. z?exp(—|z —1|)

2 s 7z
6. f(r)= {arctg(tg r) prox# 5 +km, ke

3 prox =5 +kn, keZ;

7. f(z) = max{min{cosz, 1}, -1} 8. f(x)=V1—-e**

2%(sind +cos1) prox #0,

10. f(z)= {

1. f(z) =2 prox >0

0 proz = 0;
12. f(x) = max{z + 4arctg(sinz), z}

NEKTERE VYSLEDKY A NAVODY

5.

9.

LA=1,B=0 2.A=-1 3. f(2)=222 5 c R\ {0}: fL(0) =2, f(0) = —2

T4+az2
7. Pro funkci f plati

—1/2, x € (2n/3,4%/3) + 2km, k € Z,
f(x) =qcosz, € ((r/3,2n/3)U (47/3,57/3)) + 2km, k € Z,
1/2, xze€(—n/3,7/3)+2kn,k €Z.
Z predchoziho vyjadieni vyplyva, ze

() = 0, x € (—n/3,7/3)+km k €Z,
—sinz, x € (w/3,2r/3)+km, k € Z.

sin &
sin(z+7%)

f(z) = arccos

Funkce f je spojitd na R a proto miZeme podle z predchoziho vyjadieni vypocitat jednostranné derivace

jako pfislu§né limity derivaci:

! 34 2km) = li —sinz = —si 34 2km) =—-V3/2
Ji(m/3 4 2km) w—>7\'/]31—1~/-12k71'+ sinx sin(m/3 4 2kn) V3/2,
! 34 2km) = li 0=0
B2 = B, 0= 0
2 /3+2km) =0

= —sin(27/3 4 2k7) = —V/3/2,
= —sin(47/3 + 2k7) = V3/2,

8. Ziejmé D(f) = R. Plati (\/z)' =
pro kazdé z € R\ {0} mame

1
2

1 e’IQQx 2 T
f/(ff):*ig:@ 172-
2V1—e" V1—e=

ﬁ pro x > 0. Vzhledem k tomu, Ze 1 — e =0 = 0, tak
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V bodé 0 pocitejme derivaci funkce f podle definice:

f@) = f0) L VI—e®
lim ——————= = lim ——.
z—0 x—0 z—0 T
Vypocet posledni limity provedeme nejprve zprava a pak zleva.

Uvédomme si, Ze

. ?/71

lim,, 04 © = 1,

limg_,0 —22 =0,

—12=0&2=0,

\/ Je spojitd na svém defini¢nim oboru.

22
Z véty o limité sloZzené funkce, (1), (2) a (3) plyne lim, o+ % = 1. Odtud, z (4) a véty o limité
slozené funkce obdrzime

. e~ — 1
lim =1
z—0+ —x2
Obdobné dostaneme
1—e e~ — 1
! o _ _ —
f_ (0) B w1—1>I(I)1— T B xl—l>r(I)l— —x2 1

Derivace funkce f v bodé 0 tedy neexistuje. Plati totiz f/ (0) = 1, f’ (0) = —1.
9. Zkoumand funkce je definovdna na celém R a je na R spojitd. Je-li  # 0, mizeme f’(z) vypocitat
pomoci véty o derivaci sloZzené funkce:

—1 —2x 2sgnx
f(@) = : =

Vi~ (1+§-‘2)2’ (14222 (1+a?)Va?+2

V 0 vypocitdme jednostranné derivace pomoci limity derivace (pfedpoklady prislusné véty jsou splnény):

2sgnzx
L(0) = lim ——=>— = /2,
£+(0) e=0+ (14 22)vVa? +2

, . 2sgnz
FO=t e
V 0 tedy derivace neexistuje.
10. Pro x # 0 plati
f'(x) =2z(sin L +cos i) +a2*(—L cost + Lsind).
Tento vztah vyplyva z véty o aritmetice derivaci a véty o derivaci sloZzené funkce. V bod€ 0 pocitejme
derivaci z definice, tj. pocitejme limitu

lim f(z) = 1) = lim z(sin L + cos 1) =0,

x—0 r—0 x—0

nebot’ lim,_,g x = 0 a funkce = — (sin % + cos %) je omezend na jistém prstencovém okoli bodu 0. Plati
tedy f/(0) = 0.

11. Spoctéme nejprve
(z") = ("8 ") = e" 187 (1 - logx + = - %) = 2" (logz + 1), z > 0.
Pak dostdvdme
(x(ﬂcm))l _ (e’”r 10g;c)’ _ ex”” logac((xﬂc)/ log T + 25 %>

:z(zw)(azr(loga:Jrl)longrx“"*l), x> 0.
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Pii vypoctech jsme vyuzili vétu o derivaci sloZené funkce, vétu o derivaci soucinu a faktu, Ze derivované
funkce maji ve svych defini¢nich oborech vlastni derivace.

12. Pro hodnoty funkce f plati

(@) x +4arctg(sinz), =€ (2km, (2k+ 1)7), k € Z,
xTr) =
x, x € ((2k + 1), (2k + 2)7), k € Z.

Odtud jiz miZeme vypocitat hodnotu derivace v§ude mimo body ve tvaru k, k € Z:

o) = {1 + x € (2km, 2k + 1)7), k € Z,

1+sin2 z?

1, x € ((2k+ 1)m, (2k 4+ 2)7), k € Z.
Funkce f je na R spojita a jednostranné derivace v bodech kmw, k € Z, lze tedy pocitat pomoci limit

derivaci:

COS T
V(2km) = i "(z) = i 14427 ) =5
f+( ﬂ-) r—>12111617r+ f (ZE) z—>1211?7r+ < + 1+ Sin2 x) ’

fL@2km)= lim f'(z)= lim 1=1,

r—2kT— r—2kT—
f— (( )’/T) I_>(2]1€I}_l1)ﬂ—_ f (l’) w—)(?]lfl-ﬁr-ll)‘lr— ( 14+ Sin2 xT
(2k+Dr)= i (¢)=  lm 1=1.
P (@k + D)m) a:%(?lkrfl)erf (=) w%(2’1£rll)7r+

Z vyse uvedeného vyplyva, Ze funkce f v bodech tvaru km, k € Z, nema derivaci.



