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18. Metrické prostory lll



18.1 UpIné metrické prostory — pokragovani

Definice
Necht (X, p) je metricky prostor a {x,} je posloupnost
prvkd z X. Rekneme, ze {x,} je cauchyovska, jestlize

plati

VeeR,e>03dnp e NVnmeN,n.m>ny: p(Xn, Xm) < €.



18.1 UpIné metrické prostory — pokragovani

Definice

Necht (X, p) je metricky prostor a {x,} je posloupnost
prvkd z X. Rekneme, ze {x,} je cauchyovska, jestlize
plati

VeeR,e>03dnp e NVnmeN,n.m>ny: p(Xn, Xm) < €.

Definice

Rekneme, ze metricky prostor (X, p) je uplny, jestlize
kazda cauchyovska posloupnost prvki z X je
konvergentni v (X, p).



Véta 18.1

Necht (X, p) je uplny metricky prostor a { F,}%2; je
posloupnost neprazdnych uzavienych podmnozin X
splriujici

(@) VneN: F,.4 C Fy,

(b) lim,_, diam F, = 0.

Potom (., Fn je jednobodova mnoZina.



Definice 5
Necht (X, p) je metricky prostor a M C X. Rekneme, ze
M je v prostoru (X, p)

m husta, jestlize M = X,
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Definice 5
Necht (X, p) je metricky prostor a M C X. Rekneme, ze
M je v prostoru (X, p)

m husta, jestlize M = X,

m Fidka, jestlize X \ M je husta,

m 1. kategorie, jestlize M = | J,°, M,, kde M, jsou fidké
v (X, p),

m 2. kategorie, jestlize M neni 1. kategorie,

m residualni, jestlize X \ M je 1. kategorie.



Véta 18.2 (Baire)

Necht’ (X, p) je uplny metricky prostora G C X je
oteviena a neprazdna. Pak G je 2. kategorie v (X, p).



Definice

(i) Necht X je mnozinaa f: X — X. Rekneme, Zze x € X
je pevnym bodem zobrazeni f, jestlize f(x) = x.



Definice

(i) Necht X je mnozina a f: X — X. Rekneme, ze x € X
je pevnym bodem zobrazeni f, jestlize f(x) = x.

(i) Necht (X, p) je metricky prostor. Rekneme, Ze
zobrazeni f: X — X je kontrakce, jestliZze existuje
g € [0, 1) takové, Ze plati

vx,y € X: p(f(x), f(y)) < ap(x, y)-



Véta 18.3 (Banachova véta o kontrakci)
Necht’ (X, p) je uplny neprazdny metricky prostor a
f: X — X je kontrakce. Pak f ma prave jeden pevny bod.



Véta 17.8 (Picard)

Necht G C R x R” je oteviena neprazdna mnozina,
f:[t,x]— f(t,x) € R" je spojité zobrazeni na G a je
lokalné lipschitzovské v x, tj. pro kazdy bod [t, x] € G
existuje e € R,e > 0, a L € R takové, Ze pro kazdé dva
body [s, x'] , [s, x?] z B([t, X], ) mame

1£(s, x") — (s, x*)|| < L||x" — x?||.

Jestlize [fy, x°] € G, potom existuje pravé jedno
maximalni feSeni rovnice

X' = f(t, x) (%)

splnujici x(t) = x°.
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m definice M = B(g°, 1¢) v
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18.2 Separabilni metrické prostory

Definice
Metricky prostor se nazyva separabilni, jestlize v ném
existuje spocetna husta podmnozina.

Definice

Necht (X, p) je metricky prostor a & je systém otevienych
podmnozin (X, p). Rekneme, ?e % je baze otevienych
mnozin, jestlize pro kazdou otevienou mnozinu G C X
existuje #* C % takové, ze | J B* = G.



Véta 18.4 (charakterizace seprabilnich prostort)
Necht' (X, p) je metricky prostor. Potom je ekvivalentni:
(i) Prostor (X, p) je separabilni.
(i) Existuje spocetna baze otevienych mnoZin v prostoru
(X, p).
(iii) Pro kazdy systém ¢ otevienych mnoZin, ktery
pokryva X, existuje spocetny systém otevienych
mnozin ¢* C ¢, ktery pokryva X.



Véta 18.4 (charakterizace seprabilnich prostort)
Necht' (X, p) je metricky prostor. Potom je ekvivalentni:
(i) Prostor (X, p) je separabilni.
(i) Existuje spocetna baze otevienych mnoZin v prostoru
(X, p).
(iii) Pro kazdy systém ¢ otevienych mnoZin, ktery
pokryva X, existuje spocetny systém otevienych
mnozin ¢* C ¢, ktery pokryva X.

Dusledek 18.5 (dédi¢nost separability)

Podprostor separabilniho metrického prostoru je
separabilni.



18.3 TotaIné omezené prostory

Definice 3
Necht (X, p) je metricky prostor a ¢ € R,c > 0. Rekneme,

ze M C X je e-sit' v X, jestlize pro kazdy bod x € X
existuje bod y € M takovy, ze p(x,y) < e.



18.3 TotaIné omezené prostory

Definice

Necht (X, p) je metricky prostor a ¢ € R, > 0. Rekneme,
ze M C X je e-sit' v X, jestlize pro kazdy bod x € X
existuje bod y € M takovy, ze p(x,y) < e.

Definice

Metricky prostor (X, p) se nazyva totalné omezeny,
jestlize pro kazdé « € R, > 0, existuje koneCna e-sit.
Mnozina Y C X se nazyva totalné omezena, jestlize
podprostor (Y, p) je totalné omezeny.



Véta 18.6 (vlastnosti totalné omezenych
prostoru)

Necht (X, p) je totalné omezeny metricky prostor. Pak
plati:

(a) prostor (X, p) je omezeny,
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Véta 18.6 (vlastnosti totalné omezenych
prostoru)

Necht (X, p) je totalné omezeny metricky prostor. Pak
plati:

(a) prostor (X, p) je omezeny,
(b) prostor (X, p) je separabilni,
(c) kazda mnozina'Y C X je totalné omezena.



Véta 18.7 (charakterizace kompaktnich
prostoru)

Metricky prostor (X, p) je kompakitni, pravé kdyz je dplny
a totalne omezeny.



Véta 18.7 (charakterizace kompaktnich
prostoru)

Metricky prostor (X, p) je kompakitni, pravé kdyz je dplny
a totalné omezeny.

Dusledek 18.8

Kompaktni metricky prostor je separabilni.



18.4 Souvislé prostory

Definice 5
Necht (X, p) je metricky prostor. Rekneme, ze A C X je
obojetn3, jestlize je zaroven otevfena i uzaviena v (X, p).



18.4 Souvislé prostory

Definice 5
Necht (X, p) je metricky prostor. Rekneme, ze A C X je
obojetn3, jestlize je zaroven oteviena i uzaviena v (X, p).

Definice

Metricky prostor se nazyva souvisly, neni-li siednocenim
dvou disjunktnich neprazdnych otevienych mnozin.
Podmnozina M metrického prostoru (X, p) se nazyva
souvisla, jestlize (M, p) je souvisly.



Lemma 18.9

Necht' (X, p) je metricky prostor, M C X a A,B C M jsou
disjunktni neprazdné oteviené mnoZiny v (M, p) takoveé,

Ze M = AU B. Potom existuji G a H disjunktni oteviené

mnoZiny v (X, p) takové, Ze A=MNnGaB=MnH.



Véta 18.10
Mnozina E c R je souvisla, prave kdyz E je interval.
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Véta 18.11
Necht' (X, p) je metricky prostor. Potom plati:
(a) Je-liY C X souvisldaY c M C 'Y, pak M je souvisla.



Véta 18.10
Mnozina E c R je souvisla, prave kdyz E je interval.

Véta 18.11

Necht' (X, p) je metricky prostor. Potom plati:

(a) Je-liY C X souvisldaY c M C 'Y, pak M je souvisla.

(b) Necht | je neprazdna mnoZinaa Y., o € 1, jsou
souvislé podmnoZiny X splrujici (., Y. # 0. Potom
Uaes Yo je souvisla.



Véta 18.12

Necht' (X, p) je souvisly metricky prostor, (Y, o) je
metricky prostor a f: X — Y je spojité. Pak f(X) je
souvisla.



Definice

Rekneme, Ze metricky prostor (P, p) je kfivkové
souvisly, jestlize pro kazdé x, y € P existuje spoijité
zobrazeni f: [0,1] — P takové, Zze f(0) = xa f(1) = y.
Rekneme, Ze mnozina M C P je kfivkové souvisla,
jestlize prostor (M, p) je kfivkové souvisly.



Definice

Rekneme, Ze metricky prostor (P, p) je kFivkové
souvisly, jestlize pro kazdé x, y € P existuje spoijité
zobrazeni f: [0,1] — P takové, Zze f(0) = xa f(1) = y.
Rekneme, Ze mnozina M C P je kfivkové souvisla,
jestlize prostor (M, p) je kfivkové souvisly.

Véta 18.13 (vztah souvislosti a kfivkové

souvislosti)
Necht (P, p) je kiivkove souvisly metricky protor. Potom je
P souvisly.



Definice 5
Necht (P, p) je metricky prostor. Rekneme, ze M C P je

komponenta (P, p), jestlize M je maximalni souvisla
mnozina. Komponentou mnoziny A C P, rozumime
komponentu prostoru (A, p).



Definice

Necht (P, p) je metricky prostor. Rekneme, 2e M C P je
komponenta (P, p), jestlize M je maximalni souvisla
mnozina. Komponentou mnoziny A C P, rozumime
komponentu prostoru (A, p).

Véta 18.14

Necht' (P, p) je neprazdny metricky prostor a .7 je
mnoZina véech komponent P. Potom . obsahuje pouze
neprazdné uzaviené mnoZziny, je disjunktni a| ). = P.



Definice

Necht (P, p) je metricky prostor. Rekneme, 2e M C P je
komponenta (P, p), jestlize M je maximalni souvisla
mnozina. Komponentou mnoziny A C P, rozumime
komponentu prostoru (A, p).

Véta 18.14

Necht' (P, p) je neprazdny metricky prostor a .7 je
mnoZina véech komponent P. Potom . obsahuje pouze
neprazdné uzaviené mnoZziny, je disjunktni a| ). = P.

Véta 18.15
Necht X je normovany linearni prostora G C X je
oteviena. Potom komponenty G jsou oteviené v X.



19. Kfivkovy a plosny integral



19.1 Hausdorffovy miry

Oznaceni
Necht k,ne N,k <n,AcCR". ProJ € R,§ > 0, polozme

KA, 6) —mf{Zak (diam A))k; A c UA,, diam A; < 5},
J=1 J=1

kde normaliza¢ni ¢len «ax € (0, c0) bude uréen pozdéeji,



19.1 Hausdorffovy miry

Oznaceni
Necht k,ne N,k <n,AcCR". ProJ € R,§ > 0, polozme

KA, 6) —mf{Zak (diam A))k; A c UA,, diam A; < 5},
J=1 J=1

kde normaliza¢ni ¢len «ax € (0, c0) bude uréen pozdéeji,

HK(A) = sup KA, ).

>0



Véta 19.1
Necht k,n € N, k < n. Potom je s#* vnéjsi mira na R".



Véta 19.1
Necht k,n € N, k < n. Potom je s#* vnéjsi mira na R".

Definice
Necht k,n € N, k < n. Mnozinovou funkci

A— %(A), AcCR”

nazyvame k-dimenzionalni vnéjsSi Hausdorffova mira
na R".



Definice (TMI, Definice 11.3)

Necht (P, p) je metricky prostor. Rekneme, Ze vnéjsi mira
~ na P je metricka, jestlize pro kazdé dvé mnoziny

A, B C P spliujici

inf{p(x,y); xc A,ye B} >0

plati v(AU B) = v(A) +~(B).



Definice (TMI, Definice 11.3)

Necht (P, p) je metricky prostor. Rekneme, Ze vnéjsi mira
~ na P je metricka, jestlize pro kazdé dvé mnoziny
A, B C P spliujici

inf{p(x,y); xc A,ye B} >0

plati v(AU B) = v(A) +~(B).

Véta 19.2
Necht k,n € N, k < n. Potom je vnéjsi mira #* na R"
metricka a translacné invariantni.



Véta (TMI, Véta 11.2)

Necht ~ je metricka vnéjsi mira na metrickém prostoru
(P, p). Potom je kazda borelovska podmnoZina P
~-méfitelna.



Véta (TMI, Véta 11.2)

Necht ~ je metricka vnéjsi mira na metrickém prostoru
(P, p). Potom je kazda borelovska podmnoZina P
~-méfitelna.

Dusledek 19.3
Necht k,ne N,k < n, a A C R" je borelovska mnoZina.
Potom je A #%-méfitelna.



Véta (TMI, Véta 11.2)

Necht ~ je metricka vnéjsi mira na metrickém prostoru
(P, p). Potom je kazda borelovska podmnoZina P
~-méfitelna.

Dasledek 19.3

Necht k,ne N,k < n, a A C R" je borelovska mnoZina.
Potom je A #%-méfitelna.

Lemma 19.4
Necht k,n € N, k < n. Potom
0 < 2%([0,1)k x {0}"%) < o0.



Véta (TMI, Véta 11.2)

Necht ~ je metricka vnéjsi mira na metrickém prostoru
(P, p). Potom je kazda borelovska podmnoZina P
~-méfitelna.

Dasledek 19.3

Necht k,ne N,k < n, a A C R" je borelovska mnoZina.
Potom je A #%-méfitelna.

Lemma 19.4
Necht k,n € N, k < n. Potom
0 < 2%([0,1)k x {0}"%) < o0.

Oznaceni
Koeficient ax zvolime tak, aby 7#%([0, 1)k x {0}"F) = 1.



Véta 19.5 (regularita Hausdorffovy miry)

Necht k,n € N,k < n, a A C R". Potom existuje
borelovska mnozina B C R" takova, Ze AC B a
HK(A) = #K(B).



Véta 19.5 (regularita Hausdorffovy miry)

Necht k,n € N,k < n, a A C R". Potom existuje
borelovska mnozina B C R" takova, Ze AC B a
HK(A) = #K(B).

Véta 19.6
Necht n € N a A C R". Potom 5¢"(A) = \™(A).



Véta 19.7 (vlastnosti Hausdorffovy miry)

(a) Necht k,ne N,k < n, Q: R — R" je izometrie a
E c R, Potom s#%(Q(E)) = \*(E).



Véta 19.7 (vlastnosti Hausdorffovy miry)

(a) Necht k,ne N,k < n, Q: R — R" je izometrie a
E c R, Potom s#%(Q(E)) = \*(E).

(b) Necht k,nmeN,k<nk<m,af: R"— R"je
B-lipschitzovské, E C R". Potom

HK(F(E)) < X A(E).



Véta 19.7 (vlastnosti Hausdorffovy miry)

(a) Necht k,ne N,k < n, Q: R — R" je izometrie a
E c R, Potom s#%(Q(E)) = \*(E).

(b) Necht k,nmeN,k<nk<m,af: R"— R"je
B-lipschitzovské, E C R". Potom

HK(F(E)) < X A(E).

(c) Necht ky,ko,ne N, ki < ko < n, AC R". Jestlize
HK(A) < oo, pak % (A) = 0.



Lemma 19.8

Necht k,n € N,k < n, aL: RK — R" je prosté linearni
zobrazeni. Potom pro kaZdou \-méfitelnou mnoZinu
A C R¥ plati

AKX (L(A)) = Vdet LTL - \¥(A).



Lemma 19.8

Necht k,n € N,k < n, aL: RK — R" je prosté linearni
zobrazeni. Potom pro kaZdou \-méfitelnou mnoZinu
A C R¥ plati

AKX (L(A)) = Vdet LTL - \¥(A).
Oznaceni

Necht k,n € N,k < n,a L: R* — R" je linearni zobrazeni.
Budeme znacit vol L = v/det LTL.



Lemma 19.8

Necht k,n € N,k < n, aL: RK — R" je prosté linearni
zobrazeni. Potom pro kaZdou \-méfitelnou mnoZinu
A C R¥ plati

AK(L(A)) = Vdet LTL - \K(A).

Oznaceni
Necht k,n € N,k < n,a L: R* — R" je linearni zobrazeni.
Budeme znacit vol L = v/det LTL.

Definice

Necht k,n € N, k < n, G C R¥ je oteviena mnozina a

¢: G — R". Rekneme, Ze ¢ je regularni na G, jestlize je
tridy 4" na G a ¢/(x) je prosté pro kazdé x € G.



Lemma 19.9

Necht k,n € N, k < n, G C R¥ je oteviena mnoZina,

¢: G — R" je prosté regularni zobrazeni, x € Gap > 1.
Potom existuje okoli V bodu x takové, Ze

(a) zobrazeni'y — o(¢'(x)~'(y)) je B-lipschitzovské na
¢ (x)(V),



Lemma 19.9

Necht k,n € N, k < n, G C R¥ je oteviena mnoZina,

¢: G — R" je prosté regularni zobrazeni, x € Gap > 1.

Potom existuje okoli V bodu x takové, Ze

(a) zobrazeni'y — o(¢'(x)~'(y)) je B-lipschitzovské na
¢ (x)(V),

(b) zobrazeni z — ¢'(x)(¢'(2)) je B-lipschitzovské na
p(V).



o(V)

Rn

¢'(x)
)



o(V)




@' (x)7!

o(V)

Rn

pog’ (x)
—1

(9]



o(V)

Rn

¢'(x)



Lemma 19.10

Necht k,n € N, k < n, G c R¥ je oteviena mnozina,

¢: G — R" je prosté regularni zobrazeni, x € Gaa > 1.
Potom existuje okoli V bodu x takové, Ze pro kaZdou
MK-méitelnou E C V plati

a‘1/vol ¢ (D d N (1) < K ((E)) < a/volgo’(t)dAk(t).



Véta 19.11 (area formule)

Necht k,n € N, k < n, G C R¥ je oteviena mnoZina,
¢: G — R" je prosté regularni zobrazeni a f: ¢(G) — R je
K -méfitelna. Potom plati

/ F(x)d % (x /f ))vol /(1) d (1),
©(G)

pokud integral na pravé strané konverguje.



>

Q>



Area formule




Area formule




Area formule




Véta 19.12 (coarea formule)

Necht k,n € N,k > n, ¢: R — R" je lipschitzovské
zobrazeni, f: R* — R je \¢-integrovatelnd funkce. Potom
plati

| fx )\/det(e(X)(x)T) d A< (x)

_ /R | /@ L AEx)) dN(y).



Coarea formule

e 100V det(e () (0T 8 X 00 = [

. (/«»—1({”) 1) d#4"00)) dA"(y).

R




Coarea formule

’ ’ k _ k—n n
e 100V eette ) (0T X 0 = [ (/w_w”f(x)dyf (0) dA"(9).

G K
ok

R R”



Coarea formule

’ ’ k _ k—n n
e 100V eette ) (0T X 0 = [ (/w_w”f(x)dyf (0) dA"(9).

G

R R”



Coarea formule

’ ’ k _ k—n n .
e 100V eette ) (0T X 0 = [ (/w_w”f(x)dyf (0) dA"()




Coarea formule

’ ’ k _ k—n n .
e 100V eette ) (0T X 0 = [ (4_1({y})f(x)dyf (0) dA"()




Dusledek 19.13
Necht f: RX — R je \*-integrovatelna funkce. Potom plati

[ 00dx ) - /O h ( /{ o o d (X)) dA'(r).



19.2 KFivky, plochy a jejich orientace

Definice

Necht k,n € N, k < n. Rekneme, ze neprazdna mnozina
M c R" je k-dimenzionalni plocha (kratce k-plocha),
jestlize pro kazdé x € M existuje oteviena mnozina

G c R* a regularni homeomorfismus ¢: G — R” takovy,
Zze x € ¢(G) C M a p(G) je oteviend v M.



Definice

Necht k,n € R" k < n, M je k-plocha a x € M. Pak
vektor v € R" nazveme teénym vektorem k plose M v
bodé x, jestlize v = 0 nebo existuje otevieny interval /,
regularni zobrazeni c: | - M a t, € | takové, Ze c(f) = x

acl(t)=v.



Definice

Necht k,n € R" k < n, M je k-plocha a x € M. Pak
vektor v € R" nazveme teénym vektorem k plose M v
bodé x, jestlize v = 0 nebo existuje otevieny interval /,
regularni zobrazeni c: | - M a t, € | takové, Ze c(f) = x
a c(f) = v. Mnozinu vSech tecnych vektoru k plose M v
bodé x nazyvame teénym prostorem k ploSe M v bodé x
a znacime T,(M).



Véta 19.14
Necht k,ne N,k < n, M C R" je k-plocha a x € M.
Potom plati:

(a) Tx(M) je k-dimenzionalni vektorovy prostor,



Véta 19.14

Necht k,ne N,k < n, M C R" je k-plocha a x € M.

Potom plati:

(a) Tx(M) je k-dimenzionalni vektorovy prostor,

(b) je-li G C R¥ otevienda mnoZina,ac Gay: G — R" je
regularni homeomorfismus takovy, Ze
x = p(a) € o(G) C M a o(G) je oteviena v M, potom
¢'(a)(R") = Tu(M).



Véta 19.14

Necht k,ne N,k < n, M C R" je k-plocha a x € M.

Potom plati:

(a) Tx(M) je k-dimenzionalni vektorovy prostor,

(b) je-li G C R¥ otevienda mnoZina,ac Gay: G — R" je
regularni homeomorfismus takovy, Ze
x = p(a) € o(G) C M a o(G) je oteviena v M, potom
¢'(a)(R") = Tu(M).

Definice

Necht M c R” je (n — 1)-plocha a x € M. Rekneme, Ze
v € R" je normalovy vektor k plose M v bodé x, jestlize
v e T(M)*L.



Definice
Necht ne N,n> 1, u',...,u"" € R". Pak definujeme
vektorovy soucin vektort u', ..., u"" pfedpisem

U1 X oo X Un_1 = (det([el, U1 goee ey un_1]),r'7:1 € Rn'



Definice

Necht ne N,n> 1, u',...,u"" € R". Pak definujeme
vektorovy soucin vektort u', ..., u"" pfedpisem
u' x-ox U = (det([e, U, u™Y])T, € R

Véta 19.15 (vlastnosti vektorového soucinu)
Nechtne N,n>1,au',...,u"' € R".
(a) Pro kaZzdé v € R" plati

(v,u' x - x u" ") =det[v,d",...,u" ]



Definice

Necht ne N,n> 1, u',...,u"" € R". Pak definujeme
vektorovy soucin vektort u', ..., u"" pfedpisem
u' x-ox U = (det([e, U, u™Y])T, € R

Véta 19.15 (vlastnosti vektorového soucinu)

Nechtne N,n>1,au',...,u"' € R".
(a) Pro kaZzdé v € R" plati
(v,u' x - x u" ") =det[v,d",...,u" ]
(b) Vektory u',...,u"" jsou linearné zavislé, praveé kdyz

u' x - xu™t=0.



Definice
Necht ne N,n> 1, u',...,u"" € R". Pak definujeme
vektorovy soucin vektort u', ..., u"" pfedpisem

U1 X oo X Un_1 = (det([el, U‘I goee ey un_1]),r'7:1 € Rn'

Véta 19.15 (vlastnosti vektorového soucinu)

Nechtne N,n>1,au',...,u"' € R".
(a) Pro kaZzdé v € R" plati
(v,u' x - x u" ") =det[v,d",...,u" ]
(b) Vektory u',...,u"" jsou linearné zavislé, praveé kdyz

u' x---xu™'=0.
(c) Prokazdéic {1,...,n} plati (u',u' x ---x u™") =0,



Definice
Necht ne N,n> 1, u',...,u"" € R". Pak definujeme
vektorovy soucin vektort u', ..., u"" pfedpisem

U1 X oo X Un_1 = (det([el, U‘I goee ey un_1]),r'7:1 € Rn'

Véta 19.15 (vlastnosti vektorového soucinu)

Nechtne N,n>1,au',...,u"' € R".
(a) Pro kaZzdé v € R" plati
(v,u' x - x u" ") =det[v,d",...,u" ]
(b) Vektory u',...,u"" jsou linearné zavislé, praveé kdyz
u' x - xu™t=0.
(c) Prokazdéic {1,....,n} plati (u',u' x ---x u"1) =0.

(d) Plati||u' x --- x u" || = vol[u', ..., u""].



Definice

Necht ne N,n>1,a M c R" je (n— 1)-plocha.
Orientaci M rozumime spojité zobrazeni v: M — R"
takové, Ze v(x) € Ty(M)* a |lv(x)|| = 1 pro kazdé x € M.



Lemma 19.16
Necht ne N,n>1,Q C R" je oteviena a z € H(Q).

(R) Necht existuje okoli U bodu z a rozhranicujici
funkce h: U — R takova, Ze h € €'(U), Vh(z) # 0 a
UNnQ={xeU h(x)<D0}.

Potom existuje okoli V C U bodu z takové, Ze V N H(Q) je

(n —1)-plocha. Vektor va(2) = rpe)y je jednotkovy

normalovy vektor v bodé z k V N H(Q2) a nezavisi na volbé

rozhranicujici funkce h.



Definice

Necht ne N,n>1,Q C R" je oteviend a z € H(Q).
Rekneme, Ze bod z je regularnim bodem hranice Q,
pokud je splnéna podminka (R) z Lemmatu 19.16 pro Q a
z. Vektor vq(2) nazyvame vnéjsSim jednotkovym
normalovym vektorem k Q v bodé z. Mnozinu vSech
regularnich bodl hranice Q znac¢ime H.(Q).



Definice

Necht ne N,n>1,Q C R" je oteviend a z € H(Q).
Rekneme, Ze bod z je regularnim bodem hranice Q,
pokud je splnéna podminka (R) z Lemmatu 19.16 pro Q a
z. Vektor vq(2) nazyvame vnéjsSim jednotkovym
normalovym vektorem k Q v bodé z. Mnozinu vSech
regularnich bodl hranice Q znac¢ime H.(Q).

Véta 19.17

Necht ne N,n > 1,Q c R", je neprazdna omezena
oteviena mnozina. Pokud H.(Q) # 0, pak H.(2) je
(n — 1)-plocha orientovana normalovym polem vq,.



Definice
Necht M C R" je 1-plocha. Orientaci M rozumime spojité

zobrazeni 7: M — R" takové, ze 7(x) € T,(M) a
Il = 1.



Definice

Necht a,b € R,a < b.

(a) Rekneme, Ze zobrazeni c¢: [a,b] — R je
(parametricka) krivka, jestlize je spojité.



Definice

Necht a,b € R,a < b.

(a) Rekneme, Ze zobrazeni c¢: [a,b] — R je
(parametricka) krivka, jestlize je spojité.

(b) Rekneme, ?e parametricka kfivka c: [a, b] — R" je
skoro regularni, pokud existuje déleni {t;}7_,
intervalu [a, b] takové, Ze

e cjetfidy €' nati_q,t],i=1,....p,
o Vtela b\ {l,...,lo}: C(t) #0.



Definice

Necht a,b € R,a < b.

(a) Rekneme, Ze zobrazeni c¢: [a,b] — R je
(parametricka) krivka, jestlize je spojité.

(b) Rekneme, ?e parametricka kfivka c: [a, b] — R" je
skoro regularni, pokud existuje déleni {t;}7_,
intervalu [a, b] takové, Ze

e cjetfidy €' nati_q,t],i=1,....p,
o Vtela b\ {l,...,lo}: C(t) #0.

(c) Rekneme, ze kfivka c: [a, b] — R” je jednoducha a

uzaviena, jestlize c|j,p) je prosté a c(a) = c(b).



Véta 19.18 (Jordan)

Necht c: [a, b] — R? je jednoducha uzaviena kfivka. Pak
existuji disjunktni oteviené souvislé mnoZiny Intc a Extc
takové, Ze Int ¢ je omezena a Ext ¢ je neomezena a plati
R2 = IntcUExtc U ¢([a, b)).



Véta 19.18 (Jordan)

Necht c: [a, b] — R? je jednoducha uzaviena kfivka. Pak
existuji disjunktni oteviené souvislé mnoZiny Intc a Extc
takové, Ze Int ¢ je omezena a Ext ¢ je neomezena a plati
R2 = Intc U Extc U ¢([a, b]). Navic plati

H(Intc) = H(Extc) = ¢(]a, b)]).



Véta 19.18 (Jordan)

Necht c: [a, b] — R? je jednoducha uzaviena kfivka. Pak
existuji disjunktni oteviené souvislé mnoZiny Intc a Extc
takové, Ze Int ¢ je omezena a Ext ¢ je neomezena a plati
R2 = Intc U Extc U ¢([a, b]). Navic plati

H(Intc) = H(Extc) = ¢(]a, b)]).

Véta 19.19

Necht c: [a, b] — R? je skoro regularni jednoducha
uzavrena krivka. Potom vdechny body mnoZiny H(Int c)
az na konec¢né mnoho jsou regularnimi body H(Int c).



Definice
Necht M C R" je (n — 1)-plocha orientovana normélovym

polem v a f: M — R". Tok vektorového pole f
orientovanou plochou (M, v) definujeme jako

/M (Hy). () d 2" (),

pokud integral konverguije.



19.3 Gaussova, Greenova a Stokesova véta

Definice
Necht U c R” je oteviena mnozinaa f: U — R" je

zobrazeni tfidy €. Pro x € U definujeme divergenci
vektorového pole f v bodé x € U predpisem

div f(x Z ax



Veta 19.20 (Gaussova veéta o divergenci)

Necht ne N,n> 1, Q Cc R" je omezena oteviena
neprdzdna mnozina, 7" (H(Q)) < oo,

A" (H(Q) \ H(Q)) = 0 af je vektorové pole z R" do
R", které je tfidy €' na oteviené mnoZiné obsahujici Q.
Pak plati

| () a) e () = [ dv i dax).
H(Q) Q



Lemma 19.21 (rozklad jednotky)

Necht ne€ N ac € R, > 0. Pak existuji funkce

wj: R" — R,j € N, takove, Ze pro kazdé j € N plati

(a) wj je nezaporna,

(b) w; je tiidy ¢'(R"),

(c) diamsptw; < ¢,

a pro kazdé x € R"”

(d) S w(x) =1,

(e) existuje okoli U C R" bodu x takové, Ze mnoZina
{J € N; sptw;n U # 0} je konecna.



Lemma 19.22

Necht' V je realny unitarni prostor dimenzene N, v € V
av # 0. Potom existuji vektory u', ..., u" € V, které tvori
ortonormalni bazi V a pro kazdé i € {1, ..., n} plati
(v,u’) > 0.



Lemma 19.23

Necht ne N,n> 1, Q C R” je oteviena mnoZina,

z € H(Q) je regularni bod hranice Q, i € {1,...,n} a
va(z); > 0. Potom existuje oteviena mnozina W c R
obsahujici bod z* = [z, ...,Zi_1, Ziy1, . . ., Zn], Oteviena
mnoZina H C R obsahujici bod z; a funkce o: W — H
takova, Ze o € €'(W) a

{xeR" [x1,...,Xi_1,Xis1,...,Xn) € W, Xx; € H,
Xi < ©(Xt, ., Xict, Xig 1, Xn) }
={xeQ; [X1, ..., Xi—1, Xix1,.. ., Xa] € W, x; € H}.



K dikazu Lemmatu 19.23

h:-U—R

m U C R"jeoteviena, z € U,
mhe?'(U),22(2)>0

7 OXn

m{xeU hx)<0}=UnQ



K dikazu Lemmatu 19.23




K dikazu Lemmatu 19.23




K dikazu Lemmatu 19.23




Lemma 19.24

Necht Q a f jsou jako ve Véte 19.20a S: R" — R" je
linearni izometrie. Potom pro kaZdy regularni bod z
hranice Q2 je bod S(z) regularnim bodem hranice S(Q2) a
plati vs)(S(2)) = Sva(z). Dale plati

/ divFxX)dA(x) = | div(SofoST)(X)dA(X),
Q S(Q)

(f(y), va(y))d 2" (y)
H(Q)

:/ (SofoST(¥),vs@ (7)) d 2" (7).
H(S())



K Lemmatu 19.24

S(2)



K Lemmatu 19.24

S vs(2)(S(2))

ve(2) N\

S(2)



K Lemmatu 19.24

S vs(2)(S(2))

S(2)



K Lemmatu 19.24

S vs(2)(8(2))

S(2)



Lemma 19.25

Necht Q2 c R" je oteviena omezena mnozina a

z € H.(Q) U Q. Potom existuje oteviend mnoZina U C R"
obsahujici z takova, Ze pro kaZzdé vektorové pole f z R"
do R", které je tfidy €' na oteviené mnoziné obsahujici Q
asptf c U, plati

/L’(Q)<f(y),u9(y)>d%”‘1(y) = /Qdiv f(x)d \"(x).



K dikazu Lemmatu 19.25




K dikazu Lemmatu 19.25




K dikazu Lemmatu 19.25




K dikazu Lemmatu 19.25

Dokazujeme

n—1 _ afﬂ
Lo, H0 e ) = [ 2

(x)d A"(x).



K dikazu Lemmatu 19.25

Dokazujeme

i [ O .
/H o fn(¥)va(y)ad 2" (y) = /Q I ) AN(x).

Vypocet pravé strany

/ oy O VX (W, on(W)) A A" (w).

0Xp W,



K dikazu Lemmatu 19.25

Vypocet levé strany
v Wy — R p(w) = [w, pp(w)]




Lemma 19.26
Necht Q a f jsou jako ve Veéte 19.20 a
sptf N (H(Q)\ H.(Q)) = 0. Potom

/H m)<f(y),m(y)>d%”—1(y) = /Q div f(x) d A"(x).



Lemma 19.27
Necht ne N,n> 1, N C R" je kompaktni a #"~"(N) = 0.
Potom existuji ¢! funkce v,: R" — [0, 1], m € N, takové,
Ze plati:

(@) Vim — XRm\N»

() JIVVm(x)[[dA"(x) — O,

(c) pro kazdé m € N existuje oteviena mnozina G,, C R"

obsahujici N takova, Ze Vp|g, = 0.



Maxwellovy rovnice

divE = 2
€0
0B
rotE_—E
divB=0

2r0tB= — + L
c” rot t+go

E = elektrické pole, B = magnetické pole, ¢ = rychlost
svétla, ...



Definice

(a) Necht U c R? je oteviena mnozinaa f: U — R? je
zobrazeni tfidy €. Pro x € U definujeme rotaci
vektorového pole f v bodé x € U predpisem

o of,

rotf(x) = 8_)(1(X - 8_)(2()()'



Definice

(a) Necht U c R? je oteviena mnozinaa f: U — R? je
zobrazeni tfidy €. Pro x € U definujeme rotaci
vektorového pole f v bodé x € U predpisem

o of,

rotf(x) = 8_)(1(X - 8_)(2()()'

(b) Necht U c R3 je oteviena mnozinaa f: U — R3je
zobrazeni tfidy €. Pro x € U definujeme rotaci
vektorového pole f v bodé x € U predpisem

ot f(x) = [ 42 (x)~ 5 (x). 52 (0~ 52.(x). 5(0) 4 (x)].



Véta 19.28 (Green)

Necht' Q C R? je omezena oteviena neprazdna mnozina,
AT (H(Q)) < oo, #71(H(Q) \ Ho(R2)) = 0 a f je vektorové
pole z R? do R?, které je tfidy €' na oteviené mnozing
obsahujici Q. Necht 7q: H,(Q) — R? je tec¢né vektorové
pole k H.(Q2) definované predpisem 1q(y) = — x va(y).
Pak plati

(F(y) 7a(y)) d A (y) = / rot £(x) d A2(x).

H(Q) Q



Definice

Necht c: [a, b] — R” je skoro regulérni kfivka.

(a) Necht g je funkce z R" do R. Krivkovy integral
prvniho druhu [ gd s definujeme jako

/g ) (D] dt,

pokud tento integral konverguje.

(b) Necht f je vektorové pole z R" do R". Kfrivkovy
integral druhého druhu | f - d ¢ definujeme jako

b
/a (F(e(t). (1) dt.

pokud tento integral konverguje.



Véta 19.29

Necht c: [a, b] — R? je skoro regularni jednoducha
uzavrend krivka a f je vektorové pole z R? do R?, které je
tiidy €' na oteviené mnoZiné obsahujici Int c. JestliZze
existuje t € [a, b] takové, Ze det[vq(c(t)), c/(t)] > 0, pak

plati
/f~dc _ / ot F(x)d A2(x).
c Intc



Definice

Necht G C R3 je 2-plocha orientovana normalovym
polem v, Q C G je relativné otevienav GaQ\ Q c G.
Rekneme, Ze z € Hg(Q) je regularnim bodem hranice Q
vzhledem ke G, jestlize existuje okoli U bodu z a funkce
h: U — R tfidy ¢ takova, Ze v(z) x Vh(z) #0 a
{xeGnU; h(x)<0}=QnU.



Definice
Necht G C R3 je 2-plocha orientovana normalovym
polem v, Q C G je relativné otevienav GaQ\ Q c G.
Rekneme, Ze z € Hg(Q) je regularnim bodem hranice Q
vzhledem ke G, jestlize existuje okoli U bodu z a funkce
h: U — R tfidy ¢ takova, Ze v(z) x Vh(z) #0 a
{xe GnU; h(x) <0} =QnU.V takovém bodé
definujeme ) ho)

v(z) x Vh(z

242 = (@) < V)T

























Véta 19.30

Necht G, v a2 jsou jako v pfedchozi definici. Oznacme
Hs(Q).. mnoZinu vdech regularnich bodu hranice Q
vzhledem ke G. Potom je Hg(R2). 1-plocha a 1q, je
orientace Hg(Q2)..



Véta 19.30

Necht G, v a2 jsou jako v pfedchozi definici. Oznacme
Hs(Q).. mnoZinu vdech regularnich bodu hranice Q
vzhledem ke G. Potom je Hg(R2). 1-plocha a 1q, je
orientace Hg(Q2)..

Véta 19.31 (Stokes)

Necht G, v a {2 jsou jako v pfedchozi definici.
Predpokladejme déle, Ze Q) je omezend, 7#'(Hg(Q)) <
a " (Hg(Q) \ Ha().) = 0. Necht vektorové pole f z R®
do R? je tfidy €' na oteviené mnoZiné obsahujici Q.
Potom

[, ) e @) = [ ot v 0 7).

Q



[, () @) = [ ot v 0 %),



19.4 Hlavni véta teorie pole

Véta 19.32 (véta o potencialu)

Necht Q C R" je oteviena mnoZina. Necht c: [a, b] — Q
je skoro regularni kiivka a u: Q — R je funkce tfidy €.
Potom

u(e(b)) — u(c(a)) = /CVu-dc.



Definice

Rekneme, e mnozina U c R" je hvézdicovita, jestlize
existuje a € U takovy, ze pro kazdé x € U plati
{a+t(x —a); te[0,1]} C U.



Definice

Rekneme, e mnozina U c R" je hvézdicovita, jestlize
existuje a € U takovy, ze pro kazdé x € U plati
{a+t(x —a); te[0,1]} C U.

Definice

Necht Q C R" je mnozina, f: Q2 — R” je vektorové pole a
u: Q — R. Rekneme, Ze u je potencial pole f na Q,
jestlize pro kazdé x € Q plati Vu(x) = f(x). Vektorové
pole, které ma potencial, nazyvame potencialni.



Véta 19.33 (hlavni véta teorie pole)
Necht Q2 C R" je oteviena mnoZina a f: QQ — R" je spojité
vektorove pole. UvaZujme nasledujici vyroKy:
(i) Vektorové pole f je potencialni.
(i) Pro kazdé skoro regularni kfivky
ci: [a, bl — Q,i € {1,2}, splnujici ci(a) = cx(a) a
ci(b) = co(b) plati [, f-dey = [ f-de.
(i) Prokazdei,je{1,...,n} ax € Q plati

of; of;
(x) = 2 (x).



Véta 19.33 (hlavni véta teorie pole)

Necht Q2 C R" je oteviena mnoZina a f: QQ — R" je spojité

vektorove pole. UvaZujme nasledujici vyroKy:

(i) Vektorové pole f je potencialni.

(i) Pro kazdé skoro regularni kfivky
ci: [a, bl — Q,i € {1,2}, splnujici ci(a) = cx(a) a
ci(b) = co(b) plati [, f-dey = [ f-de.

(i) Prokazdei,je{1,...,n} ax € Q plati
H(x) = 5(%).

Potom plati:
(@) (i) « (i)



Véta 19.33 (hlavni véta teorie pole)

Necht Q2 C R" je oteviena mnoZina a f: QQ — R" je spojité

vektorove pole. UvaZujme nasledujici vyroKy:

(i) Vektorové pole f je potencialni.

(i) Pro kazdé skoro regularni kfivky
ci: [a, bl — Q,i € {1,2}, splnujici ci(a) = cx(a) a
ci(b) = co(b) plati [, f-dey = [ f-de.

(i) Prokazdei,je{1,...,n} ax € Q plati
H(x) = 5(%).

Potom plati:

(@) (i) < (i)

(b) Je-li f tridy €, pak (i) = (iii).



Véta 19.33 (hlavni véta teorie pole)

Necht Q2 C R" je oteviena mnoZina a f: QQ — R" je spojité

vektorove pole. UvaZujme nasledujici vyroKy:

(i) Vektorové pole f je potencialni.

(i) Pro kazdé skoro regularni kfivky
ci: [a, bl — Q,i € {1,2}, splnujici ci(a) = cx(a) a
ci(b) = co(b) plati [, f-dey = [ f-de.

(i) Prokazdei,je{1,...,n} ax € Q plati
() = 50,

Potom plati:

(@) (i) < (i)

(b) Je-li f tridy €, pak (i) = (iii).

(c) Je-li f tridy €' a Q je hvezdicovita, pak (iii) = (i).



Definice
(a) Necht k,n € N,k < n, G C R je oteviena,
®: G — R" je zobrazeni tfidy ¢ a g je funkce z R”

do R. Plo$ny integral prvniho druhu [, gd S
definujeme jako

/ g(o(t)) -vol d'(t)dt,
G

pokud tento integral konverguje.



Definice

(a) Necht k,n € N,k < n, G C R je oteviena,
®: G — R" je zobrazeni tfidy ¢ a g je funkce z R”
do R. Plo$ny integral prvniho druhu [, gd S
definujeme jako

/ g(o(t)) -vol d'(t)dt,
G

pokud tento integral konverguije.

(b) Necht ne N, G c R"" je oteviena, »: G — R" je
zobrazeni tfidy ¢ a f je vektorové pole z R” do R”".
Plosny integral druhého druhu |, f- d ¢ definujeme
jako

od
f(d t))dt,
/< 3t1 8 51‘n71( ))



20. Absolutné spojité funkce a funkce s konecnou variaci



20.1 Diferencovatelnost skoro vSude

Lemma 20.1 (lemma o vychazejicim slunci)
Necht h je spojita funkce na [a, b]. Oznacme

Ei ={x e (ab); I € (x,b): h(¢) > h(x)},
E; ={xe(ab), I € (a,x): h(§) > h(x)}.



20.1 Diferencovatelnost skoro vSude

Lemma 20.1 (lemma o vychazejicim slunci)
Necht h je spojita funkce na [a, b]. Oznacme

Ei ={x e (ab); I € (x,b): h(¢) > h(x)},
E; ={xe(ab), I € (a,x): h(§) > h(x)}.

Potom plati

(a) E;i je sjednocenim disjunktnich intervald
(@, by).j € N, kde h(g) < h(b;),



20.1 Diferencovatelnost skoro vSude

Lemma 20.1 (lemma o vychazejicim slunci)
Necht h je spojita funkce na [a, b]. Oznacme

Ei ={x e (ab); I € (x,b): h(¢) > h(x)},
E; ={xe(ab), I € (a,x): h(§) > h(x)}.

Potom plati

(a) E;i je sjednocenim disjunktnich intervald
(aj, bj),j € N, kde h(aj) < h(bj),

(b) E: je sjednocenim disjunktnich intervalti (¢;, d;),j € N,
kde h(c)) > h(d)).





















X



X



X



X



X






Lemma 20.2
Necht f je neklesajici lipschitzovska funkce na intervalu
[a, b]. Potom ma f koneCnou derivaci s.v. v intervalu [a, b].



K dukazu Lemmatu 20.2. Necht f je funkce definovand
na okoli bodu x € R. Derivovana ¢isla jsou definovana
predpisy:

D f(x) = tir&sup{%; yexx+ t)},
D.f(x) = tir&inf{%; yex x+ t)},
D~ f(x) = tir&sup{w; ye(x—t, x)},

D_f(x) = lim inf{%; ye (x—t,x)}.



K dukazu Lemmatu 20.2. Necht f je funkce definovand
na okoli bodu x € R. Derivovana ¢isla jsou definovana
predpisy:

D f(x) = tir&sup{%; yexx+ t)},
D.f(x) = tir&inf{%; yex x+ t)},
D~ f(x) = tir&sup{w; ye(x—t, x)},

D_f(x) = lim inf{%; ye (x—t,x)}.



Derivovana cisla

" DL f()




Véta 20.3 (Lebesgue)

Necht' f je monotonni funkce na intervalu [a, b]. Potom
ma f kone€nou derivaci s.v. v intervalu [a, b).



Véta 20.3 (Lebesgue)
Necht' f je monotonni funkce na intervalu [a, b]. Potom
ma f kone€nou derivaci s.v. v intervalu [a, b).

Lemma 20.4
Necht f je K-lipschitzovska funkce na mnoziné E C R.
Potom \*(f(E)) < KX*(E).



Véta 20.3 (Lebesgue)

Necht' f je monotonni funkce na intervalu [a, b]. Potom
ma f kone€nou derivaci s.v. v intervalu [a, b).

Lemma 20.4
Necht f je K-lipschitzovska funkce na mnoziné E C R.
Potom \*(f(E)) < KX*(E).

Lemma 20.5
Necht' f: [a,b] = R, EC[a,b], KE RK>0,a
If'(x)| < K pro kazdé x € E. Potom \*(f(E)) < KA*(E).



Véta 20.6
Necht f je neklesajici funkce na intervalu [a, b]. Potom

fle Z'(abl)a[lf <f(b)-f(a).



20.2 Funkce s konec¢nou variaci

Definice
Necht f: [a, b] — C. Variaci funkce f na intervalu [a, b]
definujeme predpisem

VE(f) = sup{Zn: 1F(x;) — f(xi_1)]; {x}L, je déleni [a, b]}.



20.2 Funkce s konec¢nou variaci

Definice
Necht f: [a, b] — C. Variaci funkce f na intervalu [a, b]

definujeme predpisem
VE() = sup{ 3" I7(x) — f(xi-1)l; {xi}o je d&len [a, b]}.
i=1

Rekneme, Ze funkce g: | — C mé& na intervalu / ¢ R
omezenou variaci, jestlize existuje K € R takové, Ze
Vb(g) < K pro kazdy interval [a, b] C I. Mnozinu véech
funkci s omezenou variaci na intervalu / znacime BV(/).



Véta 20.7

Necht f: [a, b] — R. Plati f € BV([a, b]), pravé kdyz
existuji neklesajici a omezené funkce g, h: [a, b] — R,
takove, Ze f = g — h.



Véta 20.7

Necht f: [a, b] — R. Plati f € BV([a, b]), pravé kdyz
existuji neklesajici a omezené funkce g, h: [a, b] — R,
takove, Ze f = g — h.

Véta 20.8

Necht f € BV(|a, b]). Potom ma f vilastni derivaci skoro
vSude v [a, b].



20.3 Absolutné spoijité funkce

Definice

Rekneme, Ze funkce f: [a, b] — R je absolutné spojita
na intervalu [a, b], jestlize pro kazdé ¢ € R, > 0, existuje
0 € R,6 > 0, takové, ze pro kazdou konecnou
posloupnostbodiia<a; <b; <---<a,<b,<b
splfujici Y7, (b — &) < d plati Y7 [f(by) — f(a))] <e.
Mnozinu vSech absolutné spojitych funkci na intervalu

[a, b] znaCime AC([a, b]).



Veta 20.9

(a) Jestlize f € AC([a, b]), potom f'(x) existuje s.v. v
[a, b], f € .,%1([3 b)) a pro kazdé x, y < [a, b], x < y,
plati f(y) =[Jf.



Veta 20.9

(a) Jestlize f € AC([a, b]), potom f'(x) existuje s.v. v
[a, b], f € .,%1([3 b)) a pro kazdé x, y < [a, b], x < y,
plati f(y) =[Jf.

(b) Necht ¢ € .,2”1([3, b)) af(x) = [Jo(t)dt, x € [a, b].
Potom f € AC([a, b]) a f'(x) = ¢(x) s.v. v|a, b).



Véta 20.10 (integrace per partes)
Necht f, g € AC([a, b]). Potom

b b
/ f'g = [fgl; - / fg'
a a



21. Fourierovy rady



21.1 Zakladni pojmy

Definice

(a) Trigonometrickou Fadou rozumime fadu funkci

[e.o]
Z Cx eikx7

k=—o0

kde ¢k € C, k € Z.



21.1 Zakladni pojmy

Definice

(a) Trigonometrickou Fadou rozumime fadu funkci

[e.o]
j{: CkeMx7

k=—o0

kde ¢k € C, k € Z.
(b) Trigonometrickym polynomem rozumime funkci
tvaru
n
X Y cke™,

k=—n

kdene NU{0},ckeC,k=—n,....n



Rovnice vedeni tepla

Uvazujme rovnici vedeni tepla

ou  &u

ot ox®



Rovnice vedeni tepla

Uvazujme rovnici vedeni tepla
ou _ ePu
ot 0x2’

Hledame funkci u: R x [0, 00) — R, ktera fesi (1) a navic

splnuje pocateCni podminku u(x,0) = f(x), kde f je dana
2rn-periodicka funkce.

(1)



Rovnice vedeni tepla

Hledejme nejprve feSeni (1) ve tvaru u(x, t) = A(x)B(t),
kde A, B jsou nenulové dostatecné hladké funkce.



Rovnice vedeni tepla

Hledejme nejprve feSeni (1) ve tvaru u(x, t) = A(x)B(t),
kde A, B jsou nenulové dostatecné hladké funkce.
Po dosazeni dostdvame na A, B podminku

B(t) A(x)
B(t) A(x)




Rovnice vedeni tepla

Hledejme nejprve feSeni (1) ve tvaru u(x, t) = A(x)B(t),
kde A, B jsou nenulové dostatecné hladké funkce.
Po dosazeni dostdvame na A, B podminku

B(t) _ A"(x)
B(t) A(x)’

Leva strana zavisi pouze na t a prava pouze na x. Proto
musi byt oba vyrazy nezavislé na t, resp. x, a tedy
konstatni.



Rovnice vedeni tepla

Hledejme nejprve feSeni (1) ve tvaru u(x, t) = A(x)B(t),
kde A, B jsou nenulové dostatecné hladké funkce.
Po dosazeni dostdvame na A, B podminku

B(t) _ A"(x)
B(t) A(x)’

Leva strana zavisi pouze na t a prava pouze na x. Proto
musi byt oba vyrazy nezavislé na t, resp. x, a tedy
konstatni. Ozna¢me odpovidajici konstantu .



Rovnice vedeni tepla

Hledejme nejprve feSeni (1) ve tvaru u(x, t) = A(x)B(t),
kde A, B jsou nenulové dostatecné hladké funkce.
Po dosazeni dostdvame na A, B podminku

B(t) _ A"(x)
B(t) A(x)’

Leva strana zavisi pouze na t a prava pouze na x. Proto
musi byt oba vyrazy nezavislé na t, resp. x, a tedy
konstatni. Ozna¢me odpovidajici konstantu \. Funkce A
musi byt 27-periodickd, a proto A = —n?, kde n € Z.



Rovnice vedeni tepla

Hledejme nejprve feSeni (1) ve tvaru u(x, t) = A(x)B(t),
kde A, B jsou nenulové dostatecné hladké funkce.
Po dosazeni dostdvame na A, B podminku

B(t) _ A"(x)
B(t) A(x)’

Leva strana zavisi pouze na t a prava pouze na x. Proto
musi byt oba vyrazy nezavislé na t, resp. x, a tedy
konstatni. Ozna¢me odpovidajici konstantu \. Funkce A
musi byt 27-periodickd, a proto A = —n?, kde n € Z.
Funkce A je tedy linearni kombinaci funkci &™ a e~



Rovnice vedeni tepla

Hledejme nejprve feSeni (1) ve tvaru u(x, t) = A(x)B(t),
kde A, B jsou nenulové dostatecné hladké funkce.
Po dosazeni dostdvame na A, B podminku

B(t) _ A"(x)
B(t) A(x)’

Leva strana zavisi pouze na t a prava pouze na x. Proto
musi byt oba vyrazy nezavislé na t, resp. x, a tedy
konstatni. Ozna¢me odpovidajici konstantu \. Funkce A
musi byt 27-periodickd, a proto A = —n?, kde n € Z.
Funkce A je tedy linearni kombinaci funkci &™ a e=™,
Funkce B je pak nasobkem e,



Rovnice vedeni tepla

Tyto Gvahy nas vedou k hledani feSeni ve tvaru

oo
u(x,ty= > ae"'e™.

n=—oo



Rovnice vedeni tepla

Tyto Gvahy nas vedou k hledani feSeni ve tvaru

u(x,ty= > ae"'e™. (2)
n=—oo
Pro t = 0 m4 platit
u(x,0)= > a,e™.

nN=—o0



Lemma 21.1 ‘
Necht posloupnost {>;__, cxe™} ™" . konverguje
stejnomérné k f na R. Potom pro kazdé k € Z plati

1 27

Ck f(He ™ dt.



Oznaceni

(a) Mnozinu vSech 2r-periodickych funkci s hodnotami v
C, které jsou lebesgueovsky integrovatelné na
intervalu [0, 27], budeme znacit &(2r).



Oznaceni

(a) Mnozinu vSech 2r-periodickych funkci s hodnotami v
C, které jsou lebesgueovsky integrovatelné na
intervalu [0, 27], budeme znacit &(2r).

(b) Pro f € 22(27) definujeme pseudonormu predpisem

1 2w
Il = 5= [ Ile.



Zakladni pojmy

Definice (komplexni tvar Fourierovy fady)
Necht f € &7(2r). Pak definujeme

2
Fk) — 217 /0 f(te™dt, kez

Cisla ?(k), k € Z, nazyvame komplexnimi Fourierovymi
koeficienty. Radu >3° __ f(k)e™ nazyvame
komplexnim tvarem Fourierovy rady funkce f a jejim
n-tym ¢astecnym souctem rozumime

sh(x) = Z f(k)e™,  neNu{0}.

k=—n



Rekneme, 7e souéet Fourierovy fady v bodé x € R je
roven s € C, jestlize lim,_,., sf(x) = s.



J. Fourier (1768-1830)




Lemma 21.2
Necht f ¢ #(2r) a a € R. Potom

/0 T Kyt = /a ot



Oznaceni
Necht f € #2(2r) a g je esencialné omezena méfitelna
2r-periodicka funkce. Potom definujeme

fxg(x)= 21_7T/o ' f(x — Hg(t) dt.

Funkce f x g se nazyva konvoluce.



21.2 Cesarovska scitatelnost Fourierovych
rad

Definice
Rekneme, Ze fada komplexnich &isel 3°°°  a, je
scitatelna Cesarovou metodou k Cislu o € C, jestlize
plati

So+ -+ Sp

im —— =o,
n—oo n—|—1

kde s, = Y/ o &. Piseme (C) Y0 g an = o.



Oznaceni

m Profe 2(2r)ane NU{0} poloZime

ol(x) = 1 > s(x).
j=0

n+1+4



Oznaceni

m Profe 2(2r)ane NU{0} poloZime

ol(x) = L > s(x).
/=0

n+1+4

m Prone NU {0} polozime

n
Do(x) = ) e*, (Dirichletovo jadro)
k=—n

L > Di(x). (Fejérovo jadro)
=0

Kalx) = n+ 1
j




Dirichletovo jadro




Dirichletovo jadro

o




Dirichletovo jadro




Dirichletovo a Fejérovo jadro




Q>



Fejérovo jadro




Lemma 21.3 (vlastnosti Dirichletova jadra)

(a) Prokazdeé x € R\ {2kr; k € Z} plati

sin(n+ 1)x
Pl = —gntx
2



Lemma 21.3 (vlastnosti Dirichletova jadra)

(a) Prokazdeé x € R\ {2kr; k € Z} plati
sin(n+ 3)x
sin 5x

(b) Funkce D, je spojita, suda, 2r-periodicka a
D,(0) =2n+1.



Lemma 21.3 (vlastnosti Dirichletova jadra)

(a) Prokazdeé x € R\ {2kr; k € Z} plati

sin(n+ 1)x
D) = —Gnix
2

(b) Funkce D, je spojita, suda, 2r-periodicka a
D,(0) =2n+1.

(c) Plati [ Dy(x) dx = 2r.



Lemma 21.3 (vlastnosti Dirichletova jadra)

(a) Prokazdeé x € R\ {2kr; k € Z} plati

sin(n+ 1)x
D) = —Gntx
2

(b) Funkce D, je spojita, suda, 2r-periodicka a
Dn(0) =2n+1.

(c) Plati [ Dy(x) dx = 2r.

(d) Prokazdé fe &(2r),ne NU{0} ax € R plati
sf(x) = fx Dp(x).



Lemma 21.4 (vlastnosti Fejérova jadra)

(a) Prokazdé x € R\ {2km; k € Z} plati

2
1 sin 21 x
Kolx) = n+ 1 ( sinix |




Lemma 21.4 (vlastnosti Fejérova jadra)

(a) Prokazdé x € R\ {2km; k € Z} plati

2
1 sin 21 x
Kalx) = n+1 ( sin x ’

(b) Funkce K, je spajita, nezaporna, suda, 2r-periodicka
akK,0)=n+1.




Lemma 21.4 (vlastnosti Fejérova jadra)

(a) Prokazdé x € R\ {2km; k € Z} plati

2
1 sin 21 x
Kalx) = n+1 ( sin x ’

(b) Funkce K, je spajita, nezaporna, suda, 2r-periodicka
akK,0)=n+1.

(c) Plati [¥™ Kq(x) dx = 2.




Lemma 21.4 (vlastnosti Fejérova jadra)

(a) Prokazdé x € R\ {2km; k € Z} plati

2
1 sin 21 x
Kolx) = n+ 1 ( sinix |

(b) Funkce K, je spajita, nezaporna, suda, 2r-periodicka
ak,0)=n+1.

(c) Plati [¥™ Kq(x) dx = 2.

(d) Prokazde fe #(2r), ne NU{0} ax € R plati
ol (x) = f* Kn(x).




Lemma 21.4 (vlastnosti Fejérova jadra)

(a) Prokazdé x € R\ {2km; k € Z} plati

2
1 sin 21 x
Kolx) = n+ 1 < sinix |

(b) Funkce K, je spajita, nezaporna, suda, 2r-periodicka
akK,(0)=n+1.

(c) Plati [¥™ Kq(x) dx = 2.

(d) Prokazde fe #(2r), ne NU{0} ax € R plati
ol (x) = f* Kn(x).

(e) Posloupnost {K,}:, konverguje lokalné stejnomérne
k nulové funkci na intervalu (0, 27).




Véta 21.5 (Fejérova véta)
Necht f ¢ &(2r) a x € R.

(a) Ma-Ii f v bodé x konecné jednostranné limity f(x+),
f(x—), pak

lim of(x) = 1(f(x+) + f(x=)).

n—o0 2

(b) Je-li f spojita na intervalu (a, b) C R, pak {o}} ™
konverguje lokalné stejnomérné k f na (a, b).



Dasledek 21.6
Necht f: R — C je spojita 2r-periodicka funkce. Potom

existuje posloupnost trigonometrickych polynomu { Py},
ktera stejnomérné konverguje k f na R.



Véta 21.7
Necht f € 2(2r). Potom lim,,_,.. ||f — of||; = 0.



Véta 21.7
Necht f € 2(2r). Potom lim,,_,.. ||f — of||; = 0.

Veta 21.8 (Riemannovo-Lebesgueovo lemma)

A

Necht f € &7(2r). Potom limy_,. f(k) = 0.



Véta 21.7
Necht f € 2(2r). Potom lim,,_,.. ||f — of||; = 0.

Veta 21.8 (Riemannovo-Lebesgueovo lemma)

A

Necht f € &7(2r). Potom limy_,. f(k) = 0.

Véta 21.9 (o lokalizaci)
Nechte € R,e >0,x €R, f,ge Z(2r) af(t) = g(t) pro
kaZdét € (x —e,x +¢). Potomlim,_.(s!(x) — sh(x)) = 0.



Véta 21.7
Necht f € 2(2r). Potom lim,,_,.. ||f — of||; = 0.

Veta 21.8 (Riemannovo-Lebesgueovo lemma)

A

Necht f € &7(2r). Potom limy_,. f(k) = 0.

Véta 21.9 (o lokalizaci)
Nechte € R,e >0,x €R, f,ge Z(2r) af(t) = g(t) pro
kaZdét € (x —e,x +¢). Potomlim,_,..(s/(x) — s7(x)) = 0.

Véta 21.10 A
Necht f,g € 2(2r) a f(k) = 9(k) pro kaZzdé k € Z.
Potom f = g s.v.



21.3 Bodova konvergence Fourierovych rad

Véta 21.11 (Hardy)

Necht {an}° , je posloupnost komplexnich Cisel takova,
Ze existuje K € R splnujici |kax| < K pro kazdé

k € NU{0}. Pokud (C) >~ ,an= s € C, potom
208 =S



G. H. Hardy (1877-1947)




K dukazu Hardyovy véty

([A] 4+ 1)opm — (N +1)on = Spyt + - + Spny



K dukazu Hardyovy véty

([A] 4+ 1)opm — (N +1)on = Spyt + - + Spny
= ([An] = n)sy + ([An] — Nanst + -+ - + apy



K dukazu Hardyovy véty

([An] + Vopm — (n+1)on = Spp1 + - + Spag
= ([An] = n)sp + ([An] — N)ans1 + -+ + api
(] = n)(sp — an) = ((\A] + 1o — (n+ 1o,
— > (A +1 = K)ax— ([A] = n)o,

n<k<[An]



K dukazu Hardyovy véty

([An] + Vopm — (n+1)on = Spp1 + - + Spag
= ([An] = n)sp + ([An] — N)ans1 + -+ + api
(] = n)(sp — an) = ((\A] + 1o — (n+ 1o,
— > (A +1 = K)ax— ([A] = n)o,

n<k<[An]

= (A0 + Dopa — (M1 + Do = D (Ml +1—K)ax

n<k<[An]



K dukazu Hardyovy véty

([An] + Vopm — (n+1)on = Spp1 + - + Spag
= ([An] = n)sp + ([An] — N)ans1 + -+ + api
(] = n)(sp — an) = ((\A] + 1o — (n+ 1o,
— > (A +1 = K)ax— ([A] = n)o,

n<k<[An]
= (A0 + Dopa — (M1 + Do = D (Ml +1—K)ax
n<k<[An]

[An] + 1
Sp—op= [)\ ] ( T[An] _Un)



K dukazu Hardyovy véty

([An] + Vopm — (n+1)on = Spp1 + - + Spag
= ([An] = n)sp + ([An] — N)ans1 + -+ + api
(] = n)(sp — an) = ((\A] + 1o — (n+ 1o,
— > (A +1 = K)ax— ([A] = n)o,

n<k<[An]
= (A0 + Dopa — (M1 + Do = D (Ml +1—K)ax
n<k<[An]

[An] + 1
Sp—op= [)\ ] ( T[An] _Un)

L > (] +1 - k)a

] -
n<k<[An]



Lemma 21.12

Pokud f je 2r-periodicka funkce s konec¢nou variaci na
intervalu [0, 2x], potom existuje K € R takove, Ze
|kF(K)| < K pro kaZdé k € Z.



Véta 21.13 (Jordanovo-Dirichletovo kritérium)

Necht f € &2(2r) je funkce s koneCnou variaci na
intervalu [0, 27] a x € R. Potom funkce f ma v bode x

viastni limitu zprava i zleva (oznacme je f(x+) a f(x—)) a
plati

n—oo

lim s/(x) = %(f(x+) +f(x-)).



Véta 21.13 (Jordanovo-Dirichletovo kritérium)

Necht f € &2(2r) je funkce s koneCnou variaci na
intervalu [0, 2] a x € R. Potom funkce f ma v bodé x
viastni limitu zprava i zleva (oznacme je f(x+) a f(x—)) a
plati

. 1
lim sh(x) = é(f(x+) + f(x=)).
Je-li navic f spojita na otevieném intervalu | C R, pak

loc
sf = f naintervalu I.



