18 Metrické prostory III

18.1 Uplné metrické prostory — pokracovani

Véta 18.1. Necht’ (X, p) je uplny metricky prostor a { F,,}°°, je posloupnost neprdzdnych uza-
vienych podmnozin X splriujict

(@) Vne N: F,1 CF,,
(b) lim,,_,o, diam F;,, = 0.
Potom (., F, je jednobodovd mnoZina.
Definice. Necht’ (X, p) je metricky prostor a A/ C X. Rekneme, Ze M je v prostoru (X, p)

husta, jestlize M = X,

Fidka, jestlize X \ M je hust4,

1. kategorie, jestlize M = J~, M, kde M, jsou fidké v (X, p),

2. kategorie, jestlize M neni 1. kategorie,

residualni, jestlize X \ M je 1. kategorie.

Véta 18.2 (Baire). Necht’ (X, p) je tiplny metricky prostor a G C X je oteviend a neprdzdnd.
Pak G je 2. kategorie v (X, p).

Konec 1. prednésky, 22.2.2016

Definice.

(i) Necht X je mnozinaa f: X — X. Rekneme, 7¢ = € X je pevnym bodem zobrazeni f,
jestlize f(z) = x.

(ii) Necht (X, p) je metricky prostor. Rekneme, Ze zobrazeni f: X — X je kontrakce,
jestliZe existuje ¢ € [0, 1) takové, Ze plati

Va,y € X: p(f(x), f(y) < aplz,y).

Véta 18.3 (Banachova véta o kontrakci). Necht’ (X, p) je iiplny neprdzdny metricky prostor a
f: X — X je kontrakce. Pak f md prdvé jeden pevny bod.

Konec 2. prednésky, 24.2.2016



Véta 17.8 (Picard). Necht’ G C R x R" je oteviend neprazdnd mnoZzina, f: [t,x] — f(t,x) €
R"™ je spojité zobrazeni na G a je lokdlné lipschitzovské v a, tj. pro kazdy bod [¢, x| € G existuje
e € R,e > 0,aL € R takové, ze pro kazdé dva body [s, '], [s, 2?] z B([t, x|, ) mdme

1f(s.2") = f(s,2)]] < Lllz" — 7.
Jestlize [ty, °] € G, potom existuje pravé jedno maximadlni feSen{ rovnice
x' = f(t,x) (%)
spliiujici (ty) = x°.

Konec 3. prednésky, 29.2.2016

18.2 Separabilni prostory

Definice. Metricky prostor se nazyva separabilni, jestlize v ném existuje spocetna hustd podm-
nozina.

Definice. Necht' (X, p) je metricky prostor a 4 je systém otevienych podmnozin (X, p). Rekneme,
7e A je baze otevienych mnoZin, jestlize pro kazdou otevienou mnozinu G C X existuje
B+ C B takové, ze | #* = G.

Véta 18.4 (charakterizace seprabilnich prostor). Necht' (X, p) je metricky prostor. Potom je
ekvivalentni:

(i) Prostor (X, p) je separabilni.
(ii) Existuje spoletnd bdze otevienych mnoZin v prostoru (X, p).

(iii) Pro kaZdy systém & otevienych mnoZin, ktery pokryvd X, existuje spocetny systém otevienych
mnozin G* C 9, ktery pokryvd X.

Dusledek 18.5 (dédi¢nost separability). Podprostor separabilniho metrického prostoru je sepa-
rabilni.

18.3 Totalné omezené prostory

Definice. Necht’ (X, p) je metricky prostor a e € R, e > 0. Rekneme, 7ze M C X je e-sit’ v X,
jestlize pro kazdy bod x € X existuje bod y € M takovy, Ze p(x,y) < e.

Definice. Metricky prostor (X, p) se nazyva totalné omezeny, jestlize pro kazdé ¢ € R, e > 0,
existuje kone¢na e-sit’. MnoZina Y C X se nazyva totalné omezena, jestlize podprostor (Y, p)
je totdlné omezeny.

Konec 4. pfednésky, 2. 3.2016



Véta 18.6 (vlastnosti totdlné omezenych prostorti). Necht’ (X, p) je totdlné omezeny metricky
prostor. Pak plati:

(a) prostor (X, p) je omezeny,
(b) prostor (X, p) je separabilni,
(¢c) kaZdda mnoZinaY C X je totdlné omezend.

Véta 18.7 (charakterizace kompaktnich prostort). Metricky prostor (X, p) je kompaktni, prdvé
kdy? je uplny a totdlné omezeny.

Konec 5. prednésky, 7.3.2016

Dusledek 18.8. Kompakini metricky prostor je separabilni.

18.4 Souvislé metrické prostory

Definice. Necht’ (X, p) je metricky prostor. Rekneme, 7e A C X je obojetna, jestlize je zdrovei
oteviend i uzaviend v (X, p).

Definice. Metricky prostor se nazyva souvisly, neni-li sjednocenim dvou disjunktnich neprazd-
nych otevienych mnoZzin. PodmnoZzina M metrického prostoru (X, p) se nazyva souvisla, jestlize
(M, p) je souvisly.

Lemma 18.9. Necht’ (X, p) je metricky prostor, M C X a A, B C M jsou disjunktni neprdzdné
oteviené mnoZiny v (M, p) takové, Ze M = A U B. Potom existuji G a H disjunktni oteviené
mnoZiny v (X, p) takové, Ze A= M NGaB=MnNH.

Véta 18.10. Mnozina E C R je souvisld, pravé kdyZ E je interval.
Véta 18.11. Necht’ (X, p) je metricky prostor. Potom plati:
@) Je-liY C X sowvisliaY C M CY, pak M je souvisld.

(b) Necht’ I je neprdzdnd mnoZina a Y,, o € I, jsou souvislé podmnoziny X spliujici
Nucs Yo # 0. Potom |, Ya je souvisid.

Konec 6. prednasky, 9.3.2016

Véta 18.12. Necht’ (X, p) je souvisly metricky prostor, (Y, o) je metricky prostora f: X — Y
Jje spojité. Pak f(X) je souvisld.

Definice. Rekneme, Ze metricky prostor (P, p) je kiivkové souvisly, jestlize pro kazdé =,y € P
existuje spojité zobrazeni f: [0, 1] — P takové, Ze f(0) = z a f(1) = y. Rekneme, Ze mnoZina
M C P je krivkové souvisla, jestlize prostor (M, p) je kiivkové souvisly.



Véta 18.13 (vztah souvislosti a kiivkové souvislosti). Necht’ (P, p) je kfivkové souvisly metricky
protor. Potom je P souvisly.

Definice. Necht' (P, p) je metricky prostor. Rekneme, 7e M C P je komponenta (P, p), jestlize
M je maximadlni souvislda mnoZina. Komponentou mnoziny A C P, rozumime komponentu
prostoru (A, p).

Véta 18.14. Necht’ (P, p) je neprdzdny metricky prostor a . je mnoZina vSech komponent P.
Potom . obsahuje pouze neprdzdné uzaviené mnoziny, je disjunkini a | J.¥ = P.

Véta 18.15. Necht’ X je normovany linedrni prostor a G C X je oteviend. Potom komponenty
G jsou oteviené v X.

19 Krivkovy a ploSny integral

19.1 Hausdorffovy miry

Oznaceni. Necht k,n € N,k <n, ACR". Prod € R, > 0, polozme

(A, §) = inf{Zak(diamAj)k; Ac 4, diamA; < 5},
j=1 j=1

kde normalizacni ¢len o, € (0, 00) bude uréen pozdé&ji,

A (A) = sup SF(A, ).

5>0
Konec 7. pfednasky, 14.3.2016
Véta 19.1. Necht' k,n € N, k < n. Potom je 5" vnéjsi mira na R".
Definice. Necht' k,n € N, k < n. Mnozinovou funkci
A *(A), ACR?,
nazyvame k-dimenzionalni vnéjsi Hausdorffova mira na R".

Definice (TMI, Definice 11.3). Necht' (P, p) je metricky prostor. Rekneme, Ze vné&j$i mfra v na
P je metricka, jestlize pro kazdé dvé mnoziny A, B C P spliujici

inf{p(z,y); x€ A,y € B} >0
plati v(A U B) = v(A) + v(B).

Véta 19.2. Necht’ k,n € N,k < n. Potom je vnéjsi mira 7% na R" metrickd a translacné
invariantni.



Véta (TMI, Véta 11.2). Necht’ v je metrickd vnéjsi mira na metrickém prostoru (P, p). Potom je
kaZdd borelovskd podmnoZina P ~vy-méritelnd.

Disledek 19.3. Necht' k,n € N,k < n, a A C R" je borelovskd mnoZina. Potom je A *-
méritelnd.

Lemma 19.4. Necht k,n € N, k < n. Potom 0 < 2%([0,1)* x {0} ) < cc.
Oznaceni. Koeficient oy, zvolime tak, aby 52%([0,1)* x {0} ) = 1.
Konec 8. prednasky, 16.3.2016

Véta 19.5 (regularita Hausdorffovy miry). Necht’ k,n € N,k < n, a A C R". Potom existuje
borelovskd mnoZina B C R" takovd, Ze A C B a % (A) = 5%(B).

Véta 19.6. Necht’ n € Na A C R™ Potom 7" (A) = \"*(A).
Konec 9. prednésky, 21.3.2016

Véta 19.7 (vlastnosti Hausdorffovy miry).

(@) Necht' k,n € N,k < n, Q: R* — R" je izometrie a E C RF. Potom *(Q(F)) =
N (B).

(b) Necht’ k,n,m € N, k <n,k <m,a f: R" — R je B-lipschitzovské, E C R". Potom

AN (f(E)) < B (E).

(c) Necht ki, ky,n € N, ky < ko <n, A C R" Jestlite 7% (A) < oo, pak 72 (A) = 0.

Lemma 19.8. Necht k,n € N,k < n, a L: R*¥ — R" je prosté linedrni zobrazeni. Potom pro
kaZdou \*-méFitelnou mnoZinu A C R¥ plati

HF(L(A)) = Vdet LTL - \*(A).

Oznaceni. Necht k,n € N,k < n,a L: R* - R” je linedrni zobrazeni. Budeme znacit

vol L = v/det LT L.

Definice. Necht' k,n € N,k < n, G C R” je oteviend mnoZina a ¢: G — R™. Rekneme, 7e ¢
je regularni na G, jestlize je tifdy 4! na G a ¢'(x) je prosté pro kazdé x € G.

Konec 10. prednasky, 23.3.2016

Lemma 19.9. Necht' k,n € N,k < n, G C R* je oteviend mnozina, p: G — R" je prosté
reguldrni zobrazeni, x € G a 3 > 1. Potom existuje okoli V bodu x takové, Ze

(a) zobrazeniy — o (¢'(x)" (y)) je B-lipschitzovské na ' (z)(V),



(b) zobrazeni z — ¢'(z) (¢ (2)) je B-lipschitzovské na (V).

Lemma 19.10. Necht k,n € N,k < n, G C R* je oteviend mnoZina, ¢: G — R" je prosté
reguldrni zobrazeni, * € G a o > 1. Potom existuje okoli V bodu x takové, Ze pro kaZdou
Ne-mé¥itelnou E C 'V plati

a_l/ vol ¢/ (t) d N*(t) < A" (p(E)) < a/ vol o/ (t) d \¥(2).

Konec 11. pfednasky, 30.3.2016

Véta 19.11 (area formule). Necht' k,n € N,k < n, G C R* je oteviend mnoZina, ¢: G — R"
je prosté reguldrni zobrazeni a f: ¢(G) — R je *-méFitelnd. Potom plati

/'fmd%ﬂmz/ﬂammmvmﬁ@,
o(G) G

pokud integrdl na pravé strané konverguje.

Véta 19.12 (coarea formule). Necht' k,n € N,k > n, ¢: R¥ — R" je lipschitzovské zobrazent,
f: R*¥ — R je N-integrovatelnd funkce. Potom plati

| e )

:/xéﬁwﬁ@M%W%Mdv@.

Disledek 19.13. Necht’ f: R* — R je \f-integrovatelnd funkce. Potom plati

[ f@aN@) = /0 h ( /{ I A (@) AN (1),

19.2 KFrivky, plochy a jejich orientace

Definice. Necht k,n € N,k < n. Rekneme, Ze neprizdnd mnoZina M C R" je k-dimen-
zionalni plocha (krétce k-plocha), jestlize pro kazdé x € M existuje oteviend mnoZina G C R*
a regularni homeomorfismus ¢: G — R™ takovy, Ze = € p(G) C M a ¢(G) je oteviend v M.

Konec 12. prednasky, 4.4.2016

Definice. Necht' k,n € R" k < n, M je k-plocha a x € M. Pak vektor v € R" nazveme
tecnym vektorem k plose M v bodé z, jestlize v = 0 nebo existuje otevieny interval /, regularn{
zobrazeni c: [ — M at € I takové, Ze c(tg) = = a c/(tp) = v. Mnozinu vSech te¢nych vektort
k plose M v bodé x nazyvame te¢nym prostorem k plose M v bodé = a znacime T,,(M ).

Véta 19.14. Necht’ k,n € N,k <n, M C R" je k-plocha a x € M. Potom plati:



(a) T,(M) je k-dimenziondlni vektorovy prostor,

(b) je-li G C RF oteviend mnoZina, a € G a p: G — R" je reguldrni homeomorfismus
takovy, Ze x = p(a) € p(G) C M a o(G) je oteviend v M, potom ¢'(a)(RF) = T, (M).

Definice. Necht M C R” je (n — 1)-plocha a z € M. Rekneme, 7e v € R" je normalovy
vektor k plose M v bod¢ , jestlize v € T,,(M)*.

Definice. Necht n € N,n > 1, u!,..., u"! € R". Pak definujeme vektorovy soucin vektord
ul, ..., u""! pfedpisem

u' x o xu = (det([e', u ,u"_l]):.;l e R".
Véta 19.15 (vlastnosti vektorového soudinu). Necht' n € N,n > 1, au',...,u" ! € R"

(a) Pro kazdé v € R" plati

(v,ut x - x u" 1) = detfv,u’, ..., u"].
(b) Vektory u,... u""! jsou linedrné zdavislé, pravé kdyZ u' x --- x u"~ ! = 0.
(c) Prokazdéi € {1,...,n} plati (v, u* x -+ x u"1) = 0.

(d) Plati

ut x - x a7 = vol[ut, L um .

Konec 13. prednasky, 6.4.2016

Definice. Necht' n € N;n > 1,a M C R" je (n — 1)-plocha. Orientaci M rozumime spojité
zobrazeni v: M — R" takové, Ze v(z) € T,(M)* a ||v(x)| = 1 pro kazdé x € M.

Lemma 19.16. Necht’ n € N,n > 1, Q C R" je oteviend a z € H(Q).

(R) Necht’ existuje okoli U bodu = a rozhraniéujici funkce h: U — R takovd, Ze h € € (U),
Vh(z) #0aUNQ={xeU; h(z) <0}.

Potom existuje okoli V- C U bodu z takové, ze V N H(2) je (n — 1)-plocha. Vektor vo(z) =
% Jje jednotkovy normdlovy vektor v bodé =z k V N H(Q) a nezdvisi na volbé rozhranicujici

funkce h.

Definice. Necht n € N,n > 1, Q C R" je oteviend a z € H(f). Rekneme, 7e bod z je
regularnim bodem hranice €2, pokud je splnéna podminka (R) z Lemmatu 19.16 pro €2 a z.
Vektor vq(z) nazyvame vnéjsim jednotkovym normalovym vektorem k €2 v bod€ z. MnoZinu
vSech reguldrnich bodd hranice €2 zna¢ime H,(f2).

Véta 19.17. Necht’' n € N,n > 1,Q C R", je neprdzdnd omezend oteviend mnoZina. Pokud
H.(Q) # 0, pak H.(2) je (n — 1)-plocha orientovand normdlovym polem vy,

Konec 14. prednasky, 11.4.2016



Definice. Necht' M C R" je 1-plocha. Orientaci M rozumime spojité zobrazeni 7: M — R”
takové, ze 7(z) € T,(M) a||7(x)| = 1.

Definice. Necht' a,b € R,a < b.
(a) Rekneme, Ze zobrazeni c: [a,b] — R™ je (parametricka) krivka, jestliZe je spojité.

(b) Rekneme, Ze parametrickd kfivka c: la,b] — R" je skoro regularni, pokud existuje délen{
{t:}"_, intervalu [a, b] takové, Ze

o cjetiidy €' nalt; 1, t;],i=1,...,p,
o Vi e la, b\ {to,...,t,}: (t) #

(c) Rekneme, Ze kiivka c: [a,b] — R" je jednoduch4 a uzaviena, jestlize c|, ) je prosté a
c(a) = c(b).

Véta 19.18 (Jordan). Necht’ c: [a,b] — R? je jednoduchd uzaviend kiivka. Pak existuji disjunk-
tni oteviené souvislé mnoZiny Int c a Ext c takové, Ze Int c je omezend a Ext c je neomezend a
plati R? = Int ¢ U Ext ¢ U ¢([a, b]). Navic plati H(Int ¢) = H(Ext c) = ¢([a, b]).

Véta 19.19. Necht' c: [a,b] — R? je skoro reguldrni jednoduchd uzaviend kfivka. Potom

vSechny body mnoZiny H (Int ¢) aZ na konecné mnoho jsou reguldrnimi body H (Int c).

19.3 Gaussova, Greenova a Stokesova véta

Definice. Necht' M C R" je (n — 1)-plocha orientovana normalovym polem v a f: M — R".
Tok vektorového pole f orientovanou plochou (M, v) definujeme jako

/M (), () d A" (),

pokud integral konverguje.

19.3 Gaussova, Greenova a Stokesova véta

Definice. Necht' U C R™ je oteviend mnoZina a f: U — R" je zobrazeni tiidy €. Prox € U
definujeme divergenci vektorového pole f v bodé x € U predpisem

div f(z Z gi?

Véta 19.20 (Gaussova véta o divergenci). Necht' n € N,n > 1, Q) C R" je omezend oteviend
neprdzdnd mnoZina, " (H(Q)) < oo, " (H(Q) \ H.(Q)) = 0a f je vektorové pole z
R" do R", které je tiidy € na oteviené mnoZiné obsahujici Q. Pak plati

/ (F(9),valy)) d " () = /Qdivf(m)d)\”(x).



Konec 15. prednasky, 13.4.2016

Lemma 19.21 (rozklad jednotky). Necht' n € N ac € R,e > 0. Pak existuji funkce w;: R" —
R,j € N, takové, Ze pro kazdé j € N plati

(a) wj je nezdpornd,
(b) wj je tridy €' (R™),
(c) diamsptw; <e¢,
a pro kaZdé xr € R"
) Y2 wilr) =1,
(e) existuje okoli U C R" bodu x takové, Ze mnoZina {j € N; sptw; N U # 0} je konecna.

Lemma 19.22. Necht' V je redlny unitdrni prostor dimenze n € N, v € V a v # 0. Potom
existuji vektory u', ... u™ € V, které tvo¥i ortonormdlni bdzi V a pro kazdé i € {1, ..., n} plati
(v, u’) > 0.

Lemma 19.23. Necht’ n € N,n > 1, Q C R" je oteviend mnoZina, z € H (X)) je reguldrni
bod hranice Q, i € {1,...,n} a vo(z); > 0. Potom existuje oteviend mnoZina W C R"™!

obsahujici bod z* = [z1,...,2i_1, Ziy1, - - - , Zn), Oteviend mnoZina H C R obsahujici bod z; a
funkce o: W — H takovd, 2e p € €'(W) a

{x € Rn, [i[}l, e L1, Lig 1y - - ,fﬂn] S W,.Ti € H,.Z'Z' < gD(l’l,. ey Li—1, L1y - - - ,.I'n)}
={r e [r1,.. ., 21, Tiy1,. .., x0) € W2, € H}.
Konec 16. prednasky, 18.4.2016

Lemma 19.24. Necht’ ) a [ jsou jako ve Véteé 19.20 a S: R™ — R" je linedrni izometrie.
Potom pro kazdy reguldrni bod z hranice () je bod S(z) reguldrnim bodem hranice S(£2) a plati
vs)(S(2)) = Sva(z). Ddle plati

/divf(:zc)d/\"(x):/ div(So fo S () dA\"(Z),
Q 5(9)

/ <f(y),m(y)>d%”“(y)=/
H(Q)

(So foSTHg),vsw(@) dA" ().
H(S(2))

Lemma 19.25. Necht’ Q) C R™ je oteviend omezend mnozina a z € H,(2) U Q. Potom existuje
oteviend mnoZina U C R" obsahujici z takovd, Ze pro kaZdé vektorové pole f z R™ do R", které
je tridy € na oteviené mnoZiné obsahujici Q a spt f C U, plati

/ (F(y),valy)) d A" (y) = / div f(z) d\"(z).
H(Q) Q



Lemma 19.26. Necht’ Q2 a f jsou jako ve Vété 19.20 a spt f N (H () \ H.()) = 0. Potom

/ (F(v), valy)) d 2" (y) = / div f(z) d X"(2).
H(Q)

Q

Konec 17. prednasky, 20.4.2016

Lemma 19.27. Necht n € N,n > 1, N C R" je kompaktni a 7"~ '(N) = 0. Potom existuji
€* funkce v,,: R" — [0, 1], m € N, takové, Ze plati:

(@) Uy = XRM\N>
®) [V (2)||dA*(z) — 0,

(c) pro kazdé m € N existuje oteviend mnoZina G,, C R" obsahujici N takovd, Ze v,,|q, =
0.

Definice.

(a) Necht U C R? je oteviend mnozina a f: U — R? je zobrazeni tiidy ¢'. Pro x € U
definujeme rotaci vektorového pole f v bodé x € U predpisem

_0f N

rot f(z) = 3_I1(x - 8_x2(x>

(b) Necht U C R?3 je oteviend mnozina a f: U — R? je zobrazeni tfidy €. Prox € U
definujeme rotaci vektorového pole f v bodé x € U predpisem

rot f(z) = |42 (2) — 52 (x), S(w) — 22(2), §2(2) — B ().

Konec 18. prednésky, 27.4.2016

Véta 19.28 (Green). Necht’ Q C R? je omezend oteviend neprdzdnd mnoZina, 7 (H(Q)) <
oo, A (H(Q) \ Hi(Q)) = 0a f je vektorové pole z R* do R?, které je tridy € na oteviené
mnoZiné obsahujici Q. Necht' 1q: H.(Q2) — R? je tecné vektorové pole k H,(S)) definované
predpisem 1o(y) = — X vo(y). Pak plati

/ <f(y),m(y)>d%”1(y):/rotf(a:)d)\2(x).
H(Q) Q

Definice. Necht’ c: [a,b] — R" je skoro reguldrni kiivka.

(a) Necht g je funkce z R™ do R. KFivkovy integral prvniho druhu [ gd s definujeme jako

JRCONECIEE

pokud tento integral konverguje.



(b) Necht' f je vektorové pole z R" do R". Krivkovy integral druhého druhu fc f-dec
definujeme jako

b
| et ¢y ar,
pokud tento integral konverguje.

Véta 19.29. Necht’ c: [a,b] — R? je skoro reguldrni jednoduchd uzaviend kfivka a f je vek-
torové pole z R? do R?, které je trfidy €' na oteviené mnoZiné obsahujici Int c. Jestlize existuje
t € [a,b] takové, Ze det[vq(c(t)), c (t)] > O, pak plati

/Cf-dc:/lntcrotf(x)d)\2(a:).

Definice. Necht' G C R?3 je 2-plocha orientovand normalovym polem v, Q C G je relativnd
oteviend v G a Q0 \ Q C G. Rekneme, Ze z € Hg () je regularnim bodem hranice 2 vzhledem
ke G, jestlize existuje okoli U bodu z a funkce h: U — R tfidy ¢ takovd, ze v(z) x Vh(z) # 0
a{re GNU,; h(z) <0} =QNU.V takovém bod¢ definujeme

v(z) x Vh(z)
lv(=) x Vh(2)|

Tou(2) =

Véta 19.30. Necht’ G, v a Q jsou jako v pFedchozi definici. Oznacme Hg(S2). mnoZinu vsech
reguldrnich bodii hranice ) vzhledem ke G. Potom je Hg(S)). 1-plocha a 7q, je orientace
Hg(Q)..

Véta 19.31 (Stokes). Necht’ G, v a () jsou jako v pFedchozi definici. PFedpoklddejme ddle, Ze €}
Je omezend, 7" (Hq(2)) < 0o a 7 (Hg(2) \ Ha(2).) = 0. Necht’ vektorové pole f z R* do
R3 je tiidy € na oteviené mnoZiné obsahujici Q. Potom

Q

[, 7000 4 ) = [ ot 5(@) () 0 %)

19.4 Hlavni véta teorie pole

Véta 19.32 (véta o potencidlu). Necht’ 2 C R™ je oteviend mnoZina. Necht c: [a,b] — S je
skoro reguldrni kiivka a u: Q0 — R je funkce tiidy €*. Potom

u(c(b)) —u(c(a)) = /Vu ~de.

C

Definice. Rekneme, Ze mnozina U C R” je hvézdicovita, jestliZe existuje a € U takovy, Ze pro
kazdé x € U plati {a +t(x —a); t € [0,1]} C U.

Definice. Necht 2 C R" je mnoZina, f:  — R" je vektorové pole a u: 2 — R. Rekneme, Ze
u je potencial pole f na (2, jestlize pro kazdé x € 2 plati Vu(x) = f(z). Vektorové pole, které
ma potencidl, nazyvame potencialni.



Konec 19. prednasky, 2.5.2016

Véta 19.33 (hlavni véta teorie pole). Necht' 2 C R" je oteviend mnoZina a f: 2 — R" je
spojité vektorové pole. UvaZujme ndsledujici vyroky:

(1) Vektorové pole f je potencidlni.

(ii) Pro kazdé skoro reguldrni krivky c;: [a,b] — Q,i € {1,2}, spliujici ¢;(a) = co(a) a
ci1(b) = ca(b) plati [, f-dei= [ f-dea
. . of; of;
(iii) ProkaZdéi,j € {1,...,n} ax € Q plati %(l‘) = %(m)
Potom plati:
(@) (1) < (i)
(b) Je-li f tridy €*, pak (i) = (iii).

(c) Je-li f tiidy €* a Q) je hvézdicovitd, pak (iii) = (i).

20 Absolutné spojité funkce a funkce s kone¢nou variaci

20.1 Diferencovatelnost skoro vSude

Lemma 20.1 (lemma o vychdzejicim slunci). Necht’ h je spojitd funkce na [a,b]. Oznacme

Ey = {z € (a,b); 3¢ € (x,b): h(§) > h(z)},
Ey ={z € (a,b); 3 € (a,x): h(§) > h(x)}.

Potom plati
(a) E, je sjednocenim disjunktnich intervalii (a;,b;),j € N, kde h(a;) < h(b;),
(b) Es je sjednocenim disjunktnich intervalii (c;,d;), j € N, kde h(c;) > h(d;).
Konec 20. prednasky, 9.5.2016

Lemma 20.2. Necht’ [ je neklesajici lipschitzovskd funkce na intervalu [a,b]. Potom md f
konecnou derivaci s.v. v intervalu |a, b].



K ditkazu Lemmatu 20.2. Necht' f je funkce definovand na okoli bodu = € R. Derivovana
¢isla jsou definovana predpisy:

D f(a hmsup{fy; @) a:x—i—t}
D flx gr&mf{fy; f(””,ye xx+t}
D™ f(w) = lim sup {fy; i ,yea:—tx}
D_f(z) :tgﬁinf{W; (z—t,x }

Véta 20.3 (Lebesgue). Necht’ f je monotonni funkce na intervalu |a,b|. Potom md f konecnou
derivaci s.v. v intervalu |a, b|.

Lemma 20.4. Necht' f je K-lipschitzovskd funkce na mnozZiné E C R. Potom \*(f(E)) <
KX(E).

Lemma 20.5. Necht' f: [a,b] - R, E C [a,b], K € R, K > 0, a |f'(z)|] < K pro kazdé
x € E. Potom \*(f(E)) < KX\*(E).

Konec 21. prednésky, 11.5.2016

Véta 20.6. Necht' | je neklesajici funkce na intervalu [a,b]. Potom [ € £1([a,b]) f <
f(b) = f(a).

20.2 Funkce s kone¢nou variaci

Definice. Necht' f: [a,b] — C. Variaci funkce f na intervalu [a, b] definujeme piedpisem
() = sup{ D" 1F (i) = flai)l: {w:Hg je delent [a,b].
i=1

Rekneme, 7e funkce g: I — C mad na intervalu I C R omezenou variaci, jestlize existuje
K € R takové, ze V*(g) < K pro kazdy interval [a,b] C I. MnoZinu viech funkci s omezenou
variaci na intervalu I zna¢ime BV (I).

Véta 20.7. Necht’ f: [a,b] — R. Plati f € BV (|a, b)), prdvé kdyZ existuji neklesajici a omezené
funkce g, h: [a,b] — R, takové, Ze f = g — h.

Véta 20.8. Necht’ f € BV ([a,b]). Potom md f vlastni derivaci skoro vSude v |a, b].



20.3 Absolutné spojité funkce

Definice. Rekneme, Ze funkce f: [a,b] — R je absolutné spojita na intervalu [a, b], jestliZe pro
kazdé ¢ € R,e > 0, existuje 0 € R, > 0, takové, Ze pro kaZzdou konecnou posloupnost bodd
a<ap <b <o <a, <b, <bsplitujict )7 (b; —a;) < dplati 377 [f(by) — f(ay)] <e.
MnoZinu viech absolutné spojitych funkci na intervalu [a, b] zna¢ime AC([a, b]).

Véta 20.9.

(a) Jestlize f € AC([a,b]), potom f'(x) existuje s.v. v [a,b], f' € L ([a,b]) a pro kaZdé
x,y € [a,b], x <y, plati f(y) — f(x) = fxyf’.

(b) Nfc;zt’ @ E{f}([a,b]) a f(z) = [To(t)dt, € [a,b]. Potom f € AC([a,b]) a f'(x) =
p(z) s.v. via,bl.

Véta 20.10 (integrace per partes). Necht' f,g € AC([a,b]). Potom

/a “Fa= el - / N

21 Fourierovy rady

21.1 Zakladni pojmy
Definice.

(a) Trigonometrickou radou rozumime fadu funkci

o0

ikx
E cpe

k=—o00
kde ¢, € C, k € Z.

(b) Trigonometrickym polynomem rozumime funkci tvaru

n
T E cpet®

k=—n

kden e NU{0},¢, € C,k=—n,...,n.
Konec 22. prednésky, 16.5.2016

Lemma 21.1. Necht’ posloupnost {ZZ:_n ckeikt}zo:l konverguje stejnomérné k f na R. Potom
pro kazdé k € Z plati

1 ikt
= tdt.
k o f( )



Oznaceni.

(a) Mnozinu vSech 27-periodickych funkci s hodnotami v C, které jsou lebesgueovsky inte-
grovatelné na intervalu [0, 27, budeme znadit & (27).

(b) Pro f € &(27) definujeme pseudonormu predpisem

1= 5 [ If@id.

Definice (komplexni tvar Fourierovy fady). Necht' f € &2(27). Pak definujeme
R 1 [ ‘
flk) = —/ f(t)e * at, ke Z.
2 Jo

Cisla f(k), k € Z, nazgvame komplexnimi Fourierovymi koeficienty. Radu Yoo f(k)eik
nazyvame komplexnim tvarem Fourierovy rady funkce f a jejim n-tym ¢astecnym souctem
rozumime

sh(z)= > f(k)e*,  neNu{o}.

k=—n

Rekneme, Ze soucet Fourierovy Fady v bodé = € R jeroven s € C, jestlize lim,,_,o, s/(z) = s.

Lemma 21.2. Necht' f € &(27) a a € R. Potom

27 a2
0 f(t)dt:/a () dt.

Oznaceni. Necht' f € &2(27) a g je esencidlné omezend méfitelnd 27-periodickd funkce. Potom
definujeme

Frata) = 5= [ s =gty at

Funkce f * g se nazyvé konvoluce.

21.2 Cesarovska séitatelnost Fourierovych rad

Definice. Rekneme, Ze fada komplexnich &isel Y a, je sCitatelna Cesarovou metodou k

Cislu o € C, jestlize plati
S0t s
lim —— =7,
n—o00 n+ 1
kde s = Z?:o a;. PiSeme (C') > a, = o.

Oznaceni.



e Pro f € #(2r)an € N U {0} polozime

1
o) = —= Y sl )
7=0
e Pron € N U {0} poloZime
D,(z) = Z etk (Dirichletovo jadro)
k=—n
1 n
K,(z) = — ]z:; D;(x). (Fejérovo jadro)

Lemma 21.3 (vlastnosti Dirichletova jadra).

(@) ProkaZdé x € R\ {2km; k € Z} plati

(b) Funkce D, je spojitd, sudd, 2m-periodickd a D,,(0) = 2n + 1.
() Plati 77 D, () dx = 2.
(d) Prokazdé f € P(2r),n € NU{0} ax € R plati s{(x) = f * D, ().
Konec 23. prednésky, 18.5.2016
Lemma 21.4 (vlastnosti Fejérova jadra).
(@) Pro kaZdé x € R\ {2km; k € Z} plati

1 s ontl 2
K, () (sm 5 :1:) |

n+1 sin%x

(b) Funkce K, je spojitd, nezdpornd, sudd, 2m-periodickd a K,,(0) = n + 1.
() Plati " K,(z)dx = 2.
(d) Prokazdé f € P(2n),n € NU{0} az € R plati o/ (x) = f x K, ().

(e) Posloupnost { K, }>° , konverguje lokdlné stejnomérné k nulové funkci na intervalu (0, 27).



Véta 21.5 (Fejérova véta). Necht’ f € P (2rn)ax € R.

(a) Md-li f v bodé x konecné jednostranné limity f(x+), f(x—), pak

lim of(z) = %(f(ﬂﬁ‘i‘) + f(z=)).

n—oo

(b) Je-li f spojitd na intervalu (a,b) C R, pak {07{}20:0 konverguje lokdlné stejnomérné k f
na (a,b).

Dusledek 21.6. Necht' [: R — C je spojitd 2n-periodickd funkce. Potom existuje posloupnost
trigonometrickych polynonui { P}, kterd stejnomérné konverguje k f na R.

Véta 21.7. Necht' f € 2 (2r). Potom lim,,_,, ||f — o]l = 0.
Konec 24. prednasky, 23.5.2016

Véta 21.8 (Riemannovo-Lebesgueovo lemma). Necht’ f € 22(2x). Potom limy_,.oo f(k) = 0.

Véta 21.9 (o lokalizaci). Necht’ ¢ € R,e > 0,z € R, f,g € &P (27) a f(t) = g(t) pro kazdé
t € (x — e,z +¢). Potomlim,,_,(s!(z) — s%(x)) = 0.

Véta 21.10. Necht’ f,g € P (27) a f(k:) = (k) pro kaZdé k € Z. Potom f = g s.v.

21.3 Bodova konvergence Fourierovych rad

Véta 21.11 (Hardy). Necht’ {a, }32, je posloupnost komplexnich ¢isel takovd, Ze existuje K € R
splijict |kay| < K pro kaZdé k € NU{0}. Pokud (C) Y~ a, = s € C, potom Y a, = s.

Lemma 21.12. Pokud f je 2m-periodickd funkce s konecnou variaci na intervalu 0, 27], potom
existuje K € R takové, Ze |k f (k)| < K pro kazdé k € Z.

Véta 21.13 (Jordanovo-Dirichletovo kritérium). Necht’ f € & (27) je funkce s konecnou variaci
na intervalu [0, 27] a © € R. Potom funkce f md v bodé x viastni limitu zprava i zleva (oznacme

je f(z+) a f(x—)) a plati

lim s4(x) = £(F(e+) + F(z-).

n—oo

loc
Je-li navic f spojitd na otevieném intervalu I C R, pak s! = f na intervalu I.

Konec 25. prednasky, 25.5.2016



	Metrické prostory III
	Úplné metrické prostory – pokracování
	Separabilní prostory
	Totálne omezené prostory
	Souvislé metrické prostory

	Krivkový a plošný integrál
	Hausdorffovy míry
	Krivky, plochy a jejich orientace
	Gaussova, Greenova a Stokesova veta
	Hlavní veta teorie pole

	Absolutne spojité funkce a funkce s konecnou variací
	Diferencovatelnost skoro všude
	Funkce s konecnou variací
	Absolutne spojité funkce

	Fourierovy rady
	Základní pojmy
	Cesàrovská scítatelnost Fourierových rad
	Bodová konvergence Fourierových rad


