V. Limity funkci
Shrnuti teorie.

Definice. (Limita funkce) Rekneme, e ¢islo A € R* je limitou redlné funkce f v bodé ¢ € R*
(tento fakt zapisujeme jako lim,_,. f(x) = A), jestliZe plati

Ve > 030> 0Va € Ps(c) : f(z) € Bo(A).

Pricemz pro redlnd ¢ € R symbol Ps(c) znaci mnoZinu (¢ — d,c+ 0) \ {c}, tj. prstencové
0-okoli bodu c. Podobné Bs(c) reprezentuje (¢ — d,c + 0), tj. -okoli bodu c. Pro c z rozsirené
rediné primky znacime Ps(+00) = (3, +00) = Bs(+00), podobné i okoli bodu —oc.

Limity jsou jednozna¢né urcené. Déle je dobré védét co je spojitost funkce v bodé. Souvislost
s jednostrannymi limitami. Opét plati véta o aritmetice limit jako u posloupnosti a také véta o
limité a usporadani, jejimz dusledkem je véta o dvou policajtech. Mame ale dvé nové véty:
Tvrzeni. (Heine) Necht ¢, A € R* a pro redlnou funkci f platilim, . f(z) = A. Bud {z,}32,
posloupnost prvki z Dy takovd, Ze x, # c,¥n € N, a splnujici lim,,—, {0 ©, = c. Potom plati
limy, 400 f2n) = A.
Priklad. Vime-li, Ze lim,_,¢ % = 1, tak dle této véty mame, ze i lim, _, | o, nsin % =1, nebot
vezmeme posloupnost {1 },cn, kterd ma za limitu &slo 0.
Tvrzeni. (Limita sloZené funkce) Bud ¢, A, B € R* a pro redlné funkce f a g nechl plati
lim, . g(z) = A alimy_, 4 f(y) = B. Necht ddle plati alespori jedna z ndsledujicich podminek:

(P) 36 > 0 Vz € Ps(c) : g(z) # A.

(S) Funkce f je spojitd v bodé A.
Potom je lim,_,. f(g(z)) = B.
Priklad. (P) Polozme f(y) = Sizy, méme lim,_,o f(y) = 1. Vezméme tieba g(z) = 22 — 1,
mame lim,_, 1 g(x) = 0. Vidime, Ze na néjakém malém prstencovém okoli bodu —1 je g rtiznd

sin(z2—1)
z2—1

od 0. Plati tedy podminka (P) vySe, a plati proto lim,_, 1 = 1. Poznamenejme, Ze f

neni v nule spojitd. Neni tam totiz ani definovana.

Priklad. (S) Tentokrat vezméme funkci f(y) = €Y, pak lim,_,; f(y) = e. Podminka (S) je
zjevné splnéna. Takze lim,_,. e9*) = e, kdykoliv lim,_,. g(z) = 1, tfeba g(z) = —55 ac= +oo.
Tvrzeni. (Zndmé limity) 7 predndsky vime, Ze

. sinz . et —1 log x . log(1+ )
lim =1, lim = im ——————
z—0 I x—0 xX z—1x —1 x—0 xX

Jednoduchym dusledkem jsou limity
i t 1-— 1
i 2FCSinz _ 1, i 2FCtenz _ 1, lim cosz 1
x—0 €T x—0 x€X x—0 3;‘2 2

Navic zname limity v krajnich bodech defini¢nich obori funkci exp,log, tan, cot, arctan, arccotg.
Nakonec se hodi znit, Ze obecna mocnina se pro a > 0 a b € R zavadi jako a® = e?lo8@,
Priklad. Toto muzeme vyuzit tfeba k vypoctu jiné elementdrni limity. Je

1 ‘ 1 spojitos 1 1 1
lim (1 + ) = lim exp {x log <1 + ﬂ pojitost exp l lim w
T x

T—+00 T—+00 T—+00 =
T

VOLSF(P)
= €.

Zname-li derivace, tak mame jesté jeden, nékdy uzitecny, vysledek.
Tvrzeni. (I’Hospital) Necht funkce f a g maji na jistém prstencovém okoli bodu a € R* vlastni
derivace a existuje lim,_ ., %. Necht plati jedna z podminek:

1. lim,,, f(z) = lim,_, g(x) =0,

2. limg_q |g(x)] = +o0.

Potom existuje i limita podilu funkci f a g a plati rovnost lim,_,, % = limg_,,

e e . = H .. @ VH .. @
Priklad. Piimocafe dostaneme lim, 400 o5 = limy 100 57 = limy g 00 G5 = 00.

s .
x+cos T l—sinx
T

Piiklad. Kdyby 7 lim,_,q % stane se: 1 = limy_, oo L lim, o 15802 — neexistuje.



Pfiklad 1. [Elementarni] Urcete limity a ovéite je z definice:

(a)
(b)

lim,_,q x.

. 1
limg 0 3

(¢) limg 00 -

(e) limg_o, /.
(f) limg_yq(2® + 2 — 11).

Priklad 2. [Spojitost, zdkladni vlastnosti, rac. funkce] Urcete limity:
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Piiklad 3. [Odmocniny] Uréete limity:
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: arccos x
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limg_, = SE=205F,
=T (¢—%)2

lim, 400 (cos vz + 1 —cosv/a —1).

hmx—H—oo arcsin(vz5+1—vz5-1)"
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limg 100 @ [g - arctan(\/x4 + 323 —
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Pfiklad 5. [Mocninné funkce & logaritmy| Urcete limity:

(8) limg o 55020, () Ty CERED
2
(b) lim, 0%. . log(14++v/@+ ¥/7)
( ) i —Y Tog(1 12) (Hl) hmw—H-OOm'
¢) lim, 5| —e™=|.
. log(14-3%)
(d) limg—yt00 63 . () lima 00 log(142%)
(e) limg 4o xlog (1 — 2). (0) lim,_,o 7%5?”*1
(f) hmz~>+oo zlog (1 B P) ( ) li log(z® —arctan x)
. P) 1My oo Togz2Tarctan) *
lo +
(g) lim,, o 255, cele”baretan )
. log(z2+4)—log(x2
(h) lim,_.q w. (q) hmﬂC—H‘OO gé—:rc‘zanf( )
(i) limg— 400 z(log(z + 1) —logx). () Timy g \/m
(j) limg—s 400 log(1 +27) -log (1+ 2). T et
-1 cos(mx
(09t YT (o) limg-py Tl
Priklad 6. [Exponencidlni trik] Urcete limity:
(1-z)(1- \f) . . cot?
(a) limg,_o <2+z) (§) limg—0 (1 + :U2)
. tan 295
(b) limg s 400 (1 + %)I (k) 11m$_>%+ (tan( ))
(¢) limg oo (1 - 2)° (1) lim, oo (5725 )
d) limgsi00 (1+ 2)° 1
(d) Timg 4 ( + mz) (m) lim, o (14 tanz) S‘ér.
1-Vz
: 14z 1-= Sinz
(©) timan (352) 7 (n) Tim o (Liznz) ™
z2 . ta.n;E
(£) limy_s oo (;323) , (0) lim, = (sina)
2 @\ 22
. - xT hm ( - 2,) * .
(g) hmx—>+00 (2%121) . (p) 20 1+z-3
.3 (q) limg_z (tanz)"™"*" 2
h) timg o (355251 ) T
() Tt soo (iras (1) Ty, (e — 1)
log x z -
(i) limg—too (11}%) . (s) limg_o % Vidsindz

Piiklad 7. [Heine] Urcete limity:

limy 400 2?sinz.

i 1.1 lim,, o0
lrﬂav_ﬂ)+ P Sin g

log(3" +1)
In32n?’

(a) hmnﬁﬂ,o n - sin 2nj+1 (i) limg_, 377,
(¢) limp 400 V4AN2 +1 log(ﬁ—ﬁ). i sin g =V
(d) limy 400 sinz. R
(e; limmao sin g (1 \/ﬁ ( _ arctan n)
)
)

)
) limp o
)
)

lim, o0 €% sin x. (n) lim, e

Priklad 8. [Parametry]

sin az

(a) V zavislosti na «, 5 € R spoctéte limitu lim,_,q

(b) V zavislosti na m,n € N spo¢téte limitu lim,_,q

(c) V zavislosti na a € R spoctéte limitu lim, o, (e* — 1) =

log(10™" + 10" + n?) sin 22

sin Bx *

(14+maz)" —(14+nx)™

x2

tan? @
&



(d)
()
(f)

arccos x
(I—z)>*

V zévislosti na a € R spoctéte limitu lim, _,q

V zévislosti na k € Z spo¢téte limitu lim,_,q % cak

Pro kterd a € R je 2 = lim,_, = (\/tan x) tan =0tz 9

Piiklad 9. [Zkouskové piiklady] Urcete limity:

L 2
. 2, )\ Vit22 122 . z+1 cot?(mx)
limzo (1 cos w —cos” ) VIRFVImE. (1) dim, ()
; . 1
llmmﬁ% (2 sin? x) Smo—cosw | ]
i 2 Zarccots? @

lim = 4 (4w)* —2 (m) limy, 400 (ﬁ arctan :L') g2 @

z—04 Rz)*—1 -

YitsinZz (n) lim _ 20087 2.3%0 7

Veosz— Vitsin®z +—0 Frctan(cot(z7)) X °

limg o log(cos )

Vi—vVsinz—V1+Vtana (O)
1~ 1++tanx m
Mg —0, cos /T :

1
sin m) arcsin z-log @

lim, 0, ((tanz)

: arcsin x —sin
(p) llmw_m e —x—cosc—x2 "

1
lim, o (cosx + L - 1) sin(@?) |

cos T 1
i _ i Y1=cosx
y gon e oos ) SOV (q) limg o, (1 varesin :c) )
Mgz —0 2 .

Vz3cosz—zx

(r) limg o, —

. . 72 .
llmxﬁ% (2 sin CE) 767 | os(arctan(ﬁ”
log x N S—
. log(a+1) \* . 1 i 1\ Va?Tarecornas
hmz*)Jroo <10g(m71) . (S) hmz~>+oo (COS P sin p) @2 farccotg r—a
. V3 . 1
11m$_>§(2 cos )7 5% . (t) limg_,; (logz — cos(my/x))=etan s —arceotes
2° 3 3
lim,_,q A' : cos(log(xz®+x))—cos(log(2z°+x))
r \/1—cos(2mx) (U.) hmlﬁ\o* arcsin z arctan(sin z) ’

Priklad 10. [Teoretické priklady na zaplnéni mistal

(a)
(b)
()
(d)

()

Cemu se rovnd limita spojité a liché funkce v 07
Najdéte lichou funkci, kterd nemé v 0 limitu.
Predpokladejme, ze ma omezend, lichd funkce v 0 limitu. Cemu se tato limita rovna?

Necht mé redlna funkce f v bodé x¢ vlastni limitu L. Ukazte, Ze potom plati
Jim [7(@)] = |1

Bud f: (—1,1) — R funkce, kterd nen{ konstantni. Definujme funkci g : R — R
predpisem g(x) = f(sinz). Dokazte, Ze neexistuje lim,_, 4o g(x).

Méjme realnou funkci f splitujici f(z) > 1 pro vSechna z € R. Bud zo € R bod ve
kterém existuje limita

1
lim | ——— + v/ f(x)].
z—x0 lwf(;@ VI )]

Ukazte, Ze potom existuje i limita limy,_,,, f(x).

Ukazte, ze Dirichletova funkce

LRt

neni spojitd v zddném bodé.

Ukazte, ze Riemannova funkce

q7

l — B v ’ s v
R(z) = {0 x . (5 pro p, q¢ nesoudélna celé cisla
, x

je spojitd v iracionédlnich bodech (a v raciondlnich je spojitd).



Vysledky - V. Limity funkci

) 0.

a
(b) Neexistuje. Vyjde fo0.

[Elementérni]

(

Priklad 2. [Spojitost, zdkladni vlastnosti, rac. funkce]
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Priklad 7. [Heine]

(a) % (h) Neexistuje.
(b) &. (i) Neexistuje.
(©) 2 O

(d) Neexistuje. (k) 3.

(e) Neexistuje. (1) 1.

(f) Neexistuje. (m) log

(g) Neexistuje. (n) 2log 10.

Priklad 8. [Parametry]

(a) § (B #0), neexistuje (3 = 0).

(b) tmn(n—m).

(¢) 1 (¢<2),0 (a>2)

(d) 0 (a< i), V2 (a=13), +oo (a>1).

(e) 0 (k>1), 2 (k=1), +oo (k <1 liché), neexistuje (k < 1 sudé).
(f) 4log2.

Priklad 9. [Zkouskové priklady]

(a) V. (1) ez
(b) e2. (m) .
(c) 5. (n) log18
.
0 . (p) 274f
(2) 2. (q) e” V2
(h) e~V3, ) —5-
i) €. (s) 2
(j) e. (t) e

(k) Neexistuje. Vyjde =+ ?;T—Q\/ﬂog2 2. (u) 0.



