
V. Limity funkćı

Shrnut́ı teorie.
Definice. (Limita funkce) Řekneme, že č́ıslo A ∈ R∗ je limitou reálné funkce f v bodě c ∈ R∗

(tento fakt zapisujeme jako limx→c f(x) = A), jestlǐze plat́ı

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ Pδ(c) : f(x) ∈ Bε(A).

Přičemž pro reálná c ∈ R symbol Pδ(c) znač́ı množinu (c − δ, c + δ) \ {c}, tj. prstencové
δ-okoĺı bodu c. Podobně Bδ(c) reprezentuje (c − δ, c + δ), tj. δ-okoĺı bodu c. Pro c z rozš́ıřené
reálné př́ımky znač́ıme Pδ(+∞) = ( 1

δ , +∞) = Bδ(+∞), podobně i okoĺı bodu −∞.
Limity jsou jednoznačně určené. Dále je dobré vědět co je spojitost funkce v bodě. Souvislost

s jednostrannými limitami. Opět plat́ı věta o aritmetice limit jako u posloupnost́ı a také věta o
limitě a uspořádáńı, jej́ımž d̊usledkem je věta o dvou policajtech. Máme ale dvě nové věty:
Tvrzeńı. (Heine) Necht’ c, A ∈ R∗ a pro reálnou funkci f plat́ı limx→c f(x) = A. Bud’ {xn}∞

n=1
posloupnost prvk̊u z Df taková, že xn ̸= c, ∀n ∈ N, a splňuj́ıćı limn→+∞ xn = c. Potom plat́ı
limn→+∞ f(xn) = A.
Př́ıklad. Vı́me-li, že limx→0

sin x
x = 1, tak dle této věty máme, že i limn→+∞ n sin 1

n = 1, nebot’
vezmeme posloupnost { 1

n }n∈N, která má za limitu č́ıslo 0.
Tvrzeńı. (Limita složené funkce) Bud’ c, A, B ∈ R∗ a pro reálné funkce f a g necht’ plat́ı
limx→c g(x) = A a limy→A f(y) = B. Necht’ dále plat́ı alespoň jedna z následuj́ıćıch podmı́nek:
(P) ∃δ > 0 ∀x ∈ Pδ(c) : g(x) ̸= A.

(S) Funkce f je spojitá v bodě A.
Potom je limx→c f(g(x)) = B.
Př́ıklad. (P) Položme f(y) = sin y

y , máme limy→0 f(y) = 1. Vezměme třeba g(x) = x2 − 1,
máme limx→−1 g(x) = 0. Vid́ıme, že na nějakém malém prstencovém okoĺı bodu −1 je g r̊uzná
od 0. Plat́ı tedy podmı́nka (P) výše, a plat́ı proto limx→−1

sin(x2−1)
x2−1 = 1. Poznamenejme, že f

neńı v nule spojitá. Neńı tam totiž ani definovaná.
Př́ıklad. (S) Tentokrát vezměme funkci f(y) = ey, pak limy→1 f(y) = e. Podmı́nka (S) je
zjevně splněna. Takže limx→c eg(x) = e, kdykoliv limx→c g(x) = 1, třeba g(x) = x

x−1 a c = +∞.
Tvrzeńı. (Známé limity) Z přednášky v́ıme, že

lim
x→0

sin x

x
= 1, lim

x→0

ex − 1
x

= 1, lim
x→1

log x

x − 1 = lim
x→0

log(1 + x)
x

= 1.

Jednoduchým d̊usledkem jsou limity

lim
x→0

arcsin x

x
= 1, lim

x→0

arctan x

x
= 1, lim

x→0

1 − cos x

x2 = 1
2 .

Nav́ıc známe limity v krajńıch bodech definičńıch obor̊u funkćı exp, log, tan, cot, arctan, arccotg.
Nakonec se hod́ı znát, že obecná mocnina se pro a > 0 a b ∈ R zavád́ı jako ab = eb log a.

Př́ıklad. Toto můžeme využ́ıt třeba k výpočtu jiné elementárńı limity. Je

lim
x→+∞

(
1 + 1

x

)x

= lim
x→+∞

exp
[
x log

(
1 + 1

x

)]
spojitost= exp

[
lim

x→+∞

log
(
1 + 1

x

)
1
x

]
VOLSF(P)= e.

Známe-li derivace, tak máme ještě jeden, někdy užitečný, výsledek.
Tvrzeńı. (l’Hospital) Necht’ funkce f a g maj́ı na jistém prstencovém okoĺı bodu a ∈ R∗ vlastńı
derivace a existuje limx→a

f ′(x)
g′(x) . Necht’ plat́ı jedna z podmı́nek:

1. limx→a f(x) = limx→a g(x) = 0,

2. limx→a |g(x)| = +∞.

Potom existuje i limita pod́ılu funkćı f a g a plat́ı rovnost limx→a
f(x)
g(x) = limx→a

f ′(x)
g′(x) .

Př́ıklad. Př́ımočaře dostaneme limx→+∞
ex

x2
l’H= limx→+∞

ex

2x

l’H= limx→+∞
ex

2 = ∞.

Př́ıklad. Kdyby @ limx→a
f ′(x)
g′(x) , stane se: 1 = limx→+∞

x+cos x
x

l’H= limx→+∞
1−sin x

1 = neexistuje.
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Př́ıklad 1. [Elementárńı] Určete limity a ověřte je z definice:

(a) limx→0 x.
(b) limx→0

1
x .

(c) limx→∞
x

x+2 .
(d) limx→0

1
x2 .

(e) limx→0+

√
x.

(f) limx→4(x2 + x − 11).

Př́ıklad 2. [Spojitost, základńı vlastnosti, rac. funkce] Určete limity:

(a) limx→ π
4

tan x.
(b) limx→−∞(x + 2)2.
(c) limx→+∞ e−x.
(d) limx→+∞

−3
7+x .

(e) limx→−7
−3

7+x .
(f) limx→+∞

1
log x+1 .

(g) limx→1⌊x⌋ − x.
(h) limx→0 x · ⌊ 1

x ⌋.

(i) limx→1
x2+4x−5

x−1 .

(j) limx→1
x2+4x−5

(x−1)2 .

(k) limx→−∞
x3+3x+5− 1

x

8x3+4x2−3 .
(l) limx→2 log(x − 3).

(m) limx→1+
x√

x2−1 .

(n) limx→0
x3−2x

2x3+x2−3x .

(o) limx→2
(x2−x−2)20

(x3−12x+16)10 .

(p) limx→0
(1+x)(1+2x)(1+3x)−1

x .
(q) limx→+∞ x + sin x.

Př́ıklad 3. [Odmocniny] Určete limity:

(a) limx→+∞
√

x2+1
x .

(b) limx→−∞
√

x2+1
x .

(c) limx→+∞
√

x + 2 −
√

x.

(d) limx→0
√

x+1−1
x .

(e) limx→−2
3√x−6+2

x3+8 .

(f) limx→+∞ x(
√

x2 + 1 − x).

(g) limx→0
√

1+x−
√

1−x
3√1+x− 3√1−x

.

(h) limx→7
√

2+x− 3√x+20
4√9+x−2 .

(i) limx→+∞
√

x+ 3√x+ 4√x√
2x−1 .

(j) limx→4
√

1+2x−3√
x−2 .

(k) limx→+∞

√
x +

√
x +

√
x −

√
x.

(l) limx→0+

√
1
x +

√
1
x +

√
1
x −

√
1
x −

√
1
x +

√
1
x .

(m) limx→+∞ x
1
3 [(x + 1) 2

3 − (x − 1) 2
3 ].

(n) limx→+∞

√
x2−2x− 1

x

3x2+3 .

Př́ıklad 4. [Goniometrické funkce] Určete limity:

(a) limx→0
sin 5x

x .

(b) limx→0
sin 3x2

x2 .

(c) limx→0+
tan

√
x√

8x
.

(d) limx→0 log x
sin x .

(e) limx→0
x4

1−cos 4x2 .
(f) limx→0 x · cot 3x.
(g) limx→+∞

sin x
x .

(h) limx→ π
3

sin(x− π
3 )

1−2 cos x .
(i) limx→0

tan x−sin x
sin3 x .

(j) limx→0
sin 5x−sin 3x

sin x .
(k) limx→0

1+sin x−cos x
1−sin x−cos x .

(l) limx→0
cos x−cos 3x

x2 .
(m) limx→ π

4
tan 2x · tan

(
π
4 − x

)
.

(n) limx→a
sin x−sin a

x−a .

(o) limx→ π
6

2 sin2 x+sin x−1
2 sin2 x−3 sin x+1 .

(p) limx→0
√

1+tan x−
√

1+sin x
x3 .

(q) limx→0
x2

√
1+x·sin x−

√
cos x

.

(r) limx→0

√
1−cos(x2)
1−cos x .

(s) limx→0
√

cos x− 3√cos x
sin2 x .

(t) limx→0 x
√⏐⏐cos 1

x

⏐⏐.
(t’) limx→0

arcsin x
sin(sin x) .

(u) limx→1−
arccos x√

1−x
.

(v) limx→ π
4

sin x−cos x
(x− π

4 )2 .

(w) limx→+∞(cos
√

x + 1 − cos
√

x − 1).

(x) limx→+∞

1√
x5

arcsin(
√

x5+1−
√

x5−1) .

(y) limx→+∞ x
[

π
2 − arctan(

√
x4 + 3x3 −

√
x4 − 3x3)

]
.

(z) limx→0+

arccos 1−x2

1+x2

sin x .

(ž) limx→2+

arccotg 1
4x−8

ex−1−e .
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Př́ıklad 5. [Mocninné funkce & logaritmy] Určete limity:

(a) limx→0
log(1+3x)

x .

(b) limx→0
log(1+x2)
log(1−x2) .

(c) limx→5 | − e− 1
x |.

(d) limx→+∞ e
1

3−x .
(e) limx→+∞ x log

(
1 − 3

x

)
.

(f) limx→+∞ x log
(
1 − 2

x2

)
.

(g) limx→−∞
log(1+3x)
log(1+2x) .

(h) limx→0
log cos x

x2 .
(i) limx→+∞ x(log(x + 1) − log x).
(j) limx→+∞ log(1 + 2x) · log

(
1 + 3

x

)
.

(k) limx→1−

√
e2−e2x

arccos x .

(l) limx→+∞
log(1−x+x2)
log(x10+x+1) .

(m) limx→+∞
log(1+

√
x+ 3√x)

log(1+ 3√x+ 4√x) .

(n) limx→∞
log(1+3x)
log(1+2x) .

(o) limx→0
√

1+x sin x−1
ex2 −1 .

(p) limx→+∞
log(x3−arctan x)
log(x2+arctan x) .

(q) limx→+∞

√
log(x2+4)−log(x2)

π
2 −arctan x .

(r) limx→0
√

x sin x
ex2 −1 .

(s) limx→1
xx−1+ 3

√
cos(πx)

log2 x
.

Př́ıklad 6. [Exponenciálńı trik] Určete limity:

(a) limx→0

(
1+x
2+x

)(1−x)(1−
√

x)
.

(b) limx→+∞
(
1 + 1

x

)x.

(c) limx→+∞
(
1 − 2

x

)x.

(d) limx→+∞
(
1 + 2

x2

)x.

(e) limx→1

(
1+x
2+x

) 1−
√

x
1−x .

(f) limx→+∞

(
x2+1
x2−2

)x2

.

(g) limx→+∞

(
x+2

2x+1

)x2

.

(h) limx→+∞

(
3x2−x+1
2x2+x+1

) x3
1−x .

(i) limx→+∞

(
1+log x

log x

)log x

.

(j) limx→0
(
1 + x2)cot2 x.

(k) limx→ π
4 +

(
tan

(
x + π

8
))tan 2x.

(l) limx→+∞

(
x2+2x−1

2x2−3x−2

) 1
x .

(m) limx→0 (1 + tan x)
1

sin x .

(n) limx→0

(
1+tan x
1+sin x

) 1
sin x .

(o) limx→ π
2

(sin x)tan x.

(p) limx→0

(
1+x·2x

1+x·3x

) 1
x2

.

(q) limx→ π
4

(tan x)tan 2x.

(r) limx→0+ (ex − 1)
tan2 x

x .

(s) limx→0
(cos x)x−

√
1+sin3 x

x3 .

Př́ıklad 7. [Heine] Určete limity:

(a) limn→+∞ n · sin n+1
2n2+1 .

(b) limn→+∞
(
1 − 2

n

)n.
(c) limn→+∞

√
4n2 + 1 log( 2+n

1+n ).
(d) limx→+∞ sin x.
(e) limx→0 sin π

x .
(f) limx→+∞ x2 sin x.
(g) limx→0+

1
x sin 1

x .
(h) limx→∞ ex sin x.

(i) limx→π 3 1
sin x .

(j) limn→∞
3√n+1− 3

√
n+cos 3

n

6
√

n2+sin 2
n − 3√n

.

(k) limn→∞
arcsin(

√
n2+sin2 n−

√
n2−cos2 n)√

n2+1−
√

n2−1 .

(l) limn→∞
√

n2 + 1
(

π
2 − arctan n

)
.

(m) limn→∞
log(3n+1)
3√n3+2n2 .

(n) limn→∞ log(10n2 + 10n + n2) sin 2n
n3+n .

Př́ıklad 8. [Parametry]

(a) V závislosti na α, β ∈ R spočtěte limitu limx→0
sin αx
sin βx .

(b) V závislosti na m, n ∈ N spočtěte limitu limx→0
(1+mx)n−(1+nx)m

x2 .

(c) V závislosti na α ∈ R spočtěte limitu limx→0+ (ex − 1)
tan2 x

xα .
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(d) V závislosti na α ∈ R spočtěte limitu limx→1−
arccos x
(1−x)α .

(e) V závislosti na k ∈ Z spočtěte limitu limx→0
sin(sin(sin x))
cos( π

2 cos x) · xk.

(f) Pro která α ∈ R je 2 = limx→ π
4

(√
tan x

) α
tan x−cot x ?

Př́ıklad 9. [Zkouškové př́ıklady] Určete limity:

(a) limx→0(1+cos x−cos2 x)
1√

1+x2−
√

1−x2 .
(b) limx→ π

4
(2 sin2 x)

1
sin x−cos x .

(c) limx→0+
x4x+(4x)x−2

(2x)x−1 .

(d) limx→0
√

cos x− 3√1+sin2 x
log(cos x) .

(e) limx→0+

(
1+

√
tan x

cos
√

x

) √
1−

√
sin x−

√
1+

√
tan x

x .

(f) limx→0
(
cos x + 1

cos x − 1
) 1

sin(x4) .

(g) limx→0

(
4tan x+cos x

2

)cot x

.

(h) limx→ π
6
(2 sin x)

2
π−6x .

(i) limx→+∞

(
log(x+1)
log(x−1)

)x log x

.

(j) limx→ π
3
(2 cos x)

√
3

π−3x .

(k) limx→1
42x

−16√
1−cos(2πx)

.

(l) limx→1

(
x+ 1

x

2

)cot2(πx)
.

(m) limx→+∞
( 2

π arctan x
) π

x·arccotg2 x .

(n) limx→0
2cos x−2·3sin2 x

arctan(cot(x2))− π
2

.

(o) limx→0+

(
(tan x)sin x

) 1
arcsin x·log x .

(p) limx→0
arcsin x−sin x

ex−x−cos x−x2 .

(q) limx→0+

(
1 −

√
arcsin x

) 1
4√1−cos x .

(r) limx→0+

3√
x3 cos x−x

x·cos(arctan( 1
x2 ))

.

(s) limx→+∞
(
cos 1

x − sin 1
x2

) 1√
x2+arccotg x−x .

(t) limx→1 (log x − cos(π
√

x))
1

arctan x−arccotg x .

(u) limx→0+
cos(log(x3+x))−cos(log(2x3+x))√

arcsin x arctan(sin x) .

Př́ıklad 10. [Teoretické př́ıklady na zaplněńı mı́sta]

(a) Čemu se rovná limita spojité a liché funkce v 0?
(b) Najděte lichou funkci, která nemá v 0 limitu.
(c) Předpokládejme, že má omezená, lichá funkce v 0 limitu. Čemu se tato limita rovná?
(d) Necht’ má reálná funkce f v bodě x0 vlastńı limitu L. Ukažte, že potom plat́ı

lim
x→x0

|f(x)| = |L|.

(e) Bud’ f : ⟨−1, 1⟩ → R funkce, která neńı konstantńı. Definujme funkci g : R → R
předpisem g(x) = f(sin x). Dokažte, že neexistuje limx→+∞ g(x).

(f) Mějme reálnou funkci f splňuj́ıćı f(x) ≥ 1 pro všechna x ∈ R. Bud’ x0 ∈ R bod ve
kterém existuje limita

lim
x→x0

[
1√
f(x)

+
√

f(x)
]

.

Ukažte, že potom existuje i limita limx→x0 f(x).
(g) Ukažte, že Dirichletova funkce

D(x) =
{

1, x ∈ Q
0, x /∈ Q

neńı spojitá v žádném bodě.
(h) Ukažte, že Riemannova funkce

R(x) =
{

1
q , x = p

q pro p, q nesoudělná celá č́ısla
0, x /∈ Q

je spojitá v iracionálńıch bodech (a v racionálńıch je spojitá).

4



Výsledky - V. Limity funkćı

Př́ıklad 1. [Elementárńı]

(a) 0.
(b) Neexistuje. Vyjde ±∞.

(c) 1.
(d) ∞.

(e) 0.
(f) 9.

Př́ıklad 2. [Spojitost, základńı vlastnosti, rac. funkce]

(a) 1.
(b) +∞.
(c) 0.
(d) 0.
(e) Neexistuje.
(f) 0.

(g) Neexistuje.
(h) 1.
(i) 6.
(j) Neexistuje.
(k) 1

8 .
(l) Neexistuje.

(m) +∞.

(n) 2
3 .

(o)
( 3

2
)10.

(p) 6.

(q) +∞.

Př́ıklad 3. [Odmocniny]

(a) 1.
(b) −1.
(c) 0.
(d) 1

2 .

(e) 1
144 .

(f) 1
2 .

(g) 3
2 .

(h) 112
27 .

(i) 1√
2 .

(j) 4
3 .

(k) 1
2 .

(l) 1.

(m) 4
3 .

(n) 1√
3 .

Př́ıklad 4. [Goniometrické funkce]

(a) 5.
(b) 3.

(c)
√

2
4 .

(d) 0.
(e) 1

8 .
(f) 1

3 .
(g) 0.

(h)
√

3
3 .

(i) 1
2 .

(j) 2.
(k) −1.
(l) 4.

(m) 1
2 .

(n) cos a.

(o) −3.
(p) 1

4 .
(q) 4

3 .
(r)

√
2.

(s) − 1
12 .

(t) 0.
(t’) 1.

(u)
√

2.
(v) Neexistuje.
(w) 0.
(x) 1.
(y) 1

3 .
(z) 2.
(ž) 4

e .

Př́ıklad 5. [Mocninné funkce & logaritmy]

(a) 3.
(b) −1.
(c) 1

5√e
.

(d) 1.
(e) −3.

(f) 0.
(g) 0.
(h) − 1

2 .
(i) 1.
(j) 3 log 2.

(k) e.
(l) 1

5 .
(m) 3

2 .
(n) log 3

log 2 .
(o) 1

2 .

(p) 3
2 .

(q) 2.

(r) +∞.

(s) 1 + π2

6 .

Př́ıklad 6. [Exponenciálńı trik]

(a) 1
2 .

(b) e.
(c) e−2.
(d) 1.

(e)
√

2
3 .

(f) e3.

(g) 0.
(h) 0.
(i) e.
(j) e.
(k) 0.
(l) 1.

(m) e.

(n) 1.

(o) 1.

(p) 2
3 .

(q) 1
e .

(r) 1.

(s) −1.

5



Př́ıklad 7. [Heine]

(a) 1
2 .

(b) 1
e2 .

(c) 2.
(d) Neexistuje.
(e) Neexistuje.
(f) Neexistuje.
(g) Neexistuje.

(h) Neexistuje.
(i) Neexistuje.
(j) 9

2 .
(k) 1

2 .
(l) 1.

(m) log 3.
(n) 2 log 10.

Př́ıklad 8. [Parametry]

(a) α
β (β ̸= 0), neexistuje (β = 0).

(b) 1
2 mn(n − m).

(c) 1 (α < 2), 0 (α ≥ 2).
(d) 0 (α < 1

2 ),
√

2 (α = 1
2 ), +∞ (α > 1

2 ).
(e) 0 (k > 1), 1

π (k = 1), +∞ (k < 1 liché), neexistuje (k < 1 sudé).
(f) 4 log 2.

Př́ıklad 9. [Zkouškové př́ıklady]

(a)
√

e.
(b) e

√
2.

(c) 5.
(d) 7

6 .
(e) 1

e .
(f) 4

√
e.

(g) 2.

(h) e−
√

1
3 .

(i) e2.
(j) e.
(k) Neexistuje. Vyjde ± 32

π

√
2 log2 2.

(l) e
1

2π2 .
(m) 1

e2 .
(n) log 18.
(o) e.
(p) 2.

(q) e− 4√2.
(r) − 1

6 .
(s) 1

e3 .
(t) e.
(u) 0.
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