ITI. Limity posloupnosti

Shrnuti teorie.

Definice. (Limita posloupnosti) Necht {a,}2°; je posloupnost redlnych &isel a A € R. Rekneme, 7e A
je vlastni limita posloupnosti {a,}2 , jestlize

Ve>03ng eNVn>ng,neN:|a, — Al <e.
Takové posloupnost tzv. konverguje (k A). Posloupnost {a,}>2 ; mé limitu +oo (¢i —o0), jestlize
VK €R 3Ing e NVn >ng,ne€N:a, > K (& < K).
Takové posloupnost tzv. diverguje k +o00 (¢ —0).
Tvrzeni. (Jednoznaénost limit) Kazda posloupnost mé nejvyse jednu limitu.

Tvrzeni. (O vybrané posloupnosti) Necht {a,}°, je posloupnost redlnych ¢isel s limitou A € R*. Bud
posloupnost {bx}72, vybrana z posloupnosti {a,}52 ;. Potom uz limy_, o by = A.

Tvrzeni. (Aritmetika limit) Necht {a, }5° ,{b,}22; jsou posloupnosti realnych ¢isel a méjme lim,, o0 a,, =
A € R*, lim,, o0 b, = B € R*. Maji-li prislusné pravé strany smysl, tak plati

A
lim (ap £by) = A+ B, lim an by=A B, lim -2=2=.
n—oo

n—o0 n—o0 by, B

Pozn. Pracujeme s rozsirenou redlnou osou R* = RU{+o00}. Ndsledujici operace nejsou dobre definovdany:

(+00) + (=00),  (=00) + (+00), (+00) = (+00), (=00) = (=00),

(£00)-0, 0-(4oo), X T Fo oo a4 R
—+00 —00 —00 —+00 0

Tvrzeni. (Dva policajti) Necht {a,}2% 1, {b,}°2 1, {c,}52; jsou posloupnosti redlnych ¢isel spliujic
(i) InpeNVneN, n>ngp:a, <c, <b, a
(i) limy, o0 ap = limy, 00 by, = A € R*,

potom je lim, o ¢, = A.

Tvrzeni. (Limita souc¢inu omezené a mizejici posloupnosti) Necht {a,}> ,,{b,}5°; jsou posloupnosti
redlnych ¢isel splnujici

(i) {an}n je omezend a
(ii) limp_yo0 by = 0,
potom je lim,, o (ay - b,) = 0.
Tvrzeni. (Zaména limity a odmocniny) Bud {a, }?° ; posloupnost realnych ¢isel a p € N. Potom plati:
(i) limy—oo ¢/@n = ¢/Timy, 00 an = VA je-li p liché.
(ii) limy oo ¢/@n = VM 00 an, = /A je-li p sudé a Ing > 0: a,, > 0 pro viechna n > ny.
Tvrzeni. (Skéla: log"®® n < n"° < néco” < n! < n™) Plati:

log™ n

(i) limy, 0o ~25" =0 pro a, g > 0.

(ii) limnﬂm%zopr0a>1aﬁ>0.
(ifi) lim,—oo 47 = 0 pro a > 0.
(iv) lim, o0 2 = 0.
Tvrzeni. (n-td odmocnina) Plati:
(i) Pro a > 0 je limy, 0o ¥a = 1.
(ii) lim, oo ¥/n = 1.
(iil) lim,, oo ¥/n! = co.



Priklad 1. (Elementdrni) Uhodnéte limity a ovéfte je z definice:

(a) limy, 0 2. (d) limy,_ oo 7. (g) lim, oo 25T (j) lim, o0 logn.
(b) lim, s 1. (e) limy, 00 % (h) limy, e €™. (k) lim,_ o arctan(—n).
(c) lim,, o0 /7. (f) limy, o0 ﬁ (i) lim, 00 (2)". (1) limy, 00 sin +.
Priklad 2. (Oscilace) Urcete limity (pokud existuji):
(a) limp o0 (— %) . (¢) limy, oo (71);“. (€) limy,_o S22, (g) lim,,_ oo sin(mn).
(b) lim, 00 (—2)™. (d) limg, o SSF2. (f) limp oo (—1)"¥/n. (h) limy, o sin 2.
Piiklad 3. (Racionélni funkce) Urcete limity:
—n . / . n 100 _ () 100
( ) lim,, s o0 m (d) lim,, o0 \/;—fl + 2+ . (g) limy, o0 %%-
: n®4+2n— . dn n . n2492)10_,,20
(b) lim,, s _+n2+2 642, (e) limy, o0 (% — 5)- (h) lim, e mTW
. nt_on31n . 3)!—(n+1)! N 1s 3415n)1°—(n?24+10)"°
(C) limy, o0 571427,2;~ (f) limy, 00 % (1) lim,, o0 ((2312n211)9(f(:+1))27 .
Priklad 4. (Odmocniny) Urcete limity:
ot i 1 VnPtn—yvn3-1 o1 n+1)10+1 n+4)10+1
(2) limnoo 2t (&) limnsoo g G Fims (1) limypoe YO nlzﬁ{r(; .
i ; VnZ+6— Vn? N 1 2n+1)10—(2n)10—1—/(2y/n+1)18—1
(b) limy o0 v+ 11 = /. (£) im0 Gy () lim o0 YO \/ilz),wﬁ\{(nf .
(c) limy o0 oL ; Vot Y=/ n—n : Vnityn—y/ni—yn
VnA+n2—/n3+1 (g) lim,— oo NIy e (k) limy,— o0 (T D)
3 f( _3_f) . : n n— & n n
(d) Ty o0 7= (0) Timyosoo V71— V8 =1 (1) limg e SRR R
Piiklad 5. (Skala) Urcete limity:
. nyn? . n n n_n . . n24n
(a) limy, oo 5L (€) limy, so0 ¥ +4n5+*1_5”g2 Tn? (i) lim, 00 io’/n3"+n2"+2—:-7;1— s e
. log® n+6n%4+n+logn . V327 fn—+/2n 1 5] . . \/H(22"—3")
(b) im0 =5 1+logn2+n? . (£) limnoo V2r+n () Himn oo V(n+1)1+2n —/nl+37
: R 42m 410 : V3 T8 /33 . ST YT
(€) limno0 Tirgtayiynm - (8) limn o0 Zoms Ve (8) limnsoo 3= 7 vy

: Vn? n4n! h) lim - n! . . 2" /4n {5t 4"
(d) lim, A (h) N e ) (D) limy,— 00 1 R

Priklad 6. (n-t4 odmocnina) Urcete limity:

(a) hmn—)oo W‘i‘ Vv n4 + 37 4 27, (d) hmnaoo \ % hmn—>oo 7\1/((::12))32—n?+§n2))7:‘+11
b) lim Varctann}5n — - : o/ (184364 +18n)"
(b) limnsoo 2/6n+/n (e) limp—oo 7(/(1 +23)" +(1-H)" (h) limy o0 %/ Grinyzrsnrars

. o /AT TR ny/TTET , | - /e
() limyoo 2EEZENTT0 () N A( V3 — VD). () timn oo 1 <

Priklad 7. (Celd ¢4st) Urcete limity:

(a) limn oo 2 (252 ] + |2)). (€) limy o0 7 Sy [kt

(b) T o T8 () Timy, o LEEHILEL L,

(€) Tityoo | 7 F 5% — /7 T 207). (8) 1 o0 [ b T T

(d) Timy,_ oo % (h) lim, s {(/nlo@i" +em + (log n)\/ﬁJ .



Priklad 1. (Elementérni)

(a) 2.

(b) +o0.

(¢) +oo.

Piiklad 2. (Oscilace)

(a) 0.

(b) Neexistuje.

Vysledky - III. Limity posloupnosti

(¢) Neexistuje.

(d) 0

Priklad 3. (Raciondlni funkce)
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(f) Neexistuje.

(h) Neexistuje.
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