VIII. Uzaviené a oteviené mnoziny

Shrnuti teorie.

Definice. (Zakladni pojmy) Bud M C R". Rekneme, ze x € R" je vnitrnim bodem mnoziny
M, jestlize existuje r > 0 takové, ze B(x,r) C M. Mnozina M se nazve oteviend (v R"),
jestlize je kazdy jeji bod zaroven vnitfnim bodem. Vnitrkem mnoziny M rozumime mnozinu
vSech vnitinich bodt mnoziny M, znac¢ime ji Int M (interior).

Rekneme, ze @ € R™ je hranicnim bodem mnoziny M, jestlize pro kazdé r > 0 plati

B(x,r)NM #0 a B(zx,r)Nn(R"\ M) # 0.

(Body, které jsou uvnitt mnoziny M spliuji prvni podminku automaticky a druhou podminku
ihned spliiuji body mimo mnozinu M.) Hranici mnoziny M rozumime mnozinu jejich hrani¢nich
bodii, znaéime ji H(M). Uzdvérem mnoziny M rozumime mnozinu M U H (M), znaéime ji M.
Nakonec fkdme, ze mnozina M je uzavrend (v R™), jestlize H(M) C M.

Prototypy v R': Mnozina [0, 1] je uzaviend, (0,1) je oteviend a [0,1) nenf ani jedno.

Tvrzeni. (Charakterizace uzavienych mnozin) Bud M C R™. Pak je ekvivalentni

(a) Mnozina M je uzaviens.

(b) MnozZina R™ \ M je oteviena.

(¢) Pokud posloupnost {x,}, C M konverguje k x, pak € M.
Tvrzeni. (Vlastnosti uzavienych mnozin)

(a) Prazna mnozina a R™ jsou uzaviené mnoziny.

(b) Prunik libovolné mnoha uzavienych mnozin je uzaviend mnozina.

(c) Sjednoceni koneéného poctu uzavienych mnozin je uzaviend mnozina.
Tvrzeni. (Vlastnosti otevienych mnozin)

(a) Prézna mnozina a R™ jsou oteviené mnoziny.

(b) Sjednoceni libovolné mnoha otevienych mnozin je oteviend mnozina.

(¢) Prunik koneéného poétu otevienych mnoZin je oteviend mnoZina.

Poznamenejme, ze prazdna mnozina a cely prostor jsou jediné dvé mnoziny v R”, které jsou
oteviené a uzaviené zaroven.

Tvrzeni. (Trividlni pozorovdni) Bud M C R™. Potom plati:

(a) Int M C M.

(b) Mnozina M je uzaviena.

(¢) Mnozina Int M je oteviena.

(d) Mnozina M je uzaviens pravé tehdy, kdyz M = M.

(e) Mnozina M je oteviend pravé tehdy, kdyz M = Int M.
Je-li navic M ¢ N C R", pak jesté plati:

(f) Int M C Int N.

(g) M CN.

Tvrzeni. (Otevienost/uzavienost troviiovych mnozin) Bud f spojitd funkce na R™ a ¢ € R.
Potom plati:

(a) Mnoziny {x € R"; f(z) < ¢} a {x € R™; f(x) > ¢} jsou oteviené.
(b) Mnoziny {z € R™; f(x) < c} a {x € R"; f(x) > ¢} jsou uzaviené.

(¢) Mnozina {x € R™; f(x) = c} je uzaviena.




Priklad 1.

Priklad 2.

Priklad 3.

Priklad 4.

[Elementarni] Rozhodnéte zda jsou zadané mnoziny oteviené ¢i uzaviené. Najdéte jejich
vnitfek, uzavér a hranici.

(a) M = {x}, kde x € R™ dany. (h) M = (—o00,400) CR

(b) M C R™ neprézdnd a koneén4. (i) M =N.

(c) M =(0,1) CR. () M =Q.

(d) M=[0,1] CR (k) M =R\ Q.

() M=10,1)CR (1) M={ineN}h

(f) M =(0,400) CR (m) M ={[1,0];n € N}.

() M =[0,+00) C R () M = {[1,0;m € N} U {[0,0]}.

[Uroviiové mnoziny] Rozhodnéte zda jsou zadané mnoziny oteviené ¢i uzaviené. Najdéte
jejich vnitrek, uzavér a hranici.

(€) M = {lo,y) € R % + 42 > 9).

(f) M ={[z,y] € R* 22 +¢e¥ > 17}.

(g) M ={[x,y] € R* 22 + y* + 22y = 5}.

(h) M = {[z,y] e R*% [z —y| =z —y}.

(i) M ={[r,y] € R% |z +y| >x+y}

(G) M ={[x,y,y] e R®% 2 >0,y >0,x+y=2,2 <0}

Rozhodnéte zda jsou zadané mnoziny oteviené ¢i uzaviené. Najdéte jejich vnitiek, hranici
a uzavér. Mnoziny nacrtnéte.

| €R%1 <2 +y? <4}
|eR%z<y<z+3}
JeR% 22 <y<az?+1}.

] € R% |z| > 1}.

Z] €ER¥ 2% +y? =122+ 22 =1}
ry, 2] € R%G 22+ 42 < 1,22 +22 < 1}.
r,y,2] € R% 22 + 4% = 2}

t,t,—t] € R3;t € R}.

Najdéte A, B C R, aby Int (AU B) # Int AUInt B.

Najdéte A, B C R, aby H(AU B) # H(A)U H(B).

Najdéte A, B C R, aby ANB # AN B.

Bud A, B C R". Ukazte, 7e AUB = AU B.

Bud A, B ¢ R™. Ukazte, 2¢ ANB C AnB.

Bud A C R™. Ukazte, ze R\ Int (R"\ A) = A (a tedy také R" \ A = Int (R™\ A)).
Bud A, B C R™. Ukaite, 7e Int (AN B) =Int ANInt B.

Bud A, B C R". Ukazte, ze Int (AU B) D Int AU Int B.

Najdéte funkei f, aby pro néjaké ¢ € R byla mnozina {z € R; f(x) = ¢} otevien4.

Najdéte spojitou funkei f, aby pro néjaké ¢ € R byla mnozina {z € R; f(z) > ¢}
prézdnd a zaroven {z € R; f(x) = ¢} neprdzdna. K urceni hraniénich bodu tedy
nepostacuje pouze zkoumat rovnost namisto nerovnosti.

Najdéte spojitou funkci f na [1,+00), aby byla mnozina {f(z); x > 1} jednobodova.
Spojity obraz neomezené mnoziny tedy muze byt omezend (a uzaviend) mnozina.



Vysledky - VIII. Uzaviené a oteviené mnoziny

Pfiklad 1. [Elementérni]

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
()
(g)
(h)
(i)
(i)
(k)
(1)
(m)

)

(n

M.
M.

M je uzaviend a neni oteviend. Vnittek je prazdny a H (M)

M je uzaviend a neni oteviend. Vnittek je prazdny a H(M)

M je oteviend a nenf uzaviena. Hranice je {0,1}, M = [0, 1].

M je uzaviend a neni oteviend. Hranice je {0,1}, Int M = (0,1).

M nenf ani oteviend, ani uzaviend. A M = [0,1],Int M = (0, 1).

M je oteviend a neni uzaviend, M = [0, +00).

M je uzaviend a neni oteviend, Int M = (0, +o0), H(M) = {0}.

M je otevrend, i uzaviend, hranice je prazdna.

M je uzaviend a nenf oteviena, H(M) = M, Int M = (.

M neni ani uzavfend, ani oteviend. Vnitiek je prazdny a uzavér je cely prostor.
M neni ani uzavfend, ani oteviend. Vnitiek je prazdny a uzavér je cely prostor.
M nenf ani uzaviend, ani oteviend, H(M) =M U {0} = M a Int M = ().

M nenfi ani uzavfena, ani oteviend, H(M) = M U {[0,0]} = M a Int M = ().
M je uzaviend a neni oteviend, H(M) = M = M a Int M = (.

Pi#iklad 2. [Uroviiové mnoziny]

Piiklad 3. (a)

Priklad 4.

Nenf ani oteviend, Int M = {z > 0,y < 0}, H(M) = {x = 0 nebo y = 0}.

M je uzaviena a neni oteviend, Int M =0, H(M) = M.

M neni uzaviend ani oteviend, Int M = 0, H(M) = M U{[1,0]}.

M je oteviend, Int M = M, H(M) = {& + £ =1},

M je uzavtend, Int M = {z? +y* > 9}, H(M) = {z* + y* = 9}.

M je oteviend, Int M = M, H(M) = {2 + ¢¥ = 17}.

M je uzaviend, Int M =0, H(M) = M.

M je uzaviend, Int M = {z >y}, HM) = {x = y}.

M je oteviend, Int M ={x+y <0}, H(M) = {x+y =0}.

M nenf uzaviend ani oteviend, Int M =0, H(M) ={z >0,y > 0,2 <0,y =2 —z}.

M je oteviend, H(M) = {z? + y? = 4} U {2? + y* = 1}. Jedna se o mezikruzi.

M je oteviend, H(M) = {z —y = 0} U{—xz +y = 3}. Jednd se o prostor mezi dvéma
primkami.

M je uzaviend, H(M) = {y = 2?}U{y = 2 +1},Int M = {2? < y < 22+ 1}. Jednd
se o prostor mezi dvéma parabolami.

M je oteviend, H(M) = {|z| = 1}. Jednd se o dvé oddélené poloroviny.

) M je uzaviend, H(M) = M,Int M = {). Jedn4 se o prunik dvou vélcovych ploch.
) M je uzaviend, H(M) = {2? + y*> = 1nebo 22 + 22 = 1}, Int M = {2% +¢* <

1,22 + 22 < 1}. Jedna se o prinik dvou (nekoneénych) valcd.

M je uzaviend, H(M) = M,Int M = (). Jedna se o plast rotacniho paraboloidu.
M je uzaviend, H(M) = M,Int M = (. Jedn4 se o pifmku.

Kreslete.

Kreslete.

Kreslete.

Uzavér zachovava usporddani mnozin a uzavér uzaviené mnoziny je mnozina.



Uzévér zachovava uspordadani mnozin.

Doplnék oteviené je uzaviena a naopak. Interior zachovava usporddani mnozina a
interior oteviené mnoziny je mnozina.

Pouzijte vhodné (f), De Morganovy vzorce a (d).

Interior zachovava usporadani mnozin. Interior mnoziny je nejveétsi oteviend mnozina
obsazena v dané mnoziné.

Typické nespojita funkce.

Hodnota maxima.
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